III. Krivkové integraly

1. Jednoducha krivka v [Es, v 5
Parametrizace, orientace

2. Kiivkovy integrél skaldrni funkce [ f ds

YV WV ¢ v

3. Ktivkovy integrél vektorové funkce
| o 7 A (prace vykonani silou ? po kiivce C)

4. Greenova véta
- v . % 7 A 1 A
vypocet cirkulace ¢, f - d's" pomoci dvojného integrilu | [, .

5. Potencidlni vektorové pole
(nevifivé, konzervativni)



II1.1 Jednoduché krivky

Definice. Jednoducha hladka kfivka v Es ( v E5) je mnozina bodi
X = P(t), kde P je zobrazeni intervalu (a, b) do E3 ( do E,)
popsané vztahy

r=z(t), y=yi), =z==z(),tEe (a,b), pficemz plati
1. Zobrazeni P je spojité a prosté v {a,b) s moznosti P(a) = P(b)
(tzv. uzaviena krivka).
2. Derivace P(t) = (&(t), ¥(t), 2(t)) je spojitd, omezend a nenu-
lova v (a, b).
Zobrazeni P se nazyva parametrizace kiivky.

Kiivky zna¢ime napt. C, C, ¢, k, K, ...
Jednoducha po ¢astech hladka kiivka C' = UC;, kde C;; jsou JHK



Kftivka - fyzikdlni interpretace

JHK je trajektorie, kterou probéhne pohybujici se bod
X = P(t) v E; (v E3) v ¢asovém intervalu {a, b)
Vlastnosti z definice znamenayji:

1. Trajektorie neni prerusend, zadnym bodem neprochizi dvakrat
2. Rychlost se méni spojité, je omezena a nenulova

Znat parametrizaci kiivek:
1. C je usecka v Ey, v Eg

2. C je kruZnice, elipsa, Sroubovice
3. C je graf funkce jedné proménné y = f(x), « € (a,b)

nebo x = g(y)a (JAS (Ca d>
4. C je prunik ploch v E3 (pouze v Alfa)



IIL.2 K¥ivkovy integral skalarni funkce (kiivkovy integral 1. druhu)

o f(z,y)ds,resp. [ f(x,y,2)ds, strutnd [, fds

Fyzikalni aplikace: hmotnost nehomogenni struny (dratu) tvaru JHK

Definice.

Necht C' je JHK v E, (v E3) s parametrizaci P v {(a, b) .
Funkce f se nazyva integrovatelna na kfivce C, jestlize existuje
Riemanniv integral

ILr(P@)IB@) dt.

Znacime f c J ds a nazgvame kiivkovym integralem skalarni funkce
f na ktivce C'

Poznamka: Existence a hodnota nezavisi na volbé parametrizace P.



Existence kiivkového integralu skalarni funkce:
1. Nutnd podm.: f je omezend na ktivce C

2. Postacujici podm.: Fce f je spojitd na kiivce C

Slabsi pozadavek:
Fce f je spojitd a omezend na (C' — M), kde M je konecnd mn.

Aplikace kiivkového integralu skalarni funkce

VWV v

viz obecné vzorce pro vSechny integrily



Pt. 1. Kfivka C je useCka AB, kde A = [1,4], B = [2, 2]. Navrhnéte para-
metrizaci kiivky C' a vypocitejte jeji hmotnost, je-1i délkova hustota

Q(gjv y) = 2”4 y2°

PF. 2. Nadrtnéte kiivku C' : y = V2% mezi body A = [0,7], B = [2, 7).
Navrhnéte parametrizaci. VypocCitejte hmotnost struny tvaru této krivky,
je-li délkova hustota o(z,y) = 22 [8 (514/51 — 1)/225]

Uloha navic (v pf. 1 a 2): Co jiného by mohl vysledek vyjadfovat ?

Pt. 3. Vypocitejte délku jednoho zavitu Sroubovice s parametrizaci
x =3 cost, y=3sint, z=1t/10,t € (0,27), vysl [/901 7 /5]

Pt. 4. Navrhnéte parametrizaci kfivky (prinik valcové plochy a roviny)
C = {[z,y, z] € E3; 42% + 9y* = 36, 2z — /5 y = 0}.
Vypocitejte kiivkové integraly a) [, (zy + 1)ds  vysl. [67]

b) [oy*ds vysl [12a] o¢) [,(42® + 9y?*)ds  vysl. [2167]
vhodnd parametrizace: x = 3 cost, y = 2 sint, z = /5 sint, t € (0, 27).



I11.3 Krivkovy integral vektorové funkce (integral 2. druhu)
znatime [ 7(X) -dS, struéné [ . 7 .d¥
Orientovana JHK. Tecny vektor

Vektorova funkce (vektorové pole) ? v Eo

je funkce dvou proménnych x, y se souradnicovymi funkcemi U, V':

Flaey) = Ulzy), Vie.y)
struény zapis: f = (U, V)

Vektorova funkce ? v [E5 je funkce tfi proménnych x, y 2z

struén}’fzépis:?: (U, VW) nebo?:U_z)—l—V?—l—W?



Definice.

Kiivkovy integral vekt. funkce je definovan hodnotou kiivk. integralu
skalarni funkce:

[T -d3=[o(F-7)ds,

podrobné;i

[ 7 (X)-d¥= [ F(X)- 7 (X)ds.

kde 7 (X) je teény vektor ke kfivce C' v bodé X = [z, , 2]
resp. X = [z, y].

Aplikace: prace vykonana (spotiebovand) silou ? pti pohybu po kiivce C
ve sméru zadané orientace.



b 3
Vypocet: / ?(X) d¥ = :I:/ ?(P(t)) - P(t) dt,
C a
kde X = P(t), t € {a,b) je parametrické vyjadieni kiivky C'.

Znaménko minus napravo plati, je-li kfivka C orientovana nesouhlasné
s parametrizaci P.

Kftivkovy integral vektorové funkce po uzaviené kiivce C' se nazyva
cirkulace vektorového pole 7 po kiivce C, zapisujeme fc ? A7



Dal$i moZnosti vypoctu
2. Vyuziti jiného zdpisu integralu (tvar v diferencialech)

/?(X)-d?:/ Udz+ Vdy+Wdz
C C

3. Pomoci Greenovy véty: (pouze pro UZAVRENOU kiivku v E»)

kiivkovy integral § . pfevedeme na dvojny integral [ [, .

4. Pomoci potencidlu v Eo, v Eg

to viak pouze pro POTENCIALNI vektorové pole



Priklady Urcete praci, kterou vykona sila ? = (U, V') po orientované
kiivce C
1. ? = (1,2y), kiivka C je &ast grafu x = y? s pocat. bodem
L = [4,2] akoncovym bodem M = [1,1]. [Vysl. A = —6]

2. F = (a2, y?), kiivka C je dsecka AB, od A = [0,1] do B = [=2,7].
[Vysl. A = —1/3]

3. ? = (x?,x%y), kiivka C je ¢dst grafu y = 1/x od bodu [1,7] do
bodu M = [2,7]. [V§sl. A = 7/3 — In 2]

4. F = (2 —ay),
a) C: 22 + 9> =9, y > 0 s pocat. bodem [—3, 0).
b) C je zdporné orientovana kruZznice: 22 + y? = 9.

¢) C je kladné orientovand kruznice: 2° + (y — 1)? = 1.



Veéta Greenova.

Necht 1. Soufadnicové funkce U, V' vektorového pole ? maji spojité
parc. derivace v oblasti O C [E,.

2. C je kladné orientovana uzaviend krivka, kterd lezi i se svym
vnitikem Int C' v oblasti O.

Pak plati
ov  oU
f7 =[], (5=
C IntC ox 8y

!!! Pozndmka: Je-li kiivka orientovana zaporné€ , pak napravo priddme
znaménko minus.

Poznamka. "Kftivka”zde znamena: Jednoducha po Castech hladka



Predpoklady struCné:

Kladné (zdporn€) orientovand uzaviena kiivka C'
lezi 1 se svym vnittkem Int C' v oblasti O C [,

ve které jsou spojité PD vektorového pole ? = (U,V).

Poznamka: Predpoklady vyzaduji, aby se vSe “odehravalo”v oblasti,
v niZ ma dané vekt. pole spojité PD.

Otazka: Kdy nelze Greenovu vétu pouzit ?



