Matematika I A — ukazkovy test 1 pro 2014/2015

1. Je dana soustava rovnic s parametrem a € R
r—y+z =1

r+y+3z = 1
2a—1Dz+(a+1ly+2z = 1—a

a) Napiste Frobeniovu vétu (existence i pocet feSeni).
b) Vysetfete pocet Feseni soustavy v zavislosti na hodnoté parametru a € R.
c) Najdéte feseni zadané soustavy pro a = 1.
2. Je dana matice 110
A=1001
021
a) Definujte pojem inverzni matice ke ¢tvercové matici A.

b) Uved'te nékterou z nutnych a postacujicich podminek existence inverzni matice.
Ovérte splnéni této podminky pro zadanou matici A.
c) Vypocitejte A7, detA, det(A™!) a det(AA™!). Ovéite spravnost matice A~1.
2

3. Je dana funkce f(z)=+v2z+1— %

a) Urcete defini¢ni obor D(f) a vypocitejte 1. a 2. derivaci této funkce. Napiste rovnici
teény a rovnici normély ke grafu dané funkce v bodé [zg, f(x0)], je-li zop = 0.

b) Pro tuto funkci napiste Tayloruv polynom T5(z) druhého stupné se stiedem zy = 0.
Vysledku pouzijte pro vypocet piiblizné hodnoty dané funkce f v bodé z = 1/2.

c) Napiste Lagrangeuv tvar zbytku Rs(x). Odhadnéte velikost chyby pii vypoctu
ptiblizné hodnoty funkce f v bodé x = 1/2 pomoci polynomu 5.

d) Urcete nejvétsi mozny interval (0, b), na némz je |R3(x)| < 1/100.

|
4. Je déna funkce f(z) = T
x

a) Urcete defini¢ni obor funkce f a vypocitejte limity v jeho krajnich bodech.
b) Urcete intervaly monotonie a lokélni extrémy této funkce.

¢) Naleznéte asymptoty grafu funkce f. Graf nacrtnéte.
5. Vypocitejte nasledujici integraly. Nezapomeinte na intervaly jejich existence.

a) / In? z dx b) / (cos? ¢ + cos® ) dy

V tloze a) ovéite derivovanim spravnost vysledku.
1

T 412

6. a) Najdéte primitivni funkeci (téZ interval existence) k funkci f(z)
b) Vypocitejte obsah obrazce, ktery je ohrani¢en osou = a kiivkami

y:m,x:Q:ﬁ:Q.

¢) Vypocitejte nevlastni integral f_JF;O f(zx)dx.
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la) Definujte pojem linedrni zdvislost skupiny vektoru uj, ..., ty,.

b) Rozhodnéte, zda vektory @ = (1;2;3), ¥ = (0;1;1) a @ = (3;2;1) jsou linearné
nezavislé.

¢) Je-li to mozné, vyjadiete vektor @ = (1;2; 1) jako linedrni kombinaci vektoru , v,
W (tzn. urcete koeficienty této linedrni kombinace).

. : (2 -1 (1 3
2.JsoudanymatlceA—<0 2),3—(3_4>.

a) Zdtvodnéte existenci a urcete inverzni matici A, Ovéite spravnost vysledku.
b) Z rovnice X - A = B vypocitejte neznamou matici X.

¢) Vypocitejte matici Y = B - A.
3. Je déna funkce f(x) = ** %

a) Vypocitejte derivace f'(z), f"(x).
b) Napiste rovnici teény ke grafu funkce f v bodé [xg, f(zo)], je-li o = 2.

c¢) Urcete hodnotu druhé derivace f”(2).
Napiste Tayloruv polynom 2. stupné T5(x) funkce f se stiedem xy = 2.

d) Na zakladé znalosti hodnot f(2), f'(2), f’(2) na¢rtnéte graf zadané funkce v okoli
bodu zy = 2. Do téhoz obrézku zakreslete i te¢nu z tlohy b).

4. Déna funkce f(x) = %
T

a) Urcete jeji defini¢ni obor. Je funkce f sudd nebo licha? (Odpoveéd zduvodnéte.)
b) Vypocitejte derivaci funkce f a urcete intervaly monotdnie.

¢) Vypocitejte limity funkce f pro z — —oo a © — +00. Nadértnéte graf.

5. Vypocitejte nasledujici integraly. Nezapomente na intervaly jejich existence.

a) /rﬂdr b) / br — 4 dz

x2 —8x + 12

V tloze a) ovéite derivovanim spravnost vysledku.

6. a) Vypocitejte integrdl (uved'te téz interval existence):  [(3z +2) cosz dx

b) Vypocitejte obsah obrazce, ktery je pro x € (0,7/2) ohrani¢en osou x a kiivkou
y = (3v+2) cosx.
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1. Je ddna matice 2 _92 3
A=1[11 1 1
1

3 —1
a) Napiste definici pojmu vlastni ¢islo a vlastni vektor matice.
b) Napiste charakteristicky polynom zadané matice A. Ovéite, ze ¢isla A\ = 1, Ay = —2
a A3 = 3 jsou koteny prtislusné charakteristické rovnice.

¢) Pro vlastni ¢islo A; napiste odpovidajici soustavu rovnic pro vypocet vlastnich
vektoru. Viastni vektory odpovidajici tomuto vlastnimu ¢islu pak urcete.

2. Je ddna matice 0 1 a —1
2 2 b -3

A=1_1 0 0 2 bR
1 -1 0 0

a) Definujte pojmy reguldrni a singuldrni matice.

b) Vypocitejte determinant matice A. Urcéete hodnost matice A, je-lia =1, b = 2,

¢) Pro které hodnoty parametri a,b € R ma homogenni soustava A¥ = 0 pouze
nulové feseni ? Odpovéd zduvodnéte.

3. a) Definujte pojem limita posloupnosti redlnych cisel {a,}>2 ;.

b) Uved'te pifklad posloupnosti, kterd nemé limitu. Odpovéd’ zduvodnéte.

c¢) Vypocitejte limitu posloupnosti: hm n(yv/nn—2)—+vn

T —2
4. Je dana funkce f(z) = ———.
241
a) Urcete defini¢ni obor funkce f a pruseciky grafu funkce f s osami x a y.
b) Urcete intervaly monoténie a lokalni extrémy.
¢) Vypocitejte limitu pro  — +o00. Nacrtnéte graf dané funkce na intervalu ( —1, +00).
5. Vypocitejte nasledujici integraly. Nezapomente na intervaly jejich existence.
Oveéite derivovanim spravnost vysledku (sta¢i u jednoho integralu).

a) /(:1:2 + 2)sinzx dz b) /\/ﬁ dz
6x + 2
(22 —1)(z + 3)°

a) Vypocitejte integrdl [ f(x)dz. Urcete intervaly existence.

6. Je dana funkce f(z) =

b) Vypocitejte obsah obrazce, ktery je pro z € (2,4) ohrani¢en osou z a kiivkou
y = f(x). Vysledek upravte.

¢) Rozhodnéte vypoctem, zda konverguje nevlastni integral ff’o f(x) de.
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r+y—2z =1
2 + vy = —4
Sbr+y—3z = —13

1. Je dana soustava rovnic

a) Pomoci Gaussova algoritmu nebo Cramerova pravidla urcete feSeni dané soustavy.
Proved'te zkousku.

b) Urcete hodnost matice této soustavy a hodnost matice rozsitené.
2. Je ddna matice 10
A4=13

a) Naleznéte vlastni ¢isla této matice. Zvolte jedno z nich a napiste odpovidajici sou-
stavu rovnic pro vypocet vlastnich vektortu. Vlastni vektory pak urcete.

b) Zduvodnéte, zda k dané matici A existuje matice inverzni A~
Pokud ano, vypocitejte ji. Ovérte spravnost vysledku.

3. a) Vypocitejte derivace 1. fadu danych funkef:
flz) =222 =52 +8, g(z) =tgx-In(z®+1).

b) Definujte, kdy posloupnost redlnych ¢isel {a, }>° ; nazyvame klesajict.

c) Uvedte pifklad klesajici posloupnosti, kterd ma limitu rovnou 1. Spréavnost od-
povédi ovérte.

2n —3)(1 — 2
d) Vypocitejte limitu posloupnosti: lim (2n )( n)
n—00 52 —1

4. Je déna funkce f(z) =22 — 3 — x.

a) Urcete D(f), vypocitejte derivaci a stanovte jeji definiéni obor.
b) Urcete intervaly, na nichz je funkce f rostouci, resp. klesajici.

c) Urcete lokalni extrémy funkce f a nacrtnéte jeji graf na intervalu (3/2;6).

5. Vypocitejte nasledujici integraly. Nezapomeinte na intervaly jejich existence.
Oveérte derivovanim spravnost vysledku (stac¢i u jednoho integrélu).

a) /xG Inz dx b) /sin(Z — 3g0) de
6. Je déna funkce f(x) = sin® z cos .

a) Najdéte neurcity integral funkce f (véetné intervalu existence).
b) Vypocitejte urcity integral fog f(z)dux.

c¢) Urcete sttedni hodnotu funkce f na intervalu (0, 27),

1 b
tj. hodnotu pu = b—/ f(x)dx.
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1. a) Vypocitejte determinant matice soustavy ( a je redlny parametr):

r+2y+ az = 0
r—3y— az = 8
3r — y+ 2z = 13

b) Vysvélete Cramerovo pravidlo. Urcete hodnoty parametru a, pro néz lze pii feseni
zadané soustavy toto pravidlo pouzit. Odpovéd zduvodnéte !

¢) Pro tyto hodnoty a vypocitejte neznamou y (v zavisloti na parametru a).

.CU2 COS T

2. a) Vypocitejte limitu funkce lim :
z—0 cosx — 1

Pokud se rozhodnete pro I’'Hospitalovo pravidlo, ovérte, zda ho lze pouzit.

3)2 -8
b) Vypocitejte limitu posloupnosti nlirfm 4E;J: (;n - 17;2 .

2
3. Je dana funkce f(x) = % + V5 — 22

a) Vypocitejte derivaci f'(z) a urcete definicni obory D(f), D(f").
Napiste rovnici teény ke grafu této funkce v bodé [z, f(z0)], je-li xyp = —1.
Vysledku pouzijte pro vypocet piiblizné hodnoty funkce f v bodé xyg = —1.2.

b) Zduvodnéte existenci a naleznéte absolutni extrémy funkce f na intervalu I = (—2,2)
(stanovte polohu extrému a jejich hodnotu).

4. Je déna funkce f(z) = e® +27.
a) Urcete intervaly monotonie a intervaly, na kterych je funkce konvexni, resp. konkavni.
b) Urcete lokdlni extrémy. Najdéte pruseciky grafu dané funkce s osami x, y.

c¢) Vypocitejte limity pro z — —o0, * — 400 a nacrtnéte graf.

1
5. Vypocitejte integraly a) /(lna: +VInz) = dz, b) /(2 — 3x) cos bx dx.
x
Nezapomente na intervaly existence integrali.
Ovéite derivovanim spravnost vysledku (sta¢i u jednoho integralu).
6. a) Urcete definicni obor a nacrtnéte graf funkce y = v/x — 1.

b) Nacrtnéte obrazec ohrani¢eny kiivkami y =/ — 1, 2=0,y=0ay =1
a vypocitejte jeho plosny obsah.

¢) Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci tohoto obrazce kolem osy y.
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1.  Je ddna soustava rovnic r—3y+2z =95
22+ y+ z = 9
6r+3y —2z = 2
a) Napiste matici této soustavy a spocitejte jeji determinant.
b) Vysvétlete Cramerovo pravidlo pro teSeni soustavy linearnich rovnic A - X = B

Uved’te predpoklady, kdy lze toto pravidlo pouzit. Ovérte splnéni téchto predpokladu
pro zadanou soustavu.

¢) Vypocitejte hodnotu neznamé x.

6n% — 3 2
2. a) Vypocitejte limitu posloupnosti nl_lgloo 9n7;— (3:j2)2.

z/2 — 32°
b) Uzitim "'Hospitalova pravidla vypocitejte limitu funkce lim /—
z—0 2x — sin 3x

20 43
24+ 1
a) Najdéte pruseciky grafu funkce f s osami z a y.

3. Je dana funkce f(x) =

b) Vypocitejte derivaci této funkce a stanovte jeji defini¢ni obor.

c¢) Napiste rovnici te¢ny ke grafu této funkce v bodé [xg, f(x¢)], kde g = —1.
Pomoci rovnice tecny vypocitejte ptriblizné hodnotu funkce f v bodé x = —0, 8.
d) Popiste chovani dané funkce v okoli bodu zy = —1, tj. zda je rostouci nebo klesajici,

jak rychle (odhad sklonu tecny).
4. Je déna funkce f(z) = (x — 2) ™.

a) Urcete intervaly, na kterych je dana funkce rostouci, ptipadné klesajici.
b) Urcetete intervaly, na nichl je tato funkce konvexni, pripadné konk4dvni.

c¢) Urcete pruseciky grafu s osami. Vypocitejte funkéni hodnoty ve vyznamnych bodech
(lokalni extrémy, inflexni body) a na¢rtnéte graf v intervalu (—1,2).

1 2
x
5. Vypocitejte integral 4 —3x)e’d b dz.
ypocitejte integraly a)/o( x) e dx, )/x3+8 T

Uved'te interval existence druhého integralu.

1
6. a) Vypocitejte integraly / Vv dx
0

b) Nacrtnéte obrazec, ktery je omezen osou z a grafy funkel y = /x, y = 2 — x.
Vypocitejte obsah tohoto obrazce.

¢) Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci tohoto obrazce kolem osy .



