
Matematika I A – ukázkový test 1 pro 2018/2019

1. Je dána soustava rovnic s parametrem a ∈ R
x− y + z = 1

x+ y + 3z = 1

(2a− 1)x+ (a+ 1)y + z = 1− a

a) Napǐste Frobeniovu větu (předpoklady + tvrzeńı).

b) Vyšetřete počet řešeńı dané soustavy v závislosti na hodnotě parametru a ∈ R.

c) Určete neznámou y v závislosti na hodnotě parametru a.

2. Je dána matice
A =

 1 1 0
0 0 1
0 2 1


a) Definujte pojem inverzńı matice ke čtvercové matici A.

b) Uved’te některou z nutných a postačuj́ıćıch podmı́nek existence inverzńı matice. Ověřte splněńı této
podmı́nky pro zadanou matici A.

c) Vypoč́ıtejte A−1, detA, det(A−1) a det(AA−1). Ověřte z definice správnost vypočtené matice A−1.

3. Je dána funkce f(x) = x+ 3
3
√
x2.

a) Vypoč́ıtejte derivaci f ′(x) a určete definičńı obory D(f), D(f ′).
Napǐste rovnici tečny ke grafu této funkce v bodě [x0, f(x0)], je-li x0 = 8.
Pomoćı rovnice tečny určete přibližně hodnotu funkce f v bodě x1 = 7, 8.
Popǐste chováńı dané funkce v okoĺı bodu x0 = 8, tj. zda je rostoućı nebo klesaj́ıćı, jak rychle (odhad
sklonu tečny).

b) Zd̊uvodněte existenci a nalezněte absolutńı extrémy funkce f na intervalu I = 〈−1; 1〉
(stanovte polohu extrémů, jejich typ a hodnotu).

4. Je dána funkce f(x) =
lnx

x

a) Určete definičńı obor D(f) a vypoč́ıtejte limity funkce f v jeho krajńıch bodech.

b) Určete intervaly monotonie a lokálńı extrémy této funkce.

c) Nalezněte asymptoty grafu funkce f . Graf načrtněte.

5. Vypoč́ıtejte následuj́ıćı integrály. Nezapomeňte na intervaly jejich existence.

a)

ˆ
ln2 x dx b)

ˆ
(cos2 ϕ+ cos3 ϕ) dϕ

V úloze a) ověřte derivováńım správnost výsledku.

6. a) Zapǐste větu o integraci per-partes pro určitý integrál.

b) Vypoč́ıtejte integrál

ˆ 3

0

(x− 2) sin
(kπx

3

)
dx (s parametrem k ∈ N).

c) Vypoč́ıtejte nevlastńı integrál

ˆ +∞

−∞

1

4 + x2
dx.



Matematika I B – ukázkový test 1 pro 2018/2019

1. a) Rozhodněte, zda vektory ~u = (1; 2; 3), ~v = (0; 1; 1) a ~w = (3; 2; 1) jsou lineárně
nezávislé.

b) Je-li to možné, vyjádřete vektor ~a = (1; 2; 1) jako lineárńı kombinaci vektor̊u ~u, ~v,
~w (tzn. určete koeficienty a zapǐste tuto lineárńı kombinaci).

c) Na základě výpočtu rozhodněte, zda jsou vektory ~u a ~w na sebe kolmé.
Určete úhel, který sv́ırá vektor ~v s vektorem určuj́ıćım kladný směr osy z.

2. Jsou dány matice A =

 1, 0, −1
2, 1, 0
0, 1, 3

, B =

(
5 5 8
7 3 0

)
.

a) Zd̊uvodněte existenci a určete inverzńı matici A−1. Ověřte z definice správnost
výsledku.

b) Z rovnice X ·A = B vyjádřete neznámou matici X. Určete X pro zadané matice
A, B.

3. Je dána funkce f(x) = e2x−4.

a) Vypoč́ıtejte derivace f ′(x), f ′′(x) a určete hodnoty f(2), f ′(2), f ′′(2).

b) Napǐste Taylor̊uv polynom 2. stupně T2(x) funkce f se středem x0 = 2.

c) Napǐste rovnici tečny ke grafu funkce f v bodě [x0, f(x0)], je-li x0 = 2.

d) Na základě znalosti hodnot f(2), f ′(2), f ′′(2) načrtněte tvar grafu zadané funkce
pro x z okoĺı bodu x0 = 2. Do téhož obrázku zakreslete i tečnu z úlohy c).

4. Dána funkce f(x) =
x

x2 + 4
.

a) Určete jej́ı definičńı obor. Je funkce f sudá nebo lichá? (Odpověd’ zd̊uvodněte.)

b) Vypoč́ıtejte derivaci funkce f a určete intervaly monotónie funkce f .

c) Vypoč́ıtejte limity funkce f pro x→ −∞ a x→ +∞. Načrtněte graf.

5. Vypoč́ıtejte následuj́ıćı integrály. Pro integrál z úlohy a) uved’te interval(y) jeho
existence.

a)

ˆ
r
√

1− r2 dr b)

ˆ
5x− 4

x2 − 8x+ 12
dx

V úloze a) ověřte derivováńım správnost výsledku.

6. a) Vypoč́ıtejte integrál
´

(3x+ 2) cos x dx.

b) Vypoč́ıtejte obsah obrazce, který je pro x ∈ 〈0, π/2〉 ohraničen osou x a křivkou
y = (3x+ 2) cos x.



Matematika I A – ukázkový test 2 pro 2018/2019

1. Jsou dány vektory ~a = (1;−2; 1), ~b = (3; 4; 5), ~c = (2; 1; 3) a ~d = (1; 2; 3).

a) Zd̊uvodněte (nebo ověřte), že tato skupina vektor̊u netvoř́ı bázi prostoru V (E3).

b) Ověřte, zda plat́ı následuj́ıćı geometrické vztahy mezi danými vektory: ~a ⊥ ~d,
(~a+~b) ‖ ~c.

c) Z vektor̊u ~a, ~b, ~c, ~d vyberte bázi prostoru V (E3).
Ověřte, že Vámi vybrané vektory skutečně tvoř́ı bázi prostoru V (E3).

d) Vyjádřete vektory ~c a ~d jako lineárńı kombinaci vektor̊u Vámi zvolené báze (tzn.
určete koeficienty a zapǐste př́ıslušnou lineárńı kombinaci).

2. Je dána matice
A =


0 1 a −1
2 2 b −3
−1 0 0 2
1 −1 0 0

 a, b ∈ R

a) Definujte pojmy regulárńı a singulárńı matice.

b) Vypoč́ıtejte determinant matice A. Určete hodnost matice A, je-li a = 1, b = 2.

c) Pro které hodnoty parametr̊u a, b ∈ R má homogenńı soustava A~x = ~0 pouze
triviálńı ( nulové) řešeńı ? Odpověd’ zd̊uvodněte.

3. a) Definujte pojem limita posloupnosti reálných č́ısel {an}∞n=1.

b) Dána posloupnost {an = n
n+1}

∞
n=1. Vypoč́ıtejte jej́ı limitu L. Pro ε = 0, 01 určete

přirozené č́ıslo n0 tak, že pro všechna přirozená č́ısla n ≥ n0 je an ∈ Uε(L).

c) Vypoč́ıtejte limitu posloupnosti: lim
n→∞

n
(√

n(n− 2)−
√
n2 − 3

)
.

4. Je dána funkce f(x) =
x− 2√
x2 + 1

.

a) Určete definičńı obor funkce f a pr̊useč́ıky grafu funkce f s osami x a y.

b) Určete intervaly monotónie a lokálńı extrémy.

c) Vypoč́ıtejte limitu pro x→ +∞. Načrtněte graf dané funkce na intervalu 〈−1; +∞).

5. Vypoč́ıtejte následuj́ıćı integrály. Nezapomeňte na intervaly jejich existence.
Ověřte derivováńım správnost výsledku (stač́ı u jednoho integrálu).

a)

ˆ
(x2 + 2) sinx dx b)

ˆ
x3√

16− x4
dx

6. Je dána funkce f(x) =
6x+ 2

(x2 − 1)(x+ 3)
.

a) Vypoč́ıtejte integrál
´
f(x) dx. Určete intervaly existence.

b) Vypoč́ıtejte obsah obrazce, který je pro x ∈ 〈 2; 4 〉 ohraničen osou x a křivkou
y = f(x). Výsledek upravte.

c) Rozhodněte výpočtem, zda konverguje nevlastńı integrál
´ +∞
1 f(x) dx.



Matematika I B – ukázkový test 2 pro 2018/2019

1. Je dána soustava rovnic x+ y − 2z = 1

2x+ y = −4

5x+ y − 3z = −13

a) Určete hodnost matice této soustavy a hodnost matice rozš́ı̌rené.

b) Pomoćı Cramerova pravidla určete řešeńı dané soustavy. Proved’te zkoušku.

2. Je dána matice A =

 2 0 0
−1 1 −5
2 1 3


Nalezněte vlastńı č́ısla této matice. Zvolte jedno z nich a napǐste odpov́ıdaj́ıćı sou-
stavu rovnic pro výpočet vlastńıch vektor̊u. Vlastńı vektory pak určete.

3. a) Vypoč́ıtejte derivace 1. řádu daných funkćı:

f(x) =
√

2x2 − 5x+ 8, g(x) = tg x · ln(x2 + 1).

b) Pro funkci f(x) =
x2 + 5

x+ 2
vypoč́ıtejte jednostrannou limitu zprava v bodě x0 = −2,

tj. lim
x→−2+

f(x) . Na zúženém definičńım oboru (−2,+∞) vyšetřete asymptoty této

funkce a zapǐste jejich rovnice.

c) Vypoč́ıtejte limitu posloupnosti: lim
n→∞

(2n− 3)(1− 2n)

5n2 − 1
.

4. Je dána funkce f(x) =
√

2x− 3− x.

a) Určete D(f), vypoč́ıtejte derivaci f ′ a stanovte jej́ı definičńı obor D(f ′).

b) Určete intervaly, na nichž je funkce f rostoućı, resp. klesaj́ıćı.

c) Určete lokálńı extrémy funkce f a načrtněte jej́ı graf na intervalu 〈3/2; 6〉.

5. Vypoč́ıtejte následuj́ıćı integrály. Ověřte derivováńım správnost výsledku (stač́ı u jed-
noho integrálu).

a)

ˆ
x6 lnx dx b)

ˆ
sin3 ϕ cosϕ dϕ

6. Na intervalu 〈 0; 4 〉 je (po částech) definována funkce f(x) =
{ x2 pro x ∈ 〈 0; 2 〉

6− x pro x ∈ ( 2; 4 〉
a) Načrtněte graf funkce f(x) na intervalu 〈 0; 4 〉.

b) Vypoč́ıtejte určitý integrál funkce f(x), tzn.

ˆ 4

0

f(x) dx.

c) Určete středńı hodnoty µ1 a µ2 funkce f(x) na intervalech I1 = 〈 0; 2 〉 a I2 = 〈 0; 4 〉.



Matematika I A – ukázkový test 3 pro 2018/2019

1. Je dána matice A
A =

 0 6 1
3 0 −1
−1 −2 0


a) Najděte spektrum a spektrálńı poloměr matice A, tzn. najděte množinu σ(A) = {λi}ni=1

a č́ıslo ρ(A) = max
i
{|λi|}

b) Ověřte, že pro Vámi vypočtená vlastńı č́ısla plat́ı vztahy pro stopu a determinant matice:

tr(A) =
n∑
i

aii =
n∑
i

λi , resp. det(A) =
n∏
i

λi = λ1 · λ2 · . . . · λn.

c) Pro nejmenš́ı (v absolutńı hodnotě) vlastńı č́ıslo matice A zapǐste soustavu rovnic pro výpočet
vlastńıch vektor̊u. Soustavu vyřešte a napǐste odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory.

d) Napǐste, jaký plat́ı (obecně) vztah mezi vlastńımi č́ısly a vektory matice A a An.
Užijte tohoto vztahu a nalezněte vlastńı č́ısla matic A−1 a A2 (pokud tyto matice existuj́ı). Alespoň
pro jedno z těchto vlastńıch č́ısel určete i odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory.

2. a) Vypoč́ıtejte limitu funkce lim
x→0

x2 cosx

cosx− 1
.

Pokud se rozhodnete pro l’Hospitalovo pravidlo, ověřte, zda ho lze použ́ıt.

b) Napǐste definici ostrého lokálńıho minima funkce. Napǐste, ve kterých bodech může lokálńı extrém
nastat.

c) Dány funkce f1(x) = x3 + 2, f2(x) = |x2 − 3x+ 2|.
Načrtněte grafy těchto funkćı a zjistěte (a zd̊uvodněte), zda dané funkce maj́ı lokálńı extrémy. Pokud
ano, určete jejich polohu, typ a hodnotu.

3. Je dána funkce f(x) =
√

2x+ 1− x2

2
.

a) Určete definičńı obor D(f) a vypoč́ıtejte 1. a 2. derivaci této funkce. Napǐste rovnici tečny a rovnici
normály ke grafu dané funkce v bodě [x0, f(x0)], je-li x0 = 0.

b) Pro tuto funkci napǐste Taylor̊uv polynom T2(x) druhého stupně se středem x0 = 0.
Výsledku použijte pro výpočet přibližné hodnoty dané funkce f v bodě x = 1/2. Načrtněte tvar grafu
zadané funkce pro x z okoĺı bodu x0 = 0. Do téhož obrázku zakreslete i tečnu z úlohy a).

c) Napǐste Lagrange̊uv tvar zbytku R3(x). Odhadněte velikost chyby při výpočtu přibližné hodnoty
funkce f v bodě x = 1/2 pomoćı polynomu T2.

d) Určete největš́ı možný interval 〈0, b〉, na němž je |R3(x)| ≤ 1/100.

4. Je dána funkce f(x) = ex
2+2x.

a) Určete intervaly monotónie a intervaly, na kterých je funkce konvexńı, resp. konkávńı.

b) Určete lokálńı extrémy. Najděte pr̊useč́ıky grafu dané funkce s osami x, y.

c) Vypoč́ıtejte limity pro x→ −∞, x→ +∞ a načrtněte graf.

5. Vypoč́ıtejte integrály a)

ˆ (
lnx+

√
lnx
) 1

x
dx, b)

ˆ
(2− 3x) cos 5x dx.

Nezapomeňte na intervaly existence integrál̊u.
Ověřte derivováńım správnost výsledku (stač́ı u jednoho integrálu).

6. a) Určete definičńı obor a načrtněte graf funkce f(x) =
√
x− 1.

b) Načrtněte obrazec ohraničený křivkami y =
√
x− 1, x = 0, y = 0 a y = 1

a vypoč́ıtejte jeho plošný obsah.

c) Vypoč́ıtejte objem tělesa, které vznikne rotaćı tohoto obrazce kolem osy y.



Matematika I B – ukázkový test 3 pro 2018/2019

1. Je dána soustava rovnic 2x− 2y − z = −5
x + z = 4

4x− 2y + z = 3

a) Určete hodnost matice soustavy a rozš́ı̌rené matice dané soustavy.

b) Je možné k řešeńı této soustavy použ́ıt Cramerovo pravidlo? Zd̊uvodněte.

c) Nalezněte řešeńı (pokud existuje) dané soustavy.

2. a) Je posloupnost

{
2n− 1

n2

}+∞

i=1

rostoućı nebo klesaj́ıćı ? Odpověd’ zd̊uvodněte podle

definice.

b) Užit́ım l’Hospitalova pravidla vypoč́ıtejte limitu funkce lim
x→0

x/2− x3

e2x − cos 3x
.

c) Vypoč́ıtejte limitu složené funkce lim
x→+∞

ln
x+ 2

x
.

3. Je dána funkce f(x) = 4− x− 4

x2
.

a) Vypoč́ıtejte derivaci této funkce a stanovte jej́ı definičńı obor. Napǐste rovnici tečny
ke grafu této funkce v bodě [x0, f(x0)], kde x0 = −2.

b) Pomoćı rovnice tečny vypoč́ıtejte přibližně hodnotu funkce f v bodě x = −2, 2.
Popǐste chováńı dané funkce v okoĺı bodu x0 = −2, tj. zda je rostoućı nebo klesaj́ıćı,
jak rychle (odhad sklonu tečny).

c) Nalezněte absolutńı extrémy funkce f na intervalu I = 〈1; 4〉
(stanovte polohu extrémů, jejich typ a hodnotu).

4. Je dána funkce f(x) = (x− 2) ex.

a) Určete intervaly, na kterých je daná funkce rostoućı, př́ıpadně klesaj́ıćı.

b) Určetete intervaly, na nichž je tato funkce konvexńı, př́ıpadně konkávńı.

c) Určete pr̊useč́ıky grafu s osami. Vypoč́ıtejte funkčńı hodnoty ve významných bodech
(lokálńı extrémy, inflexńı body) a načrtněte graf v intervalu 〈−1, 2 〉.

5. Vypoč́ıtejte integrály a)

ˆ 1

0

(4− 3x) ex dx, b)

ˆ (
x2

x3 + 8
− 2√

x

)
dx.

Uved’te interval existence druhého integrálu.

6. a) Vypoč́ıtejte integrál

ˆ 0

−1

√
x+ 1 dx

b) Načrtněte obrazec, který je omezen osou x a grafy funkćı y =
√
x+ 1, y = 1 − x.

Vypoč́ıtejte obsah tohoto obrazce.

c) Vypoč́ıtejte objem tělesa, které vznikne rotaćı tohoto obrazce kolem osy x.


