23. 3. 2019

Matematika II, droven A — ukézkovy test ¢. 1 (2019)

. a) Napiste postacujici podminku pro diferencovatelnost funkce n-proménnych v oteviené mn.
M C E,. Zapiste a na¢rtnéte mnozinu D, ve které je diferencovatelna funkce
f(z,y) = In(zy — 4). Odpovéd zduvodnéte.
b) Uréete vektor §, v jehoz sméru je derivace funkce f v bodé A = [—2; —4] nulovd. Odpoved
zduvodnéte nebo nulovou hodnotu derivace ovéfte vypoctem.

c¢) Urcete diferencial df funkce f v bodé A. NapiSte rovnici tetné roviny ke grafu funkce
f v bodeé dotyku [—2; —4;7]. Vysledku pouzijte pro vypocet ptiblizné hodnoty funkce f
v bodé [—1,8; —3,9].

d) Napiste rovnice izoktivek (tj. f(x,y) = k) této funkce pro k = 0,k = In4. Izokfivky

nacrtnéte.
.a) Ovéite, ze rovnici F(r,y) = y* —22°y +2 —1 = 0 je v okoli bodu [zg,y0] = [0;1]

implicitné urcena funkce y = f(z), kterd ma spojitou 1. a 2. derivaci.

b) Urcete derivaci f’(0). NapiSte rovnici teény ke grafu funkce f v bodé [0; 1]. Pomoci rovnice
tecny vypocitejte ptriblizné funkéni hodnotu f(0, 2).

c¢) Urcete hodnotu 2. derivace f”(0). Napiste Tayloruv polynom 2. stupné Ty (z) funkce f se
sttedem xy = 0. Nacrtnéte tecnu a tvar grafu funkce f v okoli bodu [zg, yo]-

. a) Napiste Fubiniovu vétu pro dvojny integral (iplnou vétu obsahujici predpoklady a tvrzeni,
s popisem pouzitého znaceni).

b) Naé¢rtnéte v E; mnozinu €2, kterd je omezena kiivkami x = 7, y = x, y = 2z ( popis os,
méritko, pruseciky kiivek).
Vypocitejte integral [ fﬂ sinz dr dy. Uved'te pifklad mozné fyzikdlni (nebo geometrické)
interpretace tohoto integralu.

. a) Nacrtnéte a slovné popiste téleso M, které je omezené plochami
z =2+ y? z =18 — 2% — y*. Zakreslete prumét M,, télesa M do roviny z = 0.
b) Vypocitejte objem tohoto télesa.
. a) Nacrtnéte kiivku C' : y = % 2% + 2 mezi body K = [0; 2], L = [2; 4].
Navrhnéte parametrizaci této kiivky:.
b) Vypocitejte hmotnost této kiivky, je-li délkové hustota o(z,y) = x.

¢) Vypocitejte praci, kterou vykon4 sila f: (x+vy, zy) pusobenim podél této kiivky C' od
bodu L do bodu K.

. a) Napiste Gaussovu-Ostrogradského vétu. Ovéite, ze jsou splnény jeji predpoklady pro

vypocet toku vektorového pole f = (23, z,9) plochou @, ktera je povrchem télesa

W ={[r,y,2] € E3:2? +y*> <4, 0 < 2z < 3}. Plocha Q je vné orientovana.

b) Nacrtnéte plochu @ a vypocitejte tok daného pole f touto plochou.
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Matematika II, iroven A — ukazkovy test ¢. 2 (2019)
Déna funkce z = f(z,y) = /1 + xy?. Zapiste a nacrtnéte v Ey mnozinu D, ve které je
diferencovatelnd. Odpoved zduvodnéte ( postacujici podm. pro diferencovatelnost).
Vypocitejte derivaci funkce f v bodé A = [2;—2] ve sméru, ktery je urc¢en vektorem
§= AB, kde bod B = [5;2]. Popiste chovani dané funkce f v bodé A v tomto sméru, t;j.
rostouci, resp. klesajici, jak rychle (odhad sklonu te¢ny).
Je tento vektor § smérem, ve kterém dand funkce f v bodé A nejrychleji roste ? Odpovéd
zduvodnéte ! Urcete derivaci ve sméru maximalniho rustu v bodé A.
Napiste rovnici tecné roviny, jeji normalovy vektor a parametrické vyjadieni normaly ke
grafu funkce f v bodé dotyku [2; —2; 7].
Vysetiete, zda funkce u(x,y) = e " cosy — e ¥ cosz je feSenim diferencidlni rovnice
Uz + Uyy = 0 (Laplaceova rovnice).
Napiste postacujici podminky pro to, aby funkce f(x,y) méla v bodé [z yo| lokdln{ mini-
mum. Vysetiete lokdlni extrémy funkce f(z,y) = 2*> + 2y + 4> — 61lnz.

2
Nacrtnéte mnozinu M = {[z,y] € Eo; 2° + % <1,y>V3zl}.

1
Transformujte integral // 6 |z| y dz dy do zobecnénych polarnich souradnic.

M
Vypocitejte z definice Jacobidn této transformace.
1
Integral // 6 |z| y dx dy vypocitejte.
M

Je dano téleso W = {[:E,y, 2] €Rg;e <2, y<2, zy>1, 0<z<a?+ y}. Nacrtnéte
prumét W, télesa W do roviny z = 0.

Vypocitejte hmotnost daného télesa, mé-li hustotu p(z,y, z) = x.

Uved'te alespoii jeden piiklad mozného fyzikalniho vyznamu tohoto integrélu typu staticky
moment ( pii jaké hustoté, vzhledem k jaké ose ¢i roving).

Napiste postacujici podminky pro to, aby vektorové pole f = (U,V) bylo potencialni
2

v oblasti G C E,. Ovétte, ze vektorové pole f: (y_ + 22, 2ylnzx — cos y) je potencidlni.
x

Uved'te nejvétsi moznou oblast.

Napiste podminku, ze které pocitame podle definice potenciél ¢ vektorového pole (obecné)

f=(U,V). Vypocitejte potencidl pole f z ¢ésti a).

Vypocitejte kiivkovy integral daného pole f podél krivky C' s po¢atecnim bodem

K = [1;7/2] a koncovym bodem L = [2;0].

Je déna skalarni funkce ¥ (z,y, z) = xy* + ye**.

Vypocitejte vektorové pole g(z, y, z) = grad ¢(x, y, z) a ddle vypocitejte rotaci rot g(zx, y, z).

Je vektorové pole g(z,y, z) potencidlni (v E3) ? Odpoved zduvodnéte.

Nacrtnéte plochu Q = {[z,y,z] € E3; z = /2?2 + 4%, 2 <2,y > 0}.

Navrhnéte parametrizaci plochy () a jejim uzitim vypocitejte vektor kolmy k této plose.

Vypocitejte tok vektorového pole f = (—y,x,z) plochou @ orientovanou normalovym

vektorem, ktery svird s vektorem k = (0,0, 1) ostry thel.



.a)

b)

. a)

a)

b)
c)

b)

c)

Matematika II, iroven A — ukazkovy test ¢. 3 (2019)
Vysetiete lokdln{ extrémy funkce f(x,y) = 22° + 42 + y? — 2xy.
Nezapomente uvést funkéni hodnoty.

Zduvodnéte existenci a najdéte absolutni extrémy funkce f z tlohy a) na mnoziné
M = {[r,y] € Ey; y >a? y <4}

Ovéite, 7ze rovnici F(z,y,2) = 28 + 3> + 23+ zyz2 — 6 = 0 je implicitné uréena funkce
dvou proménnych z = f(x,y), jejiz graf prochézi bodem T = [1;2; —1] a kterd ma spojité
parcidlni derivace 1. fadu v okoli bodu [z, yo] = [1; 2J.
0
Urcete hodnoty parcidlnich derivaci = a of v bodeé [1;2]. Popiste chovani dané funkce
T Yy

v okoli bodu [1;2] v kladném sméru osy = a v kladném sméru osy y, tj. rostouci, resp.
klesajici, jak rychle (odhad sklonu tecny).

Urcete derivaci funkee f v bodé [1;2] ve sméru @ = (—1, 2). Je vektor 4 smérem, ve kterém
funkce f v bodé A nejrychleji klesa ? Zduvodnéte !

Urcete diferencidl funkce f v bodé [1;2]. Napiste rovnici teéné roviny a rovnici normély
ke grafu funkce f v bodé T'.

Nacrtnéte mnozinu D = {[z,y] € Ey; x 2 1, Inz <y = 1}.

1 ; iy , y . -
Integral / / — dady prevedte na dvojndsobny, a to obéma zpusoby (s elementdrnim
DT

oborem integrace vzhledem k ose x, resp. vzhledem k ose y).

Zvolte jednu z moznosti a dany dvojny integral vypocitejte.

Nacrtnéte téleso W = {[z,y, 2] € E3; 2® +y* + 22 <1, 2 > /22 + y?}.
Téleso je homogenni s hustotou p(zx,y, z) = k.

Uzitim trojného integralu (ve sférickych soufadnicich) vypocitejte hmotnost m tohoto
télesa.

Vypocitejte staticky moment M,, télesa W vzhledem k roviné zy.

2
Nacrtnéte kladné orientovanou kfivku C' = {[x, y] € Ey; 2 + yz = 1}.

Napiste Greenovu vétu. Pomoci této véty vypocitejte cirkulaci vektorového pole

f = (3z — y, x) po dané orientované kiivce C ( tj. kfivkovy integral yﬁ f- d_:s)
c
Tento kiivkovy integrél vypocitejte pomoci parametrizace dané kiivky C'.

Je déna plocha @) (¢ast hyperbolického paraboloidu):

Q= {[r,y,2] € E3: 2=y, 2?+y*> < R?*}, kde R > 0 je konstanta.

Do tf{ samostatnych obrazku nacrtnéte kiivky, které vzniknou v fezech grafu funkce

z = xy rovinou 2z = 1, rovinou z —y = 0 a rovinou z +y = 0.

Navrhnéte vhodnou parametrizaci plochy () a jejim uzitim vypocitejte vektor kolmy k této
plose.

Urcete plosny obsah plochy Q.



