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MATEMATIKA II - vybrané tulohy ze zkousek (2015)

doplnéné o dalsi ulohy

Nalezené nesrovnalosti ve vysledcich nebo pfipominky k tomuto souboru sdélte laskavé F. Mrézovi (e-mail:
Frantisek.Mraz@fs.cvut.cz ).

1. ¢ast DIFERENCIALNI POCET FUNKCI VICE PROMENNYCH

2. ¢ast ( Dvojny a trojny integral) bude vyddna v poloviné brezna 2015

Nekteré tlohy jsou pievzaty ze skript [1] a [2]. Jednd se o zakladni doporucenou literaturu pro predmét
Matematika II, a to v drovni A i B.

[1] J. Neustupa: Matematika II. Skriptum Strojnf fakulty. Vydavatelstvi CVUT, Praha 2015.

[2] E. Brozikovd, M. Kittlerovéa: Sbirka p¥ikladt z Matematiky II. Skriptum Strojnf fakulty. Vydavatelstv{
CVUT, Praha 2003, dotisk 2007. (Sbirka fesengich i neresensjch prikladi )

Pro zdjemce o dalsi procviceni zakladnich znalosti a dovednosti budou postupné na webovych strankach
UTM pod pfedmétem Matematika IT dostupné soubory ” Diferencidlni pocet (parcidlni derivace, zdkladni dlohy)”
a ”Implicitni funkce”. Podstatnd ¢dst téchto iloh odpovidd i pozadavkum zkousky trovné B (Beta).

Nésledujici vycet nelze chépat jako jednoznacéné zarazeni uvedené ilohy do zkousky drovné A (alfa), resp. trovné
B, ale jako orientaéni rozliseni.

Ulohy ¢. 1 az 4 ( véetné variant), 5a), b) vyzaduji zdkladn{ znalosti, proto jejich ¢dsti odpovidajici pozadavkim
zkousky tirovné B jsou pouzitelné i pro tuto zkousku.

7 okruhu Implicitni funkce odpovidaji pozadavkum zkousky drovné B svym zaméfenim a naro¢nosti napft. tlohy
7 a 8 a déle napf. ulohy 9 a 10 (bez druhé derivace) a dloha ¢. 12 (bez varianty 12.1). Z okruhu Lokéalni extrémy
odpovidaji zkousce B ulohy ¢. 15 az 20.

Pokud jsou vyzadovany obrazky, pak je sta¢i nacrtnout, musi vSak obsahovat vSe podstatné: popis os, méritko,
popis kiivek (ploch) a vyznaceni bodu, které jsou pro feseni tlohy dulezité, napt. pruseciky kiivek.

1. Definiéni obor, graf, izokfivky, parcialni derivace, gradient, diferencovatelnost, te¢na rovina, di-
ferencial, derivace ve sméru, popis chovani funkce

V tlohdch 1 a 2, kromé formulovanych tikol, nejprve urcete ( zapiste) definiéni obor D(f) Déle pak pojmenujte
a nacrtnéte v E3 plochu, kterd je grafem dané funkce. Pro lepsi predstavu o feSené tloze si do obrazku muzete téz
zakreslit dalsi vySetfované utvary — body, vektory, pfipadné i te¢nou rovinu.

1. a) Napiste postacujici podminku pro diferencovatelnost funkce n-proménnych v oteviené mn. M C E,,. Urcete
a nacrtnéte v Eo mnozinu D, ve které je funkce z = f(z,y) = /18 — 22 — 2y? diferencovatelna.

b) Vypocitejte derivaci funkce f v bodée A = [1,—2] ve sméru, ktery je uréen vektorem § = ﬁ, kde bod

B = [0,0]. Popiste chovani funkce f v bodé A v daném sméru (funkce roste, resp. klesd, jak rychle (odhad)).
¢) Napi§te rovnici teéné roviny a parametrické vyjaddieni normdly ke grafu funkce f v bodé dotyku [1, -2, ?].
d) Napiste rovnice izoktivek (tj. f(z,y) = k) této funkce pro k = 0, k = 3. Izokiivky nacrtnéte.

2. a) Napiste (a zduvodnéte), ve kterych bodech [z, y] € Eq je funkce z = f(z,y) = — /by — 22 diferencovatelna.
Mnozinu téchto bodu nacértnéte.
b) Vypocitejte parcidlni derivace 1. fddu dané funkce v bodé A = [4, 5]. Popiste chovani dané funkce v bodé A
(funkce roste, resp. klesd, v jakém sméru a odhadnéte, jak rychle).
¢) Urcete smér §, ve kterém funkce f v bodé A nejrychleji klesa. Vypocitejte derivaci funkce f v bodé A v tomto
smeéru §.
d) Napiste diferenciél funkce f v bodé A = [4, 5]. Vypocitejte pfiblizné hodnotu funkce f v bodé [4.3, 5.3].

3. a) Urcete (se zdivodnénim) a nacrtnéte v E; mnozinu, ve které je funkce z = f(x,y) = In(xy — 4) diferenco-
vatelna.
b) Urcete gradient této funkce f v bodé A = [-2, —4]. Popiste, co vypocteny vektor uddva. Urcete velikost
derivace zadané funkce v bodé A ve sméru gradientu.
¢) Urcete vektor §, v jehoz sméru je derivace dané funkce v bodé A nulovd. Nulovou hodnotu derivace ovéite
vypocCtem.
d) Napiste rovnice izokfivek této funkce pro k = 0 a pro k = In4. Izokfivky nacrtnéte (tj. kiivky f(z,y) = k).

4. Dalsi varianty tloh 1 az 3 s jinou funkef f a jinym bodem A.
Ulohy 4.7 az 4.11 Teste bez izoktivek, tlohy 4.4 az 4.11 bez grafu.

41, f(z,y) = Va2 — 9y? — 36 A=[-71]
42. f(z,y) =4 — Va2 +y? A=[-34]



43. f(z,y) =V —y?>+2
44. f(z,y) =In(3x —y +2)

(
(

L5, f(z,y) = %
(

A
A
A

4.6. f(z,y) = In (zy?) A=[2,—1]
4.7. f(z,y) :cosx—&-%siny—i% A
A
A

4.8. f(z,y) = % — Ty
4.9. f(z,y) = (2® +y) e

2

4.10. f(z,y) = % + arctg (%) A=[1,1]
5. a) Vypotitejte derivaci funkee f(z,y) = 2* —y? + 6zy + 2z v bode A = [~1,2] ve sméru uréeném vektorem

§=(2,—-2). Je to smér maximéalnfho rustu funkce f v bodé A? Zduvodnéte !
b) Urcete vsechny body, v nichz je gradient funkce f roven nulovému vektoru.
¢) Najdéte dotykovy bod a rovnici te¢né roviny 7 ke grafu funkce f rovnobézné s rovinou
o: dx+6y—2+3=0.
6. a) Vypocitejte parcidlni derivace 1. fddu funkce z = f(z,y) = y?sin(z? — y?).

b) Napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkee f v bodé dotyku [1, 1, ?]. Vysledku pouzijte pro vypocet ptiblizné
hodnoty funkce f v bodeé [0.9, 1.1].

¢) Dokazte, ze dand funkce vyhovuje pro vSechna [z, y] € Ey diferencidln{ rovnici y gf +x %?J; = 2xz.
6.1. Varianta tlohy c): Ovéfte, ze funkce u(z,t) = sin(z — cf) a funkce u(x,t) = sinwect - sinwx vyhovuji
diferencidlni rovnici @ = @ (tzv. vlnové rovnice).
ot? Ox? 2y 5
6.2. Varianta tlohy c): Ovérte, ze funkce u(z,y) = €* siny vyhovuje diferencidlni rovnici 922 + o2 =0

(Laplaceova rovnice).

Visledky: 1. Graf: "horn{”¢ast (tj. z > 0) elipsoidu 2% + 2y* + 22 =18 a) D = {[z,y] € Eo : 18 — 2% — 2y* > 0},
tj. vnitiek elipsy se stiedem v pocatku, poloosy: a = 3v/2, b = 3, v mnoziné D ma dand funkce spojité parcidlni
0

derivace b) gradf(A) = (=1/3,4/3), 3 = (—1,2), 3%(14) = 3v/5/5, dané funkce v bodé A v daném sméru
roste, a to se sklonem asi 50° ¢) 7 : z = 3 — (z — 1)/3 + 4(y + 2)/3, po upravé: z — 4y + 3z = 18, norméla
n: (v,y,2) =[1,-2,3] +t(1,-4,3),t € R d) Izoktivky (vrstevnice) jsou elipsy: 22 + 2y? = 18 (hranice D(f),
pro k=0), resp. 22 + 2y> =9 (prok = 3).
2. Graf: "doln{”&4st (z < 0) rotaéniho paraboloidu y = (22 + 22)/5, osa v ose y.

a) V bodech [z,y] € Ey : 5y — 22 > 0, tj. vnitiek paraboly s vrcholem v po¢atku a osou v ose y, v téchto bodech
m4é dand funkce spojité parcialni derivace.

b) g—f(A) = 4/3, dand funkce v bodé A v kladném sméru osy x roste, a to se sklonem asi 50° —55°, %(A) = —5/6,
€L Y
dand funkce v bodé A v kladném sméru osy y klesd, a to se sklonem asi 40°.
0
¢) ¥ = —gradf(A) = (—4/3,5/6), ajf(A) = —||gradf(A)|| = —v89/6 = —1.6, tedy pokles se sklonem témér
s

60° d) df(A) =4 dz— 3 dy, f(4.3,5.3) = f(A)+ 5 03— 303 =-2.85.

3.a) D = {[z,y] € Eg: zy—4 > 0}, v mnoziné D m4a dand funkce spojité parcidlni derivace. D je oteviend mnozina
ohrani¢end kiivkou y = 4/x, D = D; U Dy (mnozina v 1. a 3. kvadrantu) b) gradf(A) = (—1,—1/2) uddva smér
maximélniho ristu dané funkce v bodé A ¢) & Lgradf(A), napr. 5 = (1/2,—1)

d) C1 = {[z,y] € Eg : In(zy — 4) = 0}, tj. kiivka y = 5/x, Co = {[z,y] € E2 : In(xy —4) = In4}, tj. kiivka y = 8/x.
4.1. Graf: "horn{”&4st (2 > 0) dvoudilného hyperboloidu z% — 9y? — 22 = 36, vrcholy v bodech [6, 0, 0], [-6, 0, 0].
4.2. Graf: ”dolni” ¢dst rotacni kuzelové plochy, osa v ose z, vrchol v bodé [0, 0, 4].

4.3. Graf: "horn{”¢4st (2 > 0) rotaéniho paraboloidu z = y? + 22 — 2, osa v ose x, vrchol [—2,0,0].

5. a) %(A) = 11V2. Nenf to smér maximélniho ristu dané funkce v bodé A, to je smér gradf(A) = (12, —10)

b) z = —-1/10, y = —=3/10 «¢) viz [2], pf. 140: T =[1,0,3], 4o+ 6y —z — 1 = 0.

6. a) fl(z,y) = 2xy? cos(x? — y?), folz,y) =2y sin(z? — y?) — 2y3 cos(z? — y?).
b) z =2z —2y, f(0.9,1.1)=-04.



2. Implicitni funkce

2.1. Funkce jedné proménné y = f(z) definovand implicitné rovnici F(z,y) =0

7.

10.

11.

12.

a) Vypocitejte parcidlni derivace 1. fddu funkce F(z,y) = 2%y — 2® — 2 - VY + 1

b) Ovéite, ze rovnici F(z,y) =0 je v okoli bodu [zg, yo] = [1, 4] implicitné uréena funkce y = f(z), kterd ma
spojitou derivaci f'(z).

c¢) Urcete hodnotu derivace f’(1) a napiste rovnici te¢ny ke grafu funkce f v bodé dotyku [1, 4].

d) Rovnici teény uzijte k pfibliznému vypoctu hodnoty y = f(x) v bodé = = 0.8.

. Dals{ varianty této tilohy s jinou funkcei F' a bodem [z, yol:

8.1. F(x,y) = ye® + y? — 22%y — 2, [x0,%0] = [0, 1]; vypocet f’(0), rovnice te¢ny a rovnice normély ke grafu
funkce y = f(x) v bodé [0, 1], popis chovdni této funkce v bodé z¢ = 0, tj. rostouci, resp. klesajici, jak rychle
(odhad).

2
8.2. F(z,y) = 2+ % —x%y —1, [z0,y0) = [1, 2]; vypocet (1), rovnice tecny ke grafu funkce y = f(x) v bodé
[1, 2], popis chovan{ této funkce v bodé zg = 1. Pokud vite, ze f”(1) = 1, nacrtnéte do jednoho obrézku teénu
a tvar grafu funkce y = f(z) v okoli bodu zy = 1.

Naésledujici ¢tyti ilohy maji spoleénou ¢ast

a) Napiste postacujici podminky pro existenci spojité funkce y = f(z) uréené implicitné rovnici F(x,y) = 0
v okoli bodu [xg,yo] a pro spojitost jeji derivace f’(x) v okoli bodu z = xo.

b) Ovéite (vSechny predpoklady), ze rovnici F(z,y) = 23 + 22%y + y* —1 = 0 je implicitné uréena funkce
y = f(x), jejiz graf prochdzi bodem [zg,yo] = [2, —1] a kterd m4d spojitou 1. a 2. derivaci v okoli bodu
o = 2.

¢) Urcete hodnoty derivaci f/(2) a f”(2).

d) Napiste Tayloruv polynom 2. stupné Tx(x) funkce f se stfedem v bodé zg = 2. Pomoci T3 (x) pak vypocitejte
piiblizné hodnotu f(x) pro z = 2.2.

b) Ovéite (viechny predpoklady), ze rovnici F(z,y) = 2®+xy?>+2y—7 =0 je v okolf bodu ¢ = 1 definovdna

diferencovatelnd kladna funkce y = f(x). Urcete hodnotu yo = f(zo).

) Vypoctéte hodnotu derivace f/(1) a napiste rovnici teény ke grafu funkce f v bodé [zg, yo].

d) Zjistéte, zda je funkce f konvexni nebo konkdvni v okoli bodu zg = 1. Naértnéte tvar grafu funkce f v okoli
bodu [zg, yo].

b) Ovéite, ze rovnici F(z,y) = 2%+ 2y? — 22y —y = 0 je implicitné uréena diferencovatelnd funkce y = f(x),
jejiz graf prochdzi bodem [zg, yo] = [1,1].

c) Vysetiete, zda funkce y = f(x) mé v bodé zy = 1 lokélni extrém. Pokud ano, urcete, zda se jedna o lokaln{
maximum nebo lokdlni minimum. (Zdavodnéte.)

b) Ovérte, ze rovnici F(z,y) = In(x+y)+2z+y =0 je implicitné uréena funkce y = f(x), kterd ma spojitou
derivaci v okoli bodu z¢p = —1 a splauje podminku f(—1) = 2.

c¢) Urcete hodnotu derivace f’(—1). Napiste rovnici te¢ny a rovnici normaly ke grafu funkce f v bodé [—1,2].

d) Rovnici teény uzijte k vypoctu pfiblizné hodnoty funkce f v bodé x = —0.9.

12.1. Varianta predchézejici tlohy: F(z,y) = zye® ¥ f% =0, z0 =1, f(1) = 2, tecna ke grafu funkce f v bodée
[1,2], vypocet piiblizné hodnoty funkce f v bodé x = 1.1, vypocet hodnoty 2. derivace f”(1).

2.2. Funkce dvou proménnych z = f(z,y) definovand implicitné rovnici F(z,y,z) =0

13.

14.

a) Ovéite (vechny predpoklady), Ze rovnici F(x,y,2) = 23 + 3222 — 22y = 0 je implicitné uréena funkce
z = f(z,y), jejiz graf prochdzi bodem A = [-1,—2, 1] a kterd m& spojité parcidlni derivace 1. fadu v okoli
bodu [$0,y0] = [_17 _2]

b) Urcete hodnoty derivaci % a % v bodé [—1, —2]. Napiste gradient funkce f v bodé [—1, —2].

¢) Napiste rovnici teéné roviny 7 a rovnici normély n ke grafu funkce f v bodé A (tj. téz k plose popsané
rovnicf F(z,y,z) = 23 + 3222 — 22y = 0).

d) Rovnici teéné roviny uzijte k vypoctu piiblizné hodnoty funkce f v bodé [—0.9, —2.1].

a) Ovéite (vechny piedpoklady), ze rovnici F(x,y,2) = 23 +4° + 23 + 2yz — 6 = 0 je implicitné uréena
funkce z = f(z,vy), jejiz graf prochézi bodem A = [1,2, —1] a kterd mé spojité parcidlni derivace 1. fddu
v okoli bodu [z, y0] = [1, 2].

b) Uréete hodnoty parcidlnich derivaci % a % v bodé [1,2].

¢) Uréete derivaci funkce f v bodé [1,2] ve sméru @ = (—1,2).



d) Napiste smér 5, ve kterém funkce f v bodé [1, 2] nejrychleji klesd. Vypocitejte derivaci funkce f v bodé [1,2]
v tomto sméru §.

Visledky: 7. Fl(x,y) = 22y — 322, F(z,y) = % — %, f'(1) =—-10, tetna:y=4—10(x—1), f(0.8)=6.

8.1 F(z,y) = ye" — 4y, F)(z,y) =" +2y — 222, f'(0) = —1/3, tecna: y =1—1x/3, normala: y =1+ 3z,
funkce f je v bodé xg = 1 klesajici, sklon teény je mensi nez 30°, presnéji asi 20°.

8.2 F(x,y) = 32° — 2zy, F)(x,y) =y—2? f'(1) =1, tetna:y=x+1, funkce f je v bodé zy = 1 rostouci,
sklon teény je 45°. 9.c¢) f/(2) = f"(2) = -1 d) Ta(z) =1 —x — (z — 2)%/2, f(2.2) = —1.22. 10.b) yo = 2
¢) f'(1) = —9/5, tetna: y=2—2(x—1) d) f”(1) = 138/125, f je konvexni. 11.c) f'(1) =0, f’(1) = -2,

funkce f mé v bodé xg = 1 lokdlni maximum.

12. viz [2], pi. 195, f'(1) = =3/2. 12.1 Fy(z,y) = (y + xy)e* Y, F,(z,y) = (x —xy)e® Y, f'(z) =
/(1) =4, tetna:y=2+4(z—-1), f(1.1)=24, f"(1)=-10.

13. a), b) viz [2], pi. 187 ¢) 7:x —y — 32+ 2 = 0, norméla n : (z,y,2) = [-1,-2,1] +¢(1,-1,-3),t € R.
Pozn. Teénou rovinu k plose F(x,y, z) = 0 lze urcit téz uzitim vztahu grad F(A) - (X — A) = 0.

14. viz [2], pi. 197 D) g(1,2) = —1/5, %(1,2) = —11/5 «¢) %(1,2) = —21V5/25 d) § = —gradf(1,2) =

Cytay
x—xy’

ox
(1/5,11/5), %(1,2) = —V122/5.

3. Extrémy funkci dvou proménnych

V nasledujicich ulohéch

a) NapiSte nutnou podminku pro lokdlni extrém funkce n-proménnych v bodé A. Napiste postacujici podminky
pro lokalni minimum (resp. maximum) funkce f(z,y) v bodé A.

b) Vysettete lokalni extrémy dané funkce f, tj. urcete jejich polohu, typ a funkéni hodnotu.

15. f(z,y) = 2% + 12y% — 62y + 4a 21. f(z,y) =ay+ 52 + 2

16. f(z,y) =23 +9y% — 122 + 6y 22. f(z,y) =23 +8y> —6zy +5

17. f(x,y) =2y —y? —xe® 23. f(z,y) =23 +y> + 222 — 122 — 3y
18. f(x,y) =23 +y? — 222 — 22y + 6 24. f(z,y) =2® +y—a/y — 62+ 12
19. f(z,y) = 2>+ 3y* — 62y — 9z + 8 25. f(z,y) = e*/? (z 4+ 3?)

2. flz,y) =22 +2z+y* —dy +7 26. f(z,y)=2>+zy+y®>—6lnz

Visledky: 15. fumin(—8,—2) = —16. 16. fi,in(2,—3) = —25, v bodé [—2, —3] neni extrém.

17. fuax(—1,1) =1+ 1/e. 18. fimin(2,2) = 2, v bodé [0, 0] neni extrém.
19. fuin(3,3) = —19, v bodé [-1, —1] nenf extrém. 20. fmin(—1,1) = 3. 21. fumin(5,2) = 30.
22.-25. viz [2], odst. IL11. 26. fuin(2,—1) =3 — 6 In2, bod [-2,1] & D().

27. a) Vysetiete lokalni extrémy funkce f(x,y) =222 +9?> —ay+3z+y+1.
b) Zduvodnéte existenci a najdéte absolutni extrémy této funkce na tsecéce AB,
kde A =[0,2], B =[1,1].
[ a) lok&lni frin(—1,—1) = =1, b) fimin(1/2,3/2) =6, fimax(0,2) = fmax(1,1) =7].

V nésledujicich tfech tlohach

a) Zduvodnéte existenci absolutnich extrému funkce f na dané mnoziné M.

b) Absolutni extrémy vysetiete, tj. stanovte jejich polohu a vypocitejte hodnotu maxima i minima funkce f na
mnoziné M.

28. f(z,y)=a?+ay—3x—y, M={[z,y]€Ba; a+y<3, 2>0y>0}
[ fmin(ovg) = -3, fmaX(O»O) = fmaX(?’v ) = 0}

29. f(z,y)=2%—-2x+y* M={[z,y) €Ea; 22 +9y?> <9, y >0} (Pro vySetfen{ bodli na hranici mizete uzit
polédrnich soutadnic, tdlohu vsak lze fesit i bez nich.)
[ fmin(]-yo) - *1, fmax(7370) = 15]

30. f(z,y)=z+lnz—9y*> M={[z,y€Er; y=a+1, 1/4<z<1}.
[ Fin(1,2) = =3, fuax(1/2,3/2) = —7/4 —In2 = —2,4, f(1/4,5/4) = —21/16 — In4 = —2, 7 nenf extrém | .



