Funkce jedné proménné y = f(x) definovand implicitné rovnici F(z,y) =0
Na zékladé tuloh ze zkousek sestavila Olga Majlingova,
drobné doplnil Frantisek Mréz (9. 3. 2016)

V naésledujicich tlohach je ddna funkce F'(x,y) a bod [z, yo.

1. Oveéite, ze rovnici F(x,y) = 0 je v okoli bodu [zg, yo] implicitné uréena funkce
y = f(x), kterd m4 spojitou derivaci (prvniho i druhého fadu).

2. Urcete hodnotu derivace f’(x(). NapiSte rovnici teény ke grafu funkce f v bodé
dotyku [z, yol-

3. Uréete hodnotu druhé derivace f”(zo).

Poznamka:

1. Ovéite splnéni tif predpokladi: a) F(xo,yo) = 0; b) v okoli bodu [zg, yo] jsou parc. derivace Fy, F,
spojité; c¢) Fy(zo,y0) # 0 (pro 3. ¢ast tlohy jesté spojitost parc. derivaci 2. fadu).

2. f'(z) = _Fx(%y)
Fy(z,y)
3. ¢ast tlohy ( vypocet druhé derivace) neni v pozadavcich ke zkousce trovné B.

, rovnice tecny: y = yo + f'(xo)(x — x0).

Poznamka:

Pfi znalosti derivace f'(xg) a rovnice tecny lze fesit dalsi ¢dsti dlohy:

Popiste chovani funkce f v okoli bodu zg, tj. zda je rostouci, resp. klesajici, odhadnéte rychlost zmény
(sklon tecny).

Pomoci rovnice te¢ny urcete ptiblizné hodnotu funkce f v daném bodé z, ”blizko”bodu x.

Napiste rovnici normaly ke grafu funkce f v v bodé dotyku [z, yo]. Nacrtnéte obé piimky.

Podobné na znalost hodnoty druhé derivace f”(x¢) mohou navazovat dalsi tlohy: Je funkce f konvexni,
resp. konkavni v okoli bodu zg? M4 funkce f lokalni extrém v bodé xg ? Pokud ano, jaky ?

Pro funkci f napiste Tayloruv polynom 2. stupné se stiedem v bodé zg.

L. | F(z,y) = 2* + y* — zy — 3y, [z0, y0] = [2,4]

Fy=2x—y, F,=2y—x—3, F;(2,4) =0,F,(2,4) =3, f'(2) = —?gjg:ji =0
tecna:y =4
/ /
(@) = — 2—-y)(2y _(ny_—B)x_—(?Z))% ~DRz—y) £1(2) = _g
2. | F(x,y) = 2%+ % — 2y — 3, [20,%0] = [2,1]
F,=2r—vy, F,=3y*—x, F,(2,1)=3,F,(2,1) =1, f(2) = —gg ; =-3
te¢na:y=1—3(x —2)
fria) = - C VI B LR
3. | F(z,y) =23+ 2y?® — 32y + 1, [x0,90] = [1, 2]
F, =32 +y* -3y, F, =22y — 3z, F,(1,2) =1,F,(1,2) =1, f'(1) = _?E 2 _
y(ds
tetna:y=2— (x —1)
() = — (62 + 2yy' — 3y')(2zy — 3z) — (322 + y* — 3y)(2y + 22y — 3)’ (1) = —6

(2zy — 3x)?



4. Fla,y) =% +y* —siny 8, [zo,y0] = [2.0]|

F.(2,0
F, =322, F, =4y — cosy, F,(2,0) =12, F,(2,0) = -1, f'(2) = — (2,00 4,
Fy(270)
tetna :y = 12(x — 2)
6z(4y® — cosy) — 3x2(12y% v + ¢/ siny)
" = — "(2) =12
f (‘T) (4y3—cosy)2 ’ f ( )
5. | Fla,y) = ye* +y* — 6, [zo, yo] = [0,2]
F,(0,2) 2
F, =vye®, F, =¢e"+2y, F,(0,2)=2,F,(0,2)=5, f(0)= ——"—~=—-=
x y€7y €+y, a?(7) 7?/(7) 7f<) Fy(072) 5
teéna:yzZ—gx
ey + e*y')(e* + 2y) — (ye®)(e® + 2y 38
f”(:z):—( )( " ) 2( )( )7 F0) = -8
(e” + 2y) 125

Funkce dvou proménnych z = f(z,y) definovand implicitné rovnici F(z,y,z) =0
(tato latka neni v pozadavcich ke zkousce trovné B)

V nésledujicich tlohach je dédna funkce F(x,y, z), bod A = [z, yo, 20] & bod P.

1. Oveite, ze rovnici F(x,y,z) = 0 je v okoli bodu [z, yo, 20| implicitné uréena
funkce z = f(z,y), kterd ma spojité parcialni derivace.

2. Vypocitejte parcidlni derivace funkce z = f(z,y). Napiste gradient funkce f
v bodé [xo, o).

3. Napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f v bodé dotyku [z, yo, 0]
Napiste diferenciél funkce f v bodé [z, yo].
Vysledku vyuzijte k vypoctu piiblizné hodnoty funkce f v daném bodé P.

4. Urcete derivaci funkce f v bodé [zg, yo] v daném sméru §.

Poznamka:
1. Ovéite splnéni tif predpokladi: a) F'(A) = 0; b) v okoli bodu A jsou parc. derivace Fy, F, F, spojité;

¢) F.(A)#£0.
of _ Fy(z,y,2) Of  Fy(z,y,2)
2 gy = - Fo(z,y.2) @(x’y) B _FZ(fL‘,y,Z)'

0 0
3. Rovnice te¢né roviny: z = zp + 8—£(azo, yo)(z — x0) + a?];(a:o, Y0)(y — yo)-

. . _of of
Diferenciél df (zo,y0) = £($07 Yyo) dx + 87y(x0’ yo) dy.

4. Derivace ve sméru s .
g(x() yO) _ gradf(a:o, 3/0) © S
05 I15]]




Poznambka:

Na zéakladé znalosti parcidlnich derivaci a te¢né roviny v daném bodé lze fesit dalsi ¢asti tulohy:

Popiste chovani funkce f v okoli bodu [zg, yo] v kladném smeéru osy z, resp osy y, tj. zda je rostouci, resp.
klesajici, odhadnéte rychlost zmény (sklon teény). Podobné popiste chovéni v daném sméru § - ze znalosti
derivace ve sméru.

Napiste kolmy vektor a rovnici normaly ke grafu funkce f v v bodé dotyku A = [zg, Yo, 20)-

Urcete smér, ve které funkce f v bodé [z, yo] nejrychleji roste, resp. nejrychleji klesd. Jaka je hodnota
derivace v tomto sméru ?

Urcete smér, ve které mé funkce f v bodé [zo, yo] nulovou derivaci.

1| F(z,y,2) =2+ y? + 22 +oyz — 2, A=[-1,2,1], 5= (2,1), P =[-0.9,1.9]

F, =322 +yz, Fy =2y +uxz, F, = 32> + 2y, gradf(—1,2) = (-5, —3)

teénd rovina: z =1 —5(x + 1) — 3(y — 2); df(—1,2) = =5dz — 3dy
F(~0.9,1.9) =1 — 0.5+ 0.3 = 0.8

%(—1,2)2 (=5,-3)-(2,1) :_32_13\/5

08 V5 V5 5

2. | F(x,y,2) = 2222 —ay + 22, A=[1,0,-2], 5= (1,1), P =1[0.9,0.1]

Fo=4xz -y, Fy=—x, F, =22+ 222, gradf(1,0) = (-4, —1/2)

1
tetnd rovina : z = =2 —4(z — 1) — y/2; df(1,0) = —4dx — idy
£(0.9,0.1) = —2 + 0.4 — 0.05 = —1.65
—-4,-1/2) - (1,1 2
0f ( gy (U2 9 9V

0§

V2 22 4

3. Flz,y,2) =z + >+ 23 +2%yz — 4, A=[1,-2,1], 5= (1,-1), P = [1.1,-2.1]

Fp =14 2zyz, Fy=2y+ 22z, F, = 32% + 2%y, gradf(1,-2) = (3,3)

tecnd rovina : z = 14+ 3(x — 1) + 3(y + 2); df (1, —-2) = 3dx + 3dy
F1.1,-21) =1403-03=1

-(1,-1
%(1’ -2) = (3’3)\%’) =0, tj. pohyb po vrstevnici

4. | F(z,y,2) = 2%y + 2z + 22 +ay?2 —4, A=[-3,1,2], §=(-1,-2), P =[-2.9,1.1]

Fy = 2zy + v + vz, Fy, = 2 + 2zy 4 2xyz, F, =22 + xy?, gradf(—3,1) = (3,9)

tetnd rovina: 2z =24+ 3(x+3)+9(y — 1); df(—3,1) =3dx +9dy
£(=2.9,1.1) =24 0.3+ 0.9 = 3.2

0 3,9)-(—1,-2 21 215
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