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Matematika I.

Informace Ustavu technické matematiky (UTM FSI CVUT):
nttp://mat.fs.cvut.cz

Informace o predmétu Matematika I:

nttp://marian.fsik.cvut.cz/~mraz/Matematika%201.htm

Garant predmétu: doc. FrantiSek Mraz, e-mail: Frantisek. Mraz@fs.cvut.cz
(kontakt pro zasilani dotazu, namétu, pfipominek ...)

Prednaska: pondéli 10:45 v D256 a patek 9:00 v D256, mozZnost i v angliéting.
Cviceni: 2x v tydnu dle rozvrhu (povinné)

VVVVVVVVVVVV

volitelna. A je nutnd az pro absolvovani TZSI. Pro uroven A je moZna zkouska po castech
(v ramci seminaie A). Ctéte fakultni mail!

Seminar z Matematiky I: volitelny, pond&li, stfeda, &tvrtek, vzdy od 16:00
e uroven A: pondéli, KN A-214 Dohnal, KN A-221 (?), stteda D1-366 Bodnar,

ctvrtek KN A-214 Neustupa T., KN A-221 (?)
e uroven B: stfeda 16:00 v D1-266, Sistek,

Repetitorium: dtery 17:45 KN A-404, Kittlerova (od 7.10, 6 tydnii, zapocet)
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Matematika I.

[1] J.Neustupa: Matematika I. Skriptum Strojni fakulty. Vydavatelstvi
CVUT, Praha 2010 (a starsi vydani: 2008...).

[2] S. Kra¢mar, F. Mraz,J.Neustupa: Sbirka prikladu z Matematiky 1.
Skriptum Strojni fakulty. Vydavatelstvi CVUT, Praha 2013
(1 starsi, ale s jinym c¢islovanim ptiklad®). Skripta obsahuji vybrané
ulohy ze zkouSek z minulych let.

[5] E.Brozikova, M.Kittlerova: Diferencialni pocet funkci jedné proménné. Resené
priklady. Skriptum Strojni fakulty. Vydavatelstvi CVUT, Praha 2004.

[6] MATEMATIKA I - ukazka zkouskovych testii. Webové stranky UTM, odkaz
Matematika I, tez tisténé ve firmé Copia v budové na Karlové nam.

[7] J.Neustupa: Mathematics 1. Skriptum Strojni fakulty. Vydavatelstvi CVUT, Praha,
2004. (Anglicka verze skripta [1].)


http://marian.fsik.cvut.cz/~mraz/Mat1-Data2012/M1_3UkazkTesty_12_13NaSirku.pdf

Matematika I.

Literatura k doplnéni znalosti a pocitani prikladii ze stredoSkolské matematiky:

[8] F. Mraz: Opakovani stfedoskolské matematiky (vybrané partie).
Webove¢ stranky UTM pod pod odkazem Matematika I.

[9]J. Cerny a kolektiv: Matematika - prijimaci zkousky na CVUT.
Nakladatelstvi CVUT Praha, 2007 (stru¢ny prehled a ptiklady ze stfedoSkolskeé

matematiky, CasteCné 1 fesene).

Literatura pro ty. kteri to se studiem techniky mysli vazné:

[10] K. Rektorys a spol.: Prehled uzité
matematiky I, II. Nakladatelstvi R 4 AR IWRE.
Prometheus, 7. vydani 2000. i g -

(Encyklopedie aplikované matematiky) -
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http://marian.fsik.cvut.cz/~mraz/Mat1-Data2012/OpakKurs_2012proWEB.pdf

Matematika I.

[. Linearni algebra

Realny aritmeticky vektorovy prostor
Linearni zavislost a nezavislost skupiny vektoru
Vektorovy prostor, obecna definice

Dimenze a baze vektoroveho prostoru, podprostor
Matice

Hodnost matice

Determinant matice

Inverzni matice

Soustava linearnich algebraickych rovnic

O Frobeniova véta

[.11. Metody feSeni soustav linearnich algebraickych rovnic
[.12. Vlastni Cisla a vlastni vektory matice
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Matematika I.

0. Realna predmluva gtéleso realnych éisel)
0, 1)

Vlastnosti realnych cCisel: (R, +, .,

pro vSechna a,b,ceR j¢  a+b=b+tacR (sCitani je komutativni)
ut(vtw)=(ut+v)+w (scitani je asociativni)
existuje nulovy prvek 0eR tak, Ze pro vSechna aeR je 0+acR

pro kazdé xeR existuje opacny prvek vzhledem ke scitani yeR tak,
ze xty=0

pro libovolné a,b,ceR je  a.b=b.acR (nasobeni je komutativni)
a.(b.c)=(a.b).c (nasobeni je asociativni)

nasobeni a scitani jsou distributivni: Va,b,ceR: a.(b+c)=a.b+a.c

existuje jednotkovy prvek 1€R tak, ze pro vSechna aeR je 1.acR

pro kazde realn¢ x, x#0 existuje v R opacny prvek vzhledem k nasobeni
yeR tak, ze x.y=1



Matematika I.

[. Linearni algebra

[.I. Vektorovy prostor

Definice: Je-li R mnozina realnych Cisel a n je néjake prirozene
Cislo, potom usporadanou n-tici realnych Cisel a=(ai, az, ... an)
budeme nazyvat (redlnym) aritmetickym vektorem. Cislo ai nazy-
vame i-tou slozkou vektoru a. Cislo n je rozmér vektoru a.

Scitani aritmetickych vektoru:
at+b = (a1, az, ... an) + (b1, ba, ... bn) = (a1tb1, axtba, ... antbn)

Nasobeni vektoru realnym Cislem reR:
r.a=r.(ai, az, ... an) = (r.a1, r.az, ... I.an)



I.1. Vektorovy prostor: Realny aritmeticky vektorovy prostor

Realné aritmetické vektory o rozméru n tvoti redlny aritmeticky
vektorovy prostor, ktery budeme oznacCovat V(R") nebo zkracené
pouze R".

Vlastnosti:

pro vSechna acR", beR" j¢ atbe R"
existuje nulovy prvek 0eR" tak, Ze pro vSechna ac R" je 0+ac R"
pro kazdé xe R" existuje opacny prvek ye R" tak, ze x+y=0
sCitani je asociativni: u+H(v+w)=(utv)+w
sCitani je komutativni: ut+v=v+u
pro libovolné ac R", reR je r.ace R"
nasobeni Cislem je asociativni: Va,beR, xe R": a.(b.x)=(ab).x
nasobeni Cislem je distributivni:

VaeR, u,ve R": a.(ut+v)=a.uta.v

Va,beR, ve R"; (a+b).v=a.vt+b.v
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I[. 2. Linearni zavislost a nezavislost skupiny vektoru

Je-li a1, az, ... , ax skupina vektoru z vektoroveho prostoru V a

r, 12, ... , 'k Jsou realna Cisla, potom vektor v, ktery vznikne souctem
vV=riair+nrna+... rcdk,

nazyvame /inearni kombinaci vektoru ai, az, ... , ax.

Definice: MnozZina vektoru {ai, ao, ... , ax} z vektorového prostoru

V je linearné zavisla prave tehdy, kdyz existuje k-tice Cisel {r1,

2, ... , 'k} Z nichz alespon jedno je nenulové takova, ze
r.ai+rn.az+... reax=0

Posledni rovnice napsana po slozkach ma tvar soustavy linearnich
algebraickych rovnic

riai+rn.a +... reaxl =0

r1.a12+r2.a22+ ... reax2 =0

Fi.din+ r2.a2n+ ... 'k.Qkn="0

Linedrni nezavislost (LNZ) znamena, Ze tato soustava ma jeding,

pouze nulové feSeni.
10



[.3. Vektorovy prostor: Obecnéjsi definice

Definice: MnoZinu V budeme nazyvat vektorovym prostorem,
pokud jsou pro jeji prvky (vektory) definovany operace

e sCitani, pro kterou plati

» pro vSechna veV, weV je vtweV
» existuje nulovy prvek 0€V: pro vSechna veV je 0+veV

» pro kazdé weV existuje opacny prvek veV tak, ze wt+v=0()
» sCitani je asociativni: ut(v+w)=(utv)+w
» sCitani je komutativni: u+v=v+u

* nasobeni realnym Cislem (skalarem), pro kter¢ plati

» pro libovolné veV, aeR existuje prvek a.veV
» pro libovolne veV a jednotkovy prvek 1€R plati 1.veV
» asociativni zakon: pro vSechna a,beR, weV je a(b.w)=(ab).w

» distributivni zakon: pro vSechna a,beR, u,veV plati
a(utv)=a.uta.v atake (atb).v=a.vtb.v




[.3. Vektorovy prostor: Poznamky:

e Obecna definice definuje vektorovy prostor V(U) s nosi¢em U nad
télesem F (F je zpravidla téleso realnych ¢1 komplexnich Cisel)

* pokud je F mnozina realnych Cisel R, hovofime o realném
vektorovém prostoru,

e je-11 F télesem komplexnich €isel, potom mluvime o komplex-
nim vektorovém prostoru.

* NosiC prostoru R" je vlastné kartezskym souCinem RxRx...R

* Nulovy vektor je urCen jednoznacné (je ve V(U) jediny)

* Opacny vektor k vektoru x znaCime -x a je take urCen jednoznacné.
* Pro kazdy vektor x plati: -(-x)=x; -x=(-1).x

* Pro kazdy vektor x je 0.x=0; podobn¢ pro kazdy skalar r je r.0=0

» Zrovnice 1.x=0 vyplyva, ze bud =0 nebo x=0.




[.3. Vektorovy prostor: Priklady:

* Vektorovy prostor muze byt tvoren pouze jedinym prvkem: 0
(je to tzv. nulovy (trivialni) vektorovy prostor)

* Mnozina vSech realnych Cisel R
* MnoZina vSech komplexnich Cisel C
* Mnozina vSech usporadanych n-tic realnych Cisel R®

* MnoZina vSech usporadanych n-tic komplexnich Cisel C*

* MnoZina vSech realnych mnohoc¢lenii (polynomu)
* Mnozina vSech mnohoclenu stupné nejvyse p
* Mnozina vSech matic typu mxn

* Mnozina vSech realnych funkci definovanych na intervalu (a,b)

* Mnozina vSech spojitych funkci definovanych na intervalu {a,b)




[.3. Vektorovy prostor: Eukleidovsky prostor:

n- rozmerny Eukleidovsky vektorovy prostor V(E,) je vektorovy
prostor, jehoz nosiCem je R", na némz jsou definovany obvykle
operace s¢itani a nasobeni skalarem a navic je definovana tzv.

Eukleidovska vzdalenost d(x,y) dvou vektoru x,yeR", definovana
takto:

dxy) =V —21)% 4+ (Y2 — 22)2 + - + (Y — )2

* Vektorovy prostor V(E) se Casto oznaCuje pouze zkracené
symbolem E,

* Prostor E, pro n=1, 2, 3 take nékdy nazyvame geometrickym
prostorem

e Eukleidovska vzdalenost vektoru definuje tzv. Eukleidovskou
normu vektoru x, coz je jeho vzdalenost od nulového vektoru 0.
Tuto normu znacCime ||x|| a je

ell = /23 + 23 + - + a2

| 4



[.3. Vektorovy prostor: Eukleidovsky prostor:

skaldrni soucin vektoru x, y v E, je Cislo (skalar)
XY= TiYy1 + T2Y2 + -+ Tpln

» V E; spro skalarni souCin plati rovnost

x.y = |Ix[[.|vll.cos(e)
kde ¢ je Uhel, ktery sviraji geometricke vektory x a y.

e Odtud lze spocitat uhel ¢ jako

ey
CoS(?) = b

e Nulovost skalarniho sou€inu je kritériem "kolmosti":

xly <= xy=0



[.4. Dimenze a baze vektoroveho prostoru

Definice: Baze vektoroveho prostoru V je nejvetsi mnozina
linearn€ nezavislych vektoru tohoto prostoru. Pocet vektoru baze
nazyvame dimenzi vektoroveho prostoru V.

Véta: Je-li a1, a2, ... , an baze vektorového prostoru V dimenze #,
potom pro kazdy vektor u, ktery je z prostoru V a neni prvkem baze
plati, Ze jej 1ze vyjadiit jako linearni kombinaci vektortu baze a to
prave jedinym zpusobem (tedy jednoznacné).

Koeficienty ve vyjadieni vektoru u pomoci baze ai, ao, ... , an.
nazyvame souradnicemi vektoru u vzhledem k bazi ai, ao, ... , ax.

Baze vektoroveho prostoru V dimenze #n neni urCena jednoznacng!
To znamena, Ze v kazdém vektorovém prostoru krome trivialniho
muzeme nalezt nekonené mnoho ruznych bazi. VSechny vSak maji
stejny pocet ¢lenu rovny dimenzi tohoto prostoru #.




[.4. Podprostor

Definice: Je-l1 V vektorovy prostor a U je jeho podmnozina pro
kterou plati

* pro libovolna a,beU je a+belU

* pro libovoln¢ acU a reR je r.acU

potom U nazyvame podprostorem vektoroveého prostoru V.

Véta: Je-l1 a1, ay, ... , ax skupina vektoru z vektoroveho prostoru V
dimenze n a je k <n, potom vSechny linearni kombinace vektoru

ai, a, ... , ax tvori podprodstor dimenze k prostoru V (tzv. linearni
obal).

Priklady:

1) P={ucR?: u = (x,2y), xeR} 4) O={veR’ : v=(x,2x,3x), xeR}

2) O={veR?: v=(x,,0), x,yeR}  5) Z={veR’: v=(x,y,2x-3y), x,yeR}

3) W={veR3: v=(x,»,1), xyeR}  6) S={veR’: v = (x,y,2x+3y-1), x,yeR}

|7



[.5. Matice

11, 12, e Aln
azi, d22, - Ud2n
A= , , . , m = pocet radki,
: : ' : (fadkové vektory)
Udm1l, Am2, t Amn

n = pocet sloupcu, sloupcove vektory

* A je matice typu mxn
* je-l1 m=n matice se nazyva ctvercova ; jinak je obdélnikova
° prvky aii, ax, ..., anm tvori hlavni diagonalu matice A

priklady matic: (1L 4\ D=(1,4203
8, -1, 5 15, -7, 2 - (4)
) — 4, ) ’ — ( = 3’ 5’ 0
B — O, 3, —11, 5, —12, 24 _2’ 8, E — 3
—4, 8 0, 7, -3, 0 VY 2)




[.5. Matice, priklady

(alla

0,

aio,
a29,

aai,
a9,

aA2on ,

aln\\

aA2n

o)
0

horni
trojihelnikova

dolni
trojuhelnikova

diagonalni

transponovana
J=AL J=A

S
I
<




[.5. Matice, operace

Rovnost: A =B <=> jsou stejn¢ho typu mxn a plati V1,j: ai=bi

SCitani: C =A+B <=> A a B jsou stejn¢ho typu a plati cij= aij + b;;

Nasobeni Cislem: D = k. A <=> V1,): dij= k.a;;

Matice stejn¢ho typu mxn tvori vektorovy prostor. Plati totiz:

a) existuje nulova matice O: Vi=1, ..., m, =1, ...,n : 0;=0
b)plati A+ B=B+A

c)A+(B+C)=(A+B)+C

d) k matici A existuje matice B=-Atak,zZe A+ B=A-A=0
e) pro aeR plati a.(A+B)=0a.A+ a.B

f)proa, peR plati (a+B)A=a.A+B.A

Navic pro sCitani a transpozici plati
g) (A+B)'=AT+B!

20




[.5. Matice, nasobeni matic

Nasobeni matic: C=A.B <=> jsou zretezene, tj. pocet sloupcu matice
A je stejny, jako pocet radku matice B (A je typu mxk a B je typu kxn) a

plati .

dij:Zaikbkj, iZl,...,m, jZl,...,n

r=1

Pro nasobeni matic plati nasledujici vlastnosti (pi1 dodrzeni zietézeni):

a)A.B+C)=AB+A.C (je distributivni)
b) (A.B).C=A.(B.C) (Je asociativni)
c) nasobeni matic neni komutativni: A.B # B.A

d) (A.B)' =BT Al

¢) existuje jednotkova matice (1, 0, ==+ 0)

tak, ze plati: LA=AI=A

21




[.5. Matice, soustavy algebraickych rovnic

—x+3y+22=0 a11T + a2y + a132 = by
x—2y+3z= 1:9 21X + a2y + a3z = by
x4+ Y =3 a31x + az2y + azzz = b3

-1, 3, 2 T 0 aii, a2, a3 T b1
1, -2, 3 yl =11 a1, Q22, 23 y| =102
L, 1, 0/ \=z 3 asi, az2, as33 z b3

Reseni: Ax=b

—r+3y+22=0 ~1, 3, 2\ [« 0

y+5z=1 0, 1, 5| ly] =11 A1.Xx = b

4y+2z:32'4x 0, 4, 2/ \z 3
—x+3y+2z2= 0 -1, 3, 2 X 0
0, 0, -—18 z —1
—18z = —1
1 13 41
Z 3 y=1-—5z 73 T Y+ 2z 13
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[.5. Matice, ekvivalentni upravy

Ekvivalentni upravy matice (nemeni feSeni odpovidajici soustavy
rovnic):

a) zména poradi radku

b) vynasobeni fadku nenulovym Cislem

c) pricteni k libovolnému fadku linearni kombinace ostatnich fadku
d) vynechani nulového fadku

23




[.6. Hodnost matice

Definice: Hodnost matice A je Cislo h(A), rovne maximalnimu
poctu linearn¢ nezavislych sloupcu nebo radku matice.

* Je-11 A horni trojahelnikova matice typu mxn jejiz diagonalni
prvky jsou vSechny nenulove, potom h(A) = min{m,n}.

* Ekvivalentni upravy (na fadcich 1 na sloupcich) neméni hodnost
matice

Hodnost matice urCime tak, Ze j1 postupné prevedeme ekvivalentnimi
upravami na trojuhelnikovy tvar a spocteme pocet nenulovych radku.
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[.7. Determinant matice

Uvazuyme Ctvercovou matici A typu nxn. Determinantem matice A
nazveme Cislo det A (nékdy t€Z oznaCovany symbolem |A| ), které
dostaneme vypocCtem podle nasledujicich pravidel:
a) je-li A= (a) Ctvercova matice typu Ix1, potomje det A=a
b) je-li n > 1, vybereme libovolny fadek (naptiklad i-ty) a poloZime
det A= ai.Ail + apn. Az + ... + @in.Ain,
kde Ajj je tzv. algebraicky doplnek prvku ai; v matici A:
Ajj = (-1 Ay
kde A;* je determinant Casti matice A, ktera vznikne vySkrtnutim
i-teho rfadku a j-tého sloupce

* bod b) popisuje tzv. rozvoj determinantu podle i-t¢ho radku
* prodbn¢ lze pocitat determinant rozvojem podle j-t¢ho sloupce:
det A= a1j.A1j+ a2j. Az + ... + anj.An

Geometricka interpretace: Absolutni hodnota determinantu je rovna
objemu rovnobvéznosténu, vytvorencho nad radky matice A

25



[.7. Determinant matice

Definice: Je-l1 matice A Ctvercova typu nxn, potom determinant
matice A je definovan vztahem

Sarussovo pravidlo: ol

kde socin j{ . ‘ , 1} an(ji,...Jjn) J€
tzv. znamet / /

Vypocet de \&s1, @32, &3
a4i1, a1, G13
a) n=1:
azi, a2, G23
b) n=2:

aii1, di12, ais
b) n=3: det| a2, a2, a3 | =ai1.622.a33 + a13.021.032 + a12.023.031
a31, ds2, 0433

—a13.022.031 — A12.091.433 — A11.0423.032

c) n>3: rozvojem podle néjakeho radku nebo sloupce

26



[.7. Determinant matice, vlastnosti

a) det A=det AT
b) Jsou-l1 A a B Ctvercove matice stejn¢ho typu, je
det(A.B) =det A . det B

c) Obsahuje-li matice A nulovy fadek nebo sloupec, je¢ det A=0

d) Vyménime-li v matici A dva sousedni fradky nebo sloupce, cely
determinant zméni znaménko

¢) vynasobime-li néktery fadek (sloupec) matice A Cislem A, je
determinant nove matice roven A.det A

f) Determinant se nezmeéni, piicteme-l1 k libovolnému fadku (sloupci)
linearni kombinaci ostatnich radku (sloupcu)

Z vlastnosti ¢), f) vyplyvaji pfimo dvé nasledujici vlastnosti:

a) Je-l1 néktery radek (sloupec) v maticit A nasobkem jin¢ho fadku
(sloupce), je det A=0

b) Je-l1 v matici A néktery radek (sloupec) linearni kombinaci ostatnich
radku (sloupcu), je det A= 0

27



[.8. Inverzni matice

Ctvercovou matici nxn s hodnosti n nazyvame reguldrni.
Je-11 jej1 hodnost mensi nez n, potom tikame, ze je singularni. .

Definice: Je-li matice A regularni, potom k ni existuje matice A-!
takova, ze

AAT=ATA=],
kde I je jednotkova matice stejného rozméru jako A. Matici A-!
nazyvame inverzni matici k matici A.

* Matice A je regularni praveé kdyz det A #0.
* Pro inverzni matice plati

: (A)yl=A

: (A.By'=B1A"

28



[.8. Inverzni matice, vypocCet

Vypocet inverzni matice pomoci matice adjungovane:
T
f4117 14127 T fqln
f4_1 . . ) .

" det A : : R :
f4n17 f4n27 T fqnn

Ajj jsou algebraické doplnky prvka aj; v matici A.
Vypocet inverzni matice pomoci ekvivalentnich Uprav:
(A|I) ~ -+ ~ (]\A—l)

Upravy se mohou provadét pouze na fadcich celé rozsirene matice.

29



[.9. Soustava linearnich algebraickych rovnic

a11x1 + aioxo + -+ aipx, = by

a21T2 + Go2To + -+ aonTy = by

vektor
neznamych

/an, aiz, - CL1n\ (5131 N
matice L as1, QA922, -+ Q92p L9 b f vektor

soustavy o SRR 3 pravych
\aml s Am2, - amn) \xn) \bm) stran J
AXx=Db

4 R (041, aiz, - Qin b1\

rozsitena | %, G2, o G2 b2 n = pocet neznamych

matice ==t : ' : : m = pocet rovnic
9 soustavy y \aml, Ama,  *  Gmn | Dm ) (obecné nemusi byt n = m)
(Alb)
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[.10. Frobeniova véta

Soustava m linearnich algebraickych rovnic o # neznamych ma
feSeni prave tehdy, je-li hodnost matice soustavy rovna hodnosti
matice soustavy rozsifené o vektor pravych stran.

Soustava ma feSeni <=> h(A) = h(A|b)

Je-1i h(A) = h(A|b) = n, potom ma soustava prave jedno reSeni.
Je-l1 h(A) = h(A|b) <n, pak ma soustava nekone¢n¢ mnoho feSeni.

e Ptipad kdy h(A) = h(A|b) > n nikdy nemuze nastat!

* Pokud je h(A) = h(A|b) = k£ < n, potom mnoZinu vSech reSeni 1ze
vyjadiit pomoci n-k obecnych parametru.

 Pokudje b=0,je vzdy h(A)=h(A|0) a tedy takova soustava ma
vzdy feSeni (jedna se o tzv. homogenni soustavu rovnic)

* Je-l1 hodnost matice homogenni sloustavy rovna poctu neznamych
n, tedy h(A) = n, ma tato soustava pouze trividlni reSeni x = 0.

 Je-l1 hodnost matice homogenni soustavy mensi nez n, potom
mnoZzina vSech jejich feSeni vtofi podprostor R* dimenze n-h(A).
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[.11. Metody feSeni soustav linearnich algebraickych rovnic

Gaussova eliminaéni metoda:

1. vezmeme rozSifenou matici soustavy a prevedeme j1 posloupnosti
ekvivalentnich fadkovych Uprav na trojuhelnikovy tvar

11. vyslednou matici opét vyjadrime jako soustavu rovnic, kterou
feSime "zdola nahoru"

Gaussovu elimina¢ni metodu lze pouzit na jakoukoli soustavu
algebraickych rovnic.

ReSeni soustavy rovnic s pouzitim Cramerova pravidla:

1. spoCteme determinant matice soustavy d = det A. Pokud je ruzny
od nuly, pokracujeme dal. \Y
opacném pripad¢ Cramerovo pravidlo nelze pouzit.

1. spoCteme determinanty d; =det Ai, i =1, ..., n kde A; je matice,
ktera vznikne z matice A zaménou i-t€ho sloupce za vektor
pravych stran. q.

iii. potom pro fedeni (x1, ..., xn) plati, ze =; = — ,i=1, ..., n.
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[.11. Metody feSeni soustav linearnich algebraickych rovnic

Reseni pomoci inverzni matice:

AXx=Db
x=A1lb

Stejn¢ jako Cramerovo pravidlo, tuto metodu Ize pouzit pouze kdyz
det A+ (
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[.12. Vlastni Cisla a vlastni vektory matice

/
Geometrické transformace v E»: (x,> _ A (5’7)

Y Y
yA y’Ak
(1,2) (3.2) L0 (1,2) (3.2)
(o 1)
(141) (3,1) (1,1) 3,1
X) xr’

(o)
L, 0 (2,4)

v .3) (2.3) Y
(2,2)

(1,1) (2,1)

(6,4)

(6,2)
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[.12. Vlastni Cisla a vlastni vektory matice

/
Geometrické transformace v E»: (x,> _ A (5’7>

(1,4) (3,4)

Y y' _
(1,2) (3,2) (1, 0) (1,2) (3,2)

0, —1
y'A
= (8,3)
(1,-1) (3,-1)
(1,-2) (3,-2)
(7.0)
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[.12. Vlastni Cisla a vlastni vektory matice

/
Geometrické transformace v E»: (x,> _ A (5’3>

Yy Y )
J'=1(0,2)
(10
i'=(1,
i'=(1,0) (1, 0)
g ' (1, 0) 0, 2
v/ =01 0, —1 4 j=1(0,1) \

> > .,
i:(l,()) J _(193)

1 (02)
j'=1(0,2) 0, 2

0, 1 .
( 07 1) 1’ O . i':(z,—l)

> -1, 0
i'=(2,0)
i'=(0,1) 4 A i'=(0,1)
< - ;
J'=(-1,0) J'=(1,0)
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[.12. Vlastni Cisla a vlastni vektory matice

/
Geometrické transformace v E»: (x ) _ A (5’7)

Y’ Y

. L i 1, 0
* identicke zobrazeni: A = (0 1>

v r * — 17 O
* pieklopeni kolem osy x: A= (07 _1>

 pieklopeni kolem osy y: A= <_01’ (1))

* otoCeni o thel y doleva: A= (C()Sw’ _Smw)

sinYy,  cosy

» pieklopeni podle osy 1. a 3. kvadrantu: A = (?’ é)

» pieklopeni podle osy 2. a 4. kvadrantu: A= <_01’ _01>

W )94 ? O
* zména meéfitka: A = <g b)

 zpétna transformace: B = A-!
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[.12. Vlastni Cisla a vlastni vektory matice

Geometrickeé transformace v E»:

*‘ am="7, u=(1,1)
M=-2, v=(-2,2.5)

Jj=1(0.,1)
u=(1,1)

N ‘ (3, 4>
i=(1,0) 5, 2

Hledame vektor u, pro néjz existuje Cislo A
tak, ze plati: u'=A.u=Au
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[.12. Vlastni Cisla a vlastni vektory matice

Definice: Komplexni Cislo A nazveme viastnim cislem Ctvercove
matice A, existuje-l1 nenulovy vektor u takovy, ze plati A.u = Au.
Vektor u potom nazyvame viastnim vektorem odpovidajicim
vlastnimu Cislu A.

Hledame vektor u, pro néjz existuje Cislo A tak, Ze plati: A.u = Au
(A-Nu =20
det (A-1) =0

Je-11 matice typu nxn, potom ma charakteristicka rovnice n kofenu
A, A2, ..., M. Kazdému z nich odpovidaji vlastni vektory w1, uo, ...
un jako feSeni soustavrovnic (A-AMui=0, i=1,2,...,n.

9

Vlastni Cisla a vlastni vektory hledame obecné jako komplexni.
Pokud ma matice 2x2 komplexni vlastni Cisla (feSeni charakteris-
ticke rovnice), potom pri transformaci souradnic v R2 neexistuyi
vektory, které by zachovavaly sm¢ér.

39




[.12. Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice, vlastnosti

Vlastni vektory matice A odpovidajici ruznym vlastnim ¢islum
jsou linearné nezavisle

Matice A ma nulové vlastni Cislo pravé kdyz je singularni.

Je-11 Ai=(a+1b) komplexni vlastni ¢islo matice A a u; je prislusny
vlastni vektor, potom ma tato matice 1 komplexné sdruzené
vlastni Cislo A2=(a-1b) s vlastnim vektorem u> komplexné
sdruzenym k u;.

Je-11 A vlastnim Cislem matice A spolu s vlastnim vektorem u,
potom A? je vlastnim ¢islem matice A* = A.A se stejnym vlastnim
vektorem u.

Je-11 A vlastnim Cislem matice A spolu s vlastnim vektorem u,
potom 1/A je vlastnim ¢islem matice A-! se stejnym vlastnim
vektorem u.

Je-11 A symetrickou Ctvercovou matici, pak vSechna jeji vlastni
Cisla jsou realna. Vlastni vektory odpovidajici ruiznym vlastnim
¢islum jsou v tomto pripad¢ vzajemné kolme.
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