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Matematika I.

III. Diferencialni pocet

III.1. Derivace funkce v bod¢

Definice: Derivaci funkce fv bode xo nazveme hodnotu limity
i (%) = fl2o)
LT—>T0 X — I
pokud existuje a je konecna.

Derivace funkce v bod¢ je Cislo. Je to lokalni vlastnost funkce.
Pokud derivace v bod¢€ xo existuje, fikame, Ze funkce je v tomto bod¢

diferencovatelna.
df

Oznaceni: f’(ﬂfo), d—(wo), dr

Lo

Ekvivalentni definice: lim f(zo +h) — f(@o)
h—0 h




III.1. Derivace funkce v bod¢€ - geometricka interpretace

Geometricka interpretace:

iio Ty '+ h

Ekvivalentni definice: lim f(@o + 1) = f(zo)
h—0 h

T



III.1. Derivace funkce v bod¢€ - geometricka interpretace

_ / _
Geometricka interpretace: y = f@o) + [(wo).(z — o)

f(xo+h) — f(xo)

Ekvivalentni definice: lim
h—0 h




III.1. Derivace funkce v bodé

Nahradime-li v definici derivace funkce v bodé xo limitu Iimitou
zleva (zprava), dostaneme derivaci funkce v bod¢€ xo zleva (zprava):

! ' th)— / : +h) —
o) = i TEOEWZIE0) gy gy S0 J20)

Funkce f ma v bod¢€ xo derivaci pravé tehdy, ma-li v tomto bodé
derivaci zleva a zaroven derivaci zprava a tyto derivace se rovnaji.

Véta: Ma-li funkce f v bod€ xo derivaci zleva (resp. zprava), je
v tomto bod¢ spojita zleva (resp. zprava).

Dusledek: Ma-li funkce f v bodé xoderivaci, je v tomto bod¢ spojita.

e Opacneé tvrzeni k Disledku neplati!

e Pokud je né€ktera z limit nevlastni, fikame, Zze odpovidajici
derivace je nevlastni.




[I1.1. Derivace funkce na mnoziné

Pokud pro kazde¢ x z oteviené mnoziny MCD(f) existuje derivace f'(x),
potom

e funkc1 y = f'(x) budeme nazyvat derivaci funkce f na mnozine M,
e fekneme, Ze funkce f je na mnozin€ M diferencovatelna;

* je-li navic f'(x) spojita funkce, fekneme, ze funkce t je na M spojite
diferencovatelna.

V pripad¢ uzaviencho intervalu pozadujeme navic jednostranné
derivace v krajnich bodech (v levém zprava, v pravém zleva).



II1.2. Vypocet derivace

Véta: Necht’ funkce f a g maji derivace v bod¢ x a necht’ keR.
Potom take funkce k.f, f+g, f—¢ a f.g maji derivace v bod¢ x a plati:
a) [kf]'(x) =kf (),

b) [/+gl'(x)=/"(x) +g'x),

c) [f=gl'x)=/"(x) —g'(x),

d) [1.g]'(x) =/ "(x).g(x) + f(x).g'(x).

Pokud je g(x) 0, potom ma 1 podil f/g derivaci v bod¢ x a plati:
°) H (@) = £ @9(@) — [@) @)

g g*(z)

a) (ku)' =ku’ d (uv)=uv+uw
b) wtv)=u'+v, e) v\  uv—u
b) wu—v)'=u"—v/ '

v V2




II1.2. Derivace elementarnich funkci

a) Mocninné funkce: (x4 =ax*!', a#0, xeR,
1'=0.
b) Exponencialni funkce: (a)'=a'lna, a>0, xeR.

¢) Logaritmické funkce: (loga(x))' = .a>0,a+#1, x>0,

rlna
d) Goniometrické funkce: (sinx)'=cosx, XxER,
(cosx)'=-smmx, xeR.

1

N
(arcsin x) @ :

(arccos x)'=— Vit

e) Cyklometricke funkce: xe(-1, 1),

xe(-1, 1).

Priklady: (tgx)’ (cotg x)’ (sin 2x)’




II1.2. Vypocet derivace

Véta (o derivaci inverzni funkce): Jsou-li f af-! vzajemné
inverzni funkce. Oznaéme y = f-!(x). Ma-li funkce f'v bod¢ y
nenulovou derivaci f '(y), potom ma inverzni funkce v bod¢ x
derivaci, pro kterou plati

Priklady: (arctg x)’ (arccotg x)’ (Ing x)'

Véta (o derivaci slozene funkce): Ve vSech bodech xeD(g), ve
kterych existuji dertvace g'(x) a f '(g(x)) existuje 1 derivace slozené
funkce y = f (g(x)) a plati

[fog]'(x) =1 (g(x)). g'(x).

Priklady: (sin%x)’ [exp(x® + x3 -5)] (sin 2x)’




II1.2. Vypocet derivace

o [In(f(z))] =

o [(f@)7) =

Priklady: (In(z® + 2% — 22+ 1))’ [(sin(z))es=)]’

Poznamka: V pripadé, ze limita }llin% f o + hf)L — f(@o)
=

je nevlastni, budeme hovofit o neviastni derivaci funkce f v bod¢ xo.



II1.4. Derivace vySsich radu

Zderivujeme-li derivaci f’°, dostaneme tzv. druhou derivaci funkce f.
Zderivujeme-l1 druhou derivaci, dostaneme tieti derivaci.

Zderivujeme-l1 n-tou derivaci, dostaneme (n+1)ni derivaci. Tedy:

n-tou derivaci funkce f v bod€ xo nazveme derivaci (n-1)ni derivace

funkce f v bod¢ xo. Pokud tato derivace existuje, fikame, ze funkce f
je v bod¢ xo n-krat diferencovatelnd.
d" f d"y

e pn-tou derivaci budeme znac¢it -—, —Ff, f™, —= ¢y
dx™’ dx™ dx™

» Pf1 tomto znaceni budeme funkci f povazovat za nultou derivaci.

Véta (Leibnitzuv vzorec): Predpokladeyme, Ze existuji n-té
derivace funkci f'a g. Ozna¢me M=D(f ®)ND(g®). Potom n-tou
derivaci soucinu funkci fa g na mnoziné M lze spocitat pomoci

vZzorce: 0 - Y\ i n\ i n .
.91 = f g+ (1>f( Vg’ + (2)f< 2>g”+---++(n>fg< )
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I11.5. Diferencial funkce

flzo +dz) = flzo) +dy

dy = f'(z).dw
/\ f(zo + dz)
diferencial funkce f ] f(zo) +dy
f(zo)
f(xg +dx) = f(xg) + dy + €(x)
. €e(h) /\
lim —= =0 ~ chyba odhadu

Pfiblizny vypocet hodnoty funkce:  v2, V10, In(1,325)

V2 = 1,4142 (chyba = 0, 0858),

V10 = 3,1623 (chyba = 0,0044),
In(1,325) = 0,2814 (chyba = 0, 0436).



II1.6. V¢éty o stiedni hodnoté

f@/ﬁ\ f®)

; ; ;

Véta (nutna podminka pro lokalni extrém): Ma-li funkce v bod¢
xo lokalni extrém a existuje-li f’(xo0), potom je f’(xo) = 0.

(Dukaz lze vést sporem.)

Véta (Rolleova): Necht’ funkce f je takova, ze

(i) je spojita v uzavienem intervalu <a,b)

(ii) v kazdém bod¢ oteviencho intervalu (a,b) existuje derivace f°(x)
(iii) je f(a) = A(D).

Pak existuje bod ¢&e (a,b) takovy, ze (&) = 0.




II1.6. V¢éty o stiedni hodnoté

()

/(a)

—

a £ b

Véta (Lagrangeova véta o stredni hodnoté): Necht' funkce fje
spojita v uzavieném intervalu {a,b) a necht’' ma derivaci v otevre-
ném 1intervalu (a,b). Pak existuje bod e (a,b) takovy, ze

f/(f) _ f(bz)) : i(a)

(Dukaz: plyne z Rolleovy véty na funkci

h(z) = £(@)  fla) - L=

T 0y )

|6




II1.6. V¢éty o stiedni hodnoté

Véta (Cauchyova): Necht’ funkce f(x) a g(x) jsou spojité na
uzavieném intervalu <a,b) a v kazdém bod¢ otevieného intervalu
(a,b) existuji vlastni derivace f’(x), g’(x) a je g’(x) # 0. Potom
existuje bod ¢&e (a,b) takovy, ze

;&) _ f) = fla)

g€  g(b)—g(a)

(Dukaz: plyne z Rolleovy véty na funkci b
h(a) =~ (@) + LT (g(a) — gla)




III.6. L'Hospitalovo pravidlo

Véta (L’Hospitalovo pravidlo): Predpokladeyme, ze ceR* a Ze
limity lim,_,. f(z) a lim,_,.g(x) jsou bud’ ob¢ nulové, nebo obé
nekonecne. Pak plati

/
lim _f(x) = lim f/(x)
r—rC g(aj) r—C g (QE)
existuje-l1 limita vpravo. Podobné tvrzeni plati 1 pro jednostranné
limity.

lm — 250 In(1 + 22) A

lim xlIn(x) lim ( 1 _L>

r—0+ =1+ \xz—1 Inx

et — 1 . 1l—cosx (x_|_2>2$




Priklady na derivace

Najdéte derivaci danych funkci a odpovidajici definicni obory:

"l l': e — 1 ) J ,-" 2 = .2 + or
T — 1\" . - Y = (L ~) \V IL* - 4 § — J "L
‘ ;,.l.‘. —, _+_ )

Vypoctéte druhou derivaci fnkce ¥ = cotgr
Vypoctéte treti derivaci funkce ;= 42 .,

Najdéte rovnice te¢ny a normaly ke grafu funkce f'v bod¢€ [xo, f{x0)]
Rovnici teCny pouzijte pro vypocet priblizné hodnoty v bod¢ x;
26 4+ 3

J* -

.:' :-l’ | —-— .:: .!."; . ".l,; CEa l . .t. ] _— ;3 ::; \[': -l"' —

. .IT|'_| — 1, .-"“ - ()0\

Ve kterém bodé€ paraboly y=x%-2x+5 je jeji teCna kolma k ose
prvniho kvadrantu?

Pod jakym uhlem se protinaji grafy funkci ¥ =

Sl

19



Priklady na derivace

e’ — 1 |
f(x) = — r € (—o00,0) U (0,+00) 5
v - et —1 o v EEEEEE RS
Protoze je lim =1, muzeme -
. x—0 €T g | :
funkci1 f dodefinovat v bodé 0. 1 fa) o 1
v J L) =
Potom uz bude D(f) = R. i T
1 ze® T ef41 2¢7 | H
f(z) = o :,:22 il P Lo e et 7 QZIJBZ—I— 2et 1
X
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III.7. Monotonie funkce

Véta: Necht’ funkce f(x) je spojita v okoli bodu xe(a,b) a existuje
derivace f ’(x). Potom plat1

a) f’(x)>0=> fje v bod¢ x rostouci,

b) /’(x)>0=> fje v bod¢ x neklesajici,

c) f(x) <0=> fje v bod¢ x klesajici,

d) /’(x) <0=> fje v bod¢ x nerostouci.

* £°(x) =0=> bod x je stacionarnim bodem funkce f
» nahradime-l1 ve vét€ derivace v bod¢ jednostrannymi derivacemu,
budeme hovorit o monotonii zleva nebo zprava

Tvrzeni: Pokud je funkce f(x) spojita v okoli bodu xe(a,b) aje v
bod¢ x zaroven zleva rostouci a zprava klesajici, potom mafunkce f
v bod¢ x lokalni maximum. Pokud je zleva klesajici a zprava
rostouci, potom ma v bod¢ x lokalni minimum.

Viimnéte s1, Ze funkce f v bod€ x nemusi mit derivaci (derivace zleva
nemusi byt stejna jako derivace zprava) a presto v ném muze mit

lokalni extrém. i
|



III.7. Monotonie funkce

Véta: Necht” funkce 1 je spojita v uzavieném intervalu {a,b) a ma
derivaci v otevieném intervalu (a,b). Potom plati:

a) f’(x)> 0 pro vSechna xe(a,b) => fje rostouci v <a,b),

b) f’(x) > 0 pro vSechna xe(a,b) => fje neklesajici v {a,b),

c) f’(x) <0 pro vSechna xe(a,b) => fje klesajici v {a,b),

d) f’(x) <0 pro vSechna xe(a,b) => fje nerostouci v {a,b),

e) f’(x) =0 pro vSechna xe(a,b) => fje konstantni v {a,b).

» Rekneme, ze funkce je rostouci (klesajici) na uzavieném intervalu,
je-l1 rostouci (klesajici) ve vnitinich bodech tohoto intervalu a
jednostranné rostouci (klesajici) v jeho krajnich bodech.

e V¢ta plati pouze na souvislem intervalu. Neplati pro sjednoceni
dvou disjunktnich intervalu.

e Pokud plati néktery z bodu a) - d), fikame, Ze interval (a,b) je
intervalem monotonie funkce f.

3
Piiklady: f(z) = 32° + 5:!:2 — 6z +1 flz)=2*—22° -1

22




II1.7. Monotonie funkce

Véta: | ta v uzavieném intervalu <a.b) a ma

derivag ' lu (a,b). Potom plati:

a) 1°( a,b) => fje rostouci v <a,b),

b) f°( a,b) => fje neklesajici v {a,b),

c) f( a,b) => fje klesajici v <a,b),

d) /°( a,b) => fje nerostouci v {a,b),

e) f( (a,b) => fje konstantni v <a,b).

 Reki T O \/ T touci (klesajici) na uzavieném intervalu,
je-li vnitinich bodech tohoto intervalu a
jedng 257 ajici) v jeho krajnich bodech.

* Véta lem intervalu. Neplati pro sjednoceni
dvoy

e Poku =] 1 a) - d), rikame, ze interval (a,b) je
inter] I(ce 1.

Piklady:  f(z) = 32° + a? — 6z + 1 flz) =a* —22° —1

2
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II1.7. Monotonie funkce

|

Véta: | ta v
derivaq lu (a,t
a) f°( a,b) =
b) /7 a,b) =
c) fC a,b) =
d) £ a,b) =
e) /(| a,b) =
e Reki T ouci (

je-li vnitin

jedn( 251 lajici)
e Véta lém 1n

dvoy U.
e Poku 3

2

6x + 1

-2,5

" i a) - Zﬁ
im‘er] I(ce /. o |
_ 2

3
Piiklady: f(z) = 32" 4+ 2% — 62 +1

24



III."7. Konkavnost, konvexnost funkce, inflexni body

Definice: Necht’ bod xo je vnitinim bodem defini¢niho oboru funkce
f. Uvazujme né&jaké okoli Ug(xo) bodu xo. Pro dva body x1,x2e Ug(x0)

0ZNacme  ()(z,, zq,x9) = f(71) + 0~ (f(22) = f(z1)).
o — X1

Rekneme, Ze funkce f je v bodé xo

a) konvexni, jestlize & f(xo0) < O(x0,X1,X2)

b) konkavni, jestlize je  f(xo) > O(x0,x1,x2)

c) linearni, jestlize je  f(xo) = O(xo0,x1,x2)

pro vSechny body x1,x2e Ug(xo0) takove, ze x1 < xo < x2.

S (xo)

X1 X0 X2
25



III."7. Konkavnost, konvexnost funkce, inflexni body

Definice: Jestlize pro kazd¢ ti1 body xo, x1, x2 z intervalu I takove,
ze x1<Xxo0< x2 plati

a) f(xo) < O(xo,x1,x2) => f je v I ryze konvexni,

b) f(xo0) < O(xo0,x1,x2) => [ je v I konvexni,

c) f(xo) > O(xo.x1,x2) => f je v I ryze konkavni,

d) f(xo) > O(xo0,x1,x2) => f je v I konkavni,

e) f(xo) = O(xo.x1,x2) => f je v I linearni.

* Pozor: Je-11 funkce konvexni (konkavni) na disjunktnich interva-
lech I a J, nemusi byt konvexni (konkavni) na jejich sjednoceni!

inflexni bod

X0
26




III."7. Konkavnost, konvexnost funkce, inflexni body

Véta: Necht’ funkce f(x) ma v bode xo druhou derivaci. Potom plati:
a) f7(x0)>0=> fje v xokonvexni,
b) /7 (x0) <0 => fje v xo konkavni.

Véta: Necht’ funkce f(x) je dvakrat diferencovatelna v otevieném
intervalu (a,b). Potom plati:

a) f7(x)> 0 pro vSechna xe(a,b) => fje v (a,b) ryze konvexni,
b) f/(x) > 0 pro vSechna xe(a,b) => fje v (a,b) konvexni,

c) f7(x) <0 pro vSechna xe(a,b) => fje v (a,b) ryze konkavni,
d) f7°(x) <0 pro vSechna xe(a,b) => fje v (a,b) konkavni,

e) f(x)=0 pro vSechna xe(a,b) => fje v (a,b) konstantni.

 V inflexnim bodé druha derivace méni znaménko.

Véta: Necht’ funkce f ma v bodé€ xo druhou derivaci. Potom plati:
a) Je-l1 bod xo inflexnim bodem funkce f, potom je f ’(x0) = O.
b) Je-lif(x0) =0 a f’”(xo0) # 0, je xo inflexnim bodem funkce f.

27




I11.8. Lokalni a globalni extrémy funkce

Véta (nutna podminka pro lokalni extrém): Ma-11 funkce f v bod¢
xo lokalni extrém a existuje-li f’(xo0), potom je f’(xo) = 0.

Véta (postaCujici podminka pro lokalni extrém):

(1) Je-l1 f°(x0) =0 af ’(x0) > 0, potom ma funkce f v bod¢ xo ostré
lokalni minimum

(11) Je-l1 f ’(x0) = 0 a f ”’(x0) < 0, potom ma funkce f v bod¢ xo ostre
lokalni maximum

 lokalni extréemy funkce mohou nastat pouze v tzv. “kritickych”
bodech (pokud existuji):
e vlastni krajni body defini¢niho oboru funkce f
e vlastni krajni body defini¢niho oboru prvni derivace f~’
e nuloveé body prvni derivace, tj feSeni rovnice f’(x) =0

28




I11.8. Lokalni a globalni extrémy funkce

Hledani lokalnich extrému funkce:

e Najdeme vSechny kritické body funkce f.
e V krajnich bodech defini¢nich oboru spo¢teme odpovidajici

jednostranné limity funkce f.

V tvahu bereme pouze ty krajni body,

v nichz je funkce f definovana.

e Ve vnitinich bodech defini¢niho oboru, kde je /’= 0, zjistime zda se
jedna o extrém (viz predchazejici véta) a pokud ano, také spocCteme

funk¢ni hodnoty funkce f .

e Podle intervali monotonie ur€ime, ktera z takto spoc¢tenych hodnot
je lokalni maximum a ktera je lokalnim minimem.

Hledani globalnich extrému funkce:

e Globalni extrémy funkce f vy

e Je-l1 néktera z Iimit funkce v |

pirame z lokalnich extrémau.
critickych bodech a v ptfipadnych

nevlastnich krajnich bodech ¢
lokalnimi maximy (minimy),
neexistuje.

efiniCniho oboru ostie nad (pod) vSemi
potom globalni maximum (minimum)

29



II1.9. Chovani grafu funkce v nevlastnich bodech

A A

Sitkma asymptota kolma asymptota

- Sikma asymptota ve tvaru y = k.x + ¢ existuje pro funkci pokud
* funkce je definovana na okoli 4o

f(z)

¢ eXiStU,ji ob¢ vlastni llmlty lim &—2% = ]{7 lim [f(gj) — k‘gj} = q
r—oo I T — 00
» Kolma asymptota ve tvaru y =g existuje v pripad¢, ze funkce ma
vlastni limitu g v nevlastnim bod¢

» Kolma asymptota ve tvaru x =m existuje v pripadé, ze funkce ma
nevlastni limitu ve vlastnim bod¢ m.
30




[I1.9. VySetrovani prubéhu funkce

* Spocteme prvni a druhou derivaci funkce f.
* Najdeme mnozinu “kritickych bodu™ a zakreslime je do grafu:

* krajni body defini¢niho oboru funkce f (v€etn€ nevlastnich +c0),

e krajni body defini¢niho oboru prvni derivace f°,

* nulové body prvni derivace f,

e krajni body defini¢niho oboru druhé derivace f°,

* nulové body druhe derivace 1.
* Spocteme limity funkce f ve vSech kritickych bodech (je-l1 tfeba

tak jednostrann¢) a zakreslime je do grafu.
* Najdeme Sikmé asymptoty, pokud je tieba.

* Sestavime pomocnou tabulku.

X X1 X2 X3 X1 X3
fx) | fea) | £ | fo(xa) | fxz) | foxs) S Gen1) [frCent) | f (o)
S (x) + -

Jf(x) > RY N

31




II1.9. VySetfovani prub¢hu funkce
3

Priklad: f(r) = - > D(f) = (—0,~2)U(~2,2)U(2,+o0)

f(a) = 02 27) D(f)=D(f), [(0)=0=A2V3)

(4 - x2)22 D) =D(), [f(0)=0

funkce je lichd;  f(0)=0, A—2V3)=3+3, A2V3)=-3V3

Jim f(z) =+too lim  f(z) =400 = lim f(z)

g )= oo I flo)=—co= lip S

asymptoty: x=-2, x=-—2

im AP g T — 1k = i @
T——00 I z——o00 4 — 12 T—+00 X
xgrfmf(x) +x = xli)rg@@ 1 ia;Z =0=¢q = lim f(z)4+=x

32



II1.9. VySetrovani prub¢hu funkce

Ptiklad i
rikiad. —
f(ﬂj) 4 L ZU2
x | —o | =243 | -2 0 +2 | 4293 | 4o
f(x) +00 3\/3 400 | —00 0 +00 | —o0 —3\/3 — 0
() — + + + +
f(x) (R A It ~
oy
; o fovs [
23 | : :
-2, f 12V3

33




II1.10. Kfivost, oskulacni kruznice

Definice: Grafy funkci fa g maji v bod¢ xo styk n-teho radu, je-h
J (x0) = g(x0), [f7(x0) =g’ (x0), ... ,.f ™ (x0) = g™ (x0).

e styk 1. 1adu ma graf funkce se svoji teCnou

e hledeyme ki1vku, ktera bude mit v daném bod¢€ styk 2. radu:

A

Y
Definice: Necht’ funkce fje v bode€ xo

spojita a dvakrat diferencovatelna.
Potom kruznici se stfedem v bod¢

_ B /x 1—|—f’2(330) N 1—|—f’2(5130>
A e AL e

aopoloméru , . sm | Yol ;
P ~ (14 2(20)) > . »
[f" (o) X0 %

nazveme oskulacni kruznici ke grafu funkce f v bod¢ xo. Pfevracenou
hodnotu poloméru A=1/r budeme nazyvat krivosti funkce f v bod¢ xo.
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II1.10. Kfivost, oskulacni kruznice

Odvozeni parametri oskulaéni kruznice:  (z —zs)” + (y —ys)’ =17
y:ys_\/rz_(x_QTS)z => f(:l?o)zys—\/’l“Q—(:Uo—ws)Q (1)
! L — s f/( )_ Xo — IS

y = \/fr'Q _ (:C — xS)Q => o) = \/7“2 _ (330 _ 335)2 (2)

14 o) 1+ (o)
" o__ r2—(zx—zxg) _ 1" _
T V2 — (z—xg)? - [a) V2= (z —as)? ()
12
(2) => /P — (2 —xs)? = “}@?2 = ["(x) = 1;{ S;O)f/(:vo) —
s = 0= 4725 (1+ (a0)
’ 1
=> g — TS = f//((x )) (1 + f/2 370 ) => \/742 37 - xS f”(x()) (1 -+ f/2(£170))

(1+ f(20))

(1) => ys = f(zo) +

1
f//(xo)
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II1.10. Kfivost, oskulacni kruznice

Odvozeni parametri oskulaéni kruznice:  (z —zs)” + (y —ys)’ =17
e — o ~ S=o) 2 e _ f'(=o) 2,
5 f"(xo)(1+f (@0)) ~ T s f”(wo)(lJrf (@)

s = @) + s (L4 F2@))| => £(a0) = ys = g (14 F¥(au)

1 , , 1+ f2(z0))°
r? = (z0 —25)? + (f(x0) —ys)* = 772 (o) (1+f 2($0))2(f *(xo) + 1) = ( f,/g(mO; )
(14 ()Y

/" (o)
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III.11. Tayloruv polynom

Definice: Grafy funkci fa g maji v bod¢ xo styk n-teho radu, je-h
J (x0) = g(x0), [f7(x0) =g’ (x0), ... ,.f ™ (x0) = g™ (x0).

e styk 1. 1adu ma graf funkce se svoji teCnou

e styk 2. radu ma graf funkce se svoji oskula¢ni kruznici

e hledeyme funkci, kterd bude mit s grafem funkce styk fadu #:

Tu(x) = ao + ai(x - xo0) + a2(x - x0)* + ... + a2(x - x0)"

Definice: Necht’ funkce f ma v bod¢€ xo vSechny derivace az do fadu
n. Funkci

To(2) = f(o) + 1-20)

1!

f" (o)
2!

budeme nazyvat Taylorovym polynomem stupné n k funkci f se
sttedem v bod¢ xo.

(n)
L

(x —x0) + (x — 20)° + -

(x — x0)"
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III.11. Tayloruv polynom

y = sin(x)

w

N

D
oI

e

]
N

1
w
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III.11. Tayloruv polynom

y = sin(x)
A
3
Yy
J
2
— | ~
N\
AN N
N\ N N
5 4 \ 2 1 2 3 t
N\ .
- . _
-2
/| - K
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III.11. Tayloruv polynom

— sin(x
Y (z) \ .
\ 3 y p—
\ 2
\
\
\\
N 1 N
N\, \ N
\\\ \\ \ \\\
\ N >
5 4 \ \\ 2 1 2 \ 3 :
\\\ \ X \
NG \\ _
N 7 , B
» \
1
/ =T — =X
/ ~ i
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III.11. Tayloruv polynom

y = sin(x) \ —~
\ ’ y=x
\ 2
\
\
\
1 \ 1
. RN\
\\\ \\ \\\ \\\
\
5 1 \\ N 1 \ ;
- \\ \\ X \
v \\\\ \\ _
/ N \\ P
/ 1 \
/
/
/ -2
/
/ 1
/ . T T Rt
L ) J
.+t 3 L 5
=TT 57 T 0"
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III.11. Tayloruv polynom

y = sin(x)
\ \ A
\ 7 1=
\\ \ / //
\ \ - /
\ \
\ \ Y /
_ \ \ /
E\ | Y \\\ N //
\L \ N\ Y
NN \\ )
5 4 \.\§\\ \\ -2 -1 1 \ 3 \t\ 4 ),
/’—\\\& \\ x \ \\‘\\
// A - 7/ \\
/ ! \ N
/ !
/ i \ \\
// \ \
5 1. 13 \
R U 1 R
=TT 1pp” y=2- 52+ 155% ~ 000"
0 67 T 1200 " 5040"
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III.11. Tayloruv polynom

y==¢€

w

N\

1
N

1
w

5132 LUS 334 5135
—1 ot L
y=ltrt ot e T o T 190
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III.11. Tayloruv polynom

y==¢€

w

N\

1
N

1
w

¢ 3
2 3 CE‘4 5135

— o4 = —+—+
YT T T 21 T 120
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III.11. Tayloruv polynom

y==¢€

w

1
N

1
w

5172 .’,US 334 5135
—1 ot L
y=ltrt ot e T o T 190
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III.11. Tayloruv polynom

y==~e€
\ A /
\ , /
\
\ y
N
/"
— >
5 4 3 2, pd 1 0 1 > ) 4
/ X
/
/
/
/
-2
/
/
3
/ 2 3 4 5

4o+ =4 —
YT T T 21 T 120
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III.11. Tayloruv polynom

Yy==e
\ ) /
\
A\ )
\
N\
\\ \ y
\\ 1
\\ N
N
/’
5 4 3 2, //4 1 0 1 > ; 4 >
/ X
/
/
/
/
/
/
/ 9 3 4 5

4o+ =4 —
YT T T 21 T 120
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III.11. Tayloruv polynom

y==~e€
\ 1 /
\ /
A\ 2
\
N\
\ \ y
\ 1
\
N\ AN
N
= 4/ i
5 1 3 S e -1 0 1 > ) 4 >
d X
/ g ///
/ .
/
/)
[/
/ :
/
[ /]
/
/ / J 2 3 4 5}

4o+ =4 —
YT T T 21 T 120
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III.11. Tayloruv polynom

Véta (Taylorova): Necht' funkce / ma derivace az do fadu n+1
(vCetné) v otevieneém 1ntervalu (a,b). Necht’ bod xoje vnitinim
bodem tohoto intervalu. Potom pro kazdé x€(a,b) existuje bod
ce (x,xo0) tak, ze
f(x) = Ta(x) + Rn+1(x),
f D (€)

o (7) = (n+1)! (&= )"

kde

e funkce R,+1(x) predstavuje tzv. Lagrangetiv tvar zbytku.

Definice: Necht' funkce f je v bod¢ xo neomezené diferencovatelna.

Radu 0 £(p)
Tf(x) _ Z f n('$0) (.’13 . xo)n
n=0 )

nazvvame Tavilorovym rozvojem funkce f se stredem v bodé xo.

49



III.11. Tayloruv polynom

Priklady:
x — 2
1) Urcete prubéh funkce ¥ = 5=

tg(x)

2) Najdéte Tayloruv polynom 2. stupné funkce y = v x0=0

3) Urcete hodnotu In(1,182) s pfesnosti 103 (pfesné 0,1672079)

4) Najdéte vSechny kofeny rovnice x3-3x?°-9x+5=0
Inx+5=x




[I1.11. Numerické reseni nelinearnich rovnic

Kofen rovnice: bod EeD(f), pro ktery plati /(&) =0

Hledani kofenu metodou postupnych aproximaci (1teracni metoda):

(1) provedeme separaci korenti

(11) zvolime pocatecni aproximaci xo

(111) postupné€ vytvarime iteracni posloupnost {xn} takovou, ze
limp—exn =&, kde & je kofenem rovnice f (&) =0

(iv) pro kazdy Clen iteracni posloupnosti provedeme odhad chyby yx
takovy,ze yn=|xn-&| a 7n—0

(v) 1teraci ukonCime pokud chyba klesne pod predem stanovenou

mez €
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[I1.11. Numerické reseni nelinearnich rovnic

Metoda piileni intervalu

(1) provedeme separaci korene => pocatecni interval <{a,b) takovy,

se fla).fib) <0

(11) zvolime pocateCni aproximaci xo = (a+b)/2

(111) pokud je fla).f{xn) <0, zvolime b =xn, jinak a =xn,

(iv) opakujeme (i11) dokud |a-b|<¢

(v) 1teraci ukonCime pokud chyba klesne pod pifedem stanovenou

mez €
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[I1.11. Numerické reseni nelinearnich rovnic

Metoda teCen (Newtonova metoda)

(1) provedeme separaci kofene => najdeme pocatecCni interval {a,b)
takovy, Ze
- fa)f(b) <0,
- funkce f ma ve vSech bodech {a,b) druhou derivaci, 1’ ktera zde

nemeéni znaménko a
- f°je na celém intervalu nenulova
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[I1.11. Numerické reseni nelinearnich rovnic

Metoda teCen (Newtonova metoda)

(1) provedeme separaci kofene => najdeme pocatecCni interval {a,b)
takovy, Ze
- Aa)f(b) <0,
- funkce f ma ve vSech bodech {a,b) druhou derivaci, 1’ ktera zde

nem¢eni znameénko a
- f’je na celém intervalu nenulova
(i) zvolime pocateCni aproximaci xo takovou, ze f(xo0).f’(x0) > 0
(muzeme volit jeden z krajnich bodu a nebo b)
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[I1.11. Numerické reseni nelinearnich rovnic

Metoda teCen (Newtonova metoda)

(1) provedeme separaci kofene => najdeme pocatecCni interval {a,b)
takovy, Ze
- Na) f(b) <0,
- funkce f ma ve vSech bodech {a,b) druhou derivaci, 1’ ktera zde

neméeni znamenko a

- f’je na celém intervalu nenulova

(i) zvolime pocatecni aproximaci xo takovou, ze f(xo).f(x0) >0
(muzeme volit jeden z krajnich bodu a nebo b)

(=)

f'(zn)

(111) polozime =41 =z,
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[I1.11. Numerické reseni nelinearnich rovnic

Metoda teCen (Newtonova metoda)

(1) provedeme separaci kofene => najdeme pocatecCni interval {a,b)
takovy, Ze
- Na) f(b) <0,
- funkce f ma ve vSech bodech {a,b) druhou derivaci, 1’ ktera zde

neméeni znamenko a

- f’je na celém intervalu nenulova

(i) zvolime pocatecni aproximaci xo takovou, ze f(xo).f(x0) >0
(muzeme volit jeden z kragn)ich bodu a nebo b)

f(x
f'(zn)
(1v) opakujeme (i11) dokud nedosdahneme

f (2n)]

lz, — & < < €

(111) polozime =41 =z,

mingeqpy [ f/ ()] ~ . —
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[I1.11. Numerické reseni nelinearnich rovnic

Metoda teCen (Newtonova metoda)

(1) provedeme separaci kofene => najdeme pocatecCni interval {a,b)
takovy, Ze
- Na) f(b) <0,
- funkce f ma ve vSech bodech {a,b) druhou derivaci, 1 ktera zde

nem¢éni znamenko a

- f’je na celém intervalu nenulova

(11) zvolime pocatecni aproximaci xo takovou, ze f(xo).f ”(x0) > 0
(muzeme volit jeden z kragn)ich bodu a nebo b)

f(x
f'(n)

(1v) opakujeme (111) dokud nedosahneme
f(2n)]

minge 4,5y | f'(2)

(111) polozime zn4+1 =z,

(v) 1teraci ukonCime pokud chyba klesne —
pod pfedem stanovenou mez &
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