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Matematika I.

IV. Integralni pocet

IV.1. Primitivni funkce, neurCity integral

Definice: Jsou-l1 I a f funkce definované¢ na intervalu I s krajnimi
body a, b € R* a plati, Ze

a) F’(x)=f(x)pro vSechna x € (a,b),

b) F+’(x)=f(a) pokud a €1,

c) F(x)=f(b)pokud b €1,

nazyvame funkce F(x) primitivni funkci k funkci f (x) na intervalu 1.

Véta (o existenci primtivni funkce): Je-l1 funkce f spojita v inter-
valu I, pak k funkci f existuje v intervalu I primitivni funkce.




IV.1. Primitivni funkce, neurcity integral

* je-li F(x) primitivni funkci k funkci f(x) v intervalu I, potom 1
funkce G(x) = F(x) + C je primitivni funki k f(x) na intervalu I

* jsou-l1 F(x) a G(x) primitivni funkce k funkci f(x) v intervalu I,
pak existuje realna konstanta C takova, ze C = G(x) — F(x)

* jsou-l1 F(x) a G(x) primitivni funkce k funkcim f(x)ag(x) v
intervalu I, potom je soucet F(x) + G(x) primitivni funkce k
funkci f(x) + g (x) v intervalu I

Definice: MnoZinu vSech primitivnich funkci k funkci f v inter-
valu I nazyvame neurcitym integrdalem funkce f v intervalu I.

/ f(x)dz, zel / f(2)dz / fdx

/f(a:)d.:c:F(:c)JrC rel

5 X integracni konstanta




IV.2. Vypocet neurciteho integralu

Véta (o linearité integralu): Jsou-li fa g funkce integrovatelne v
intervalu I a a, b € R jsou libovolne realn¢ konstanty, potom plati

/ (a.f(x) + b.g(x))de = a / F(@)dz + b / o(z)dz + C.

Specialné plati, Ze: / a.fdr = a / fdzx,

/(erg)dx:/fder/gdx.

Véta (o integraci per-partes): Jsou-li fa g funkce spojité
diferencovateln¢ funkce v intervalu I, pak v tomto intervalu plati

[ F@ga)ds = f@)g@) - [ 1)y

(f.9) =g+ = f.g:/f’gdx—l—/fg’dm = tvrzeni véty
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IV.2. Vypocet neurciteho integralu

., 1
a) Mocninn¢ funkce: / rdr = G—H:ca“ +C, a#-1, xeR,

1
/—daz=1n]x|+0, x £ -1
T

T

b) Exponencialni funkce: / o dx = — + C, a>0, a#1, xeR.

Ina

d) Goniometrické funkce: / sin(z)dxr = —cos(z) + C, X€ER,

/cos(az)d:c = sin(z) + C, XER.



IV.2. Vypocet neurciteho integralu

Z tabulky derivaci elementarnich funkci plynou dalsi “tabulkove”
integraly:

1 1
a) / dx = tgx + C, / 5 dxr = —cotgx + C.

cos? x sin® &

! dx = ' C
b) T v = arcsinx + C' = —arccosz + D.

1
d) / 522 dr = arctge + C' = —arccotgr + D.

e” sin xdx,

Pi"iklady: /($2 4 37 — Q)de% /0032 xdzr,

1 3x2 — 2
/ 1+ xQ)ndx, / o Y 1da:, /tg:vdx
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IV.3. Integrace substituci

Véta (o integraci substituci): Necht’ f (x) je spojita funkce v inter-
valu I a funkce x = g(¢) je spojité diferencovatelna v intervalu J a je

g(J) c 1. Potom plati

[ f@dz= [ £(s0).g' 0

proxel, rel.

Tuto vétu 1ze pouzit obéma sméry: “zleva doprava” (substitu¢ni
metoda I) 1 “zprava doleva” (substitu¢ni metoda 2):

:/:U\/4—$2dx )

: /\/4—az2dx :

Obvykle jednodussi, byva “vidét” na prvni pohled.
Musime urcit f(g), g(¥) a 2°(¢).

Ud¢lame substituci: g(¢)=x, g’(¢)dr=dx.

Nakonec provedeme zpétnou substituci: =g !(x)

Je komplikovang;si v tom, Ze j1 musime “nalezt”.
Musime urcit substituci ve tvaru: x=g(¢), dx=g’(¢)d¢
Po zintegrovani provedeme zpétnou substituci: =g!(x)
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IV.4. Integrace racionalni funkce

Véta (o rozkladu polynomu): Necht’ O,,(x) je mnohoclen stupné

m > 1. Potom

1) je-li a k-nasobnym realnym kofenem funkce On(x), pak
Om(x) = (x-0)5. Un-r(x)

11) je-li f k-nasobnym komplexnim kofenem funkce Ox(x), pak tato
funkce ma 1 k-ndsobnym komplexné sdruzeny kotren y a plati
Om(x) = (=-BY(x-p)-. Un-26(x) = (x* +px+q)*. Um-26(x), kde
X +px+q = (x-)(x-y).

Je-1i O3(x) = rx*+ sx + ¢t polynom stupné 3, potom jsou pouze Ctyfi

moznosti: i)  Qs(x) = r(x-a)(x-P)(x-y),
i) O3(x) = r(x-a)(x-)?,
i)  QO3(x) = r(x-a)’,
iv)  Os(x) = r(x-a)(x*+px+q)

Priklad: Najdéte kofeny rovnice x3-2x2-5x+6=0




IV.4. Integrace racionalni funkce

o Pn(x>
 Qu(z)
Pokud je n > m, pak 1ze f(x) rozd€lit na polynom stupné m-n a ryze
L Sk
Qm(z)’

Racionalni (lomena) funkce: f(z)

racionalni funkci: f(x) = Rp—m(x) k<m.

Véta (o rozkladu racionalni funkce na parcialni zlomky):

Necht' f(z) = 5”((3;)) je ryze racionalni funkce.

1) je-li xo A-nasobnym realnym kofenem funkce On(x), pak
existuji konstanty A1, ...,Ax a polynomy P*,.i(x) a O*n-(x) tak,
ze Ay A Ak Py (x)
R A I LA N 5
i1) je-li x1 kA-ndsobnym komplexnim kofenem funkce On(x), pak
existuji konstanty By, ...,Bx, Ci, ...,Cr a polynomy P*,.21(x) a
O*n2i(x) tak, Ze

B1 an C’laz B2 == CQZC Bk an Ckﬂi P:_ (33)
f(z) = — T3 3 T T TS s
2 +pr+q (22 +pr+q) (22 + pr + q) m—2k(Z)




IV.4. Integrace racionalni funkce

Je-11 yjmenovatel stupné 2, Ize racionalni funkci rozlozit pouze v
pripad¢, ze ymenovatel ma realné koreny:

ar + b A B

7‘$2-|—833—|-t::€—04+x—6 nebo

ax+b  C
re? +sr+t (v —7)?

Je-11 ymenovatel stupné 3, jsou opét pouze Ctyf1 moznosti:

. P(x) A b C v 1 s o a1y
7) 0:0) @ —o) + = 7) + (x—) (tf1 realné ruzné koteny)
i) Py(z) A N B N C (dva realné rizné koteny,
Qs3(z) (z—a) (z—8) (z—0F)°  jeden dvojnisobny)
o o) A B ¢ (jeden realny trojnasobny
_ n n y trojnasobny
" Q@) “@-a) T w-a” T@-aP  kofen)
Paz) A Bz +C jeden readlny a dva kom-
Y @) @ @iprte J 4

plexn¢ sdruzené¢ koteny)



IV.4. Integrace racionalni funkce

1 3
d d
/1—x23j /x3—7x—|—6x
/2:132—|—1d / r— 1 g
T T
2(x +1)3 a3 + 4a? + —Tx 4 2

/ 3 +5 ;
x
x3 + 222 + 3x




IV.5. Vybrane specialni substituce

1) /sm .cos"(x) dx

Priklady: / sin” () cos®(z) du, / sin”(z) cos*(z) dz, / cos”(2x) da

2) /R(sin(az), cos(z)) d t = tg(g)

Priklady: / 1 —sinx iz, / sin® iz / Cf)th.CE "

1+ cosx 3+ cosx sin” x




IV.5. Vybrane specialni substituce

D [fln i) =
Priklady: / 3 / [
\/2:13—|—1dx7 \/Ex—l / x—ldx

4) /R(x,\/a$2—|—ba:—|—c)daj a< 0 = t= p-z

r —

a>0 = \/a$2—|—bx—|—c:t—|—\/ax

dx

Priklady: / 22 /4— 22 da

1
/\/x2+x+1+x




IV.6. Riemanuv integral

UrcCity integral (je jich cela rada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

A

fx)




IV.6. Riemanuv integral

Urcity integral (je jich cela fada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuv, ...)

A

Jx) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?

a b

Déleni intervalu <a.b): D= {x0,x1, ..., x%n: a=x0<x1<...<xn=b}

norma déleni D: ||D|| = maz{Az; : Ax; =x; —x;_1;i=1,...,n}



IV.6. Riemanuv integral

UrcCity integral (je jich cela rada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

A
fx) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?
a  Xi X2 X3 X4 X5 Xe X7 X8 Xo. Xi0 Xl .. Xnl b
& 0&H 8 & & &b & & S o o Ga &
Déleni intervalu <a.b): D= {x0,x1, ..., x%n: a=x0<x1<...<xn=b}

norma déleni D: ||D|| = max{Axz; : Nx; =x; —x;_1 ;i=1,...,n}

vybér z intervalu <a,b): V=A{&, <&, ..., G Giexi; xw, i=1,..., n}



IV.6. Riemanuyv integral

UrcCity integral (je jich cela rada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

A
fx) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?
a  Xi X2 X3 X4 X5 Xe X7 X8 Xo. Xi0 Xl .. Xnl b
& 0&H 8 & & &b & & S o o Ga &
Déleni intervalu <a.b): D= {x0,x1, ..., x%n: a=x0<x1<...<xn=b}

norma déleni D: ||D|| = max{Axz; : Nx; =x; —x;_1 ;i=1,...,n}

vybér z intervalu <a,b): V=A{&, <&, ..., G Giexi; xw, i=1,..., n}

n

Riemanty soutet:  s(f,D,V) =) f(&)Ax;

1=1




IV.6. Riemanuyv integral

UrcCity integral (je jich cela rada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

A

fx) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?

a b

b
m = minimum funkce f na intervalu <a,b) => (b—a).m < / f(x)dx

n

Riemanty soutet:  s(f,D,V) =) f(&)Ax;

1=1




IV.6. Riemanuv integral

UrcCity integral (je jich cela rada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

fx) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?

a b

b
m = minimum funkce f na intervalu <a,b) => (b—a).m < / f(x)dx

a

b
M = maximum funkce f na intervalu <{a,b) => / fx)de < (b—a).M



IV.6. Riemanuv integral

UrcCity integral (je jich cela rada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

fx) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?

a b

b
m = minimum funkce f na intervalu <a,b) => (b—a).m < / f(x)dx

a

b
M = maximum funkce f na intervalu <{a,b) => / fx)de < (b—a).M

/abf(x)d:z: — (b—a).u

W je tzv. stredni hodnota integralu funkce f na intervalu <{a,b)



IV.6. Riemanuv integral

/ f(z)dz = plocha mezi grafem funkce a osou x nad intervalem <a,b)

A b a
Jx) Ziejme plati: flx)de = — | f(z)dz

a b

. a<c<b:>/f dx—/f d:z:+/cf )dx

(linearita vzhledem k mezim)

o /ab(’l“f()JrSg( ))da:—r/f dx+s/ g(x)dr, r,s € R

a

(linearita vzhledem k funkci)



IV.6. Riemanuv integral

Véta (o existenci Riemanova integralu): Necht’ / (x) je spojita
funkce v intervalu {a,b). Potom existuje Riemanuv integral

/a b f(x)dz

Rikame, Ze funkce fje integrovatelnd na intervalu {a,b).

Véta: Necht’ jsou funkce fa g ob¢€ integrovatelné v intervalu <a,b).

a) Je-li {c,d)c{a,b), potom jsou tyto funkce integrovatelna take v
intervalu <c,d).

b) Lisi-li se funkce fa g v intervalu {a,b) pouze v koneCn¢ mnoha

bodech, potom je b b
| f@ids= [ glaia

c) Je-li f(x) < g (x)pro vSechna x € {a,b), potom je take

/a  F@)de < / ’ oe)da




IV.6. Vypocet Riemanova integralu

Véta (Newtonova-Leibnitzova formule): Necht' / (x) je spojita
funkce v intervalu {a,b) a F’ je primitivni funkce k f v {a,b).

b
Potom / f(z)dx = [F(x)}z = F(b) — F(a)

1 7T/2 1
/ (42° + 2z — 5)dx, / dx
—1 0

b+ 4sinx

Véta (o integraci per partes): Necht funkce fa g maji spojite
derivace v intervalu {a,b). Potom

/ f(x)g(x)de = [f(x)g(a:)]z _/ (@) (2)da.

2 7T
/ z.e*rdz, / sin®(z)dz,
0 0

25




IV.6. Vypocet Riemanova integralu

Véta (o integraci substituci): Necht' funkce g ma spojitou derivaci
v intervalu {a,b) a zobrazuje {a,b) do intervalu J. Necht funkce fje

spojita v J. Potom o(5)
/ f(g x)dr = / f(s)ds.
g(a)

L 20 — 3 i -
/ A sin 4x dx,
2
_1 L7 — 3x —+ 8 0
/2 /2
/ V4 — 22dz, / sin® x cos* z dx,
0 —7/2
/2
/2 arcsinx ] / / 1 dr
L 0 9+4sinz

o V(1 —a?)?

26




IV.7. Riemaniv integral jako funkce horni meze

Predpokladejme, ze funkce fje integrovatelnd na intervalu <a,b).
Pro kazdé x € {a,b) muzeme definovat funkc1i P(x) = / x f(t)dt
Plati: a

e Funkce P(x) je spojita v <a,b).

o Ve V§€Ch bodech x €<a,b) ve kterych je funkce f spojita je

=i /f )t =

e Je-l1 f(x) spojita v intervalu I, potom funkce P(x) je jeji
primitivni funkci v L.

o Je-l1 f(x) spojita, g(x) a h(x) jsou diferencovatelné v intervalu I,
potom pro x € I plati

h(x)
9 = (@) ) 1)@

g(x)




IV.8. Aplikace Riemanova integralu

Véta (ploSny obsah oblasti ohranicené krivkami): Necht’ O je
oblast v R? ohrani¢ena grafy spojitych funkci f'a ¢ nad intervalem
(a,by: O={[x,y]eR?: g(x) <y <f(x), x€{a,b)}. Potom plo$Sny obsah
teto oblasti je dan vztahem

PO) = [ (@)~ gla))de

Priklad: Vypoctéte obsah oblasti ohrani¢ené kiivkami fi y=1 - x?
a g y=x2

g

28



IV.8. Aplikace Riemanova integralu

Hmotnost homogenni rovinn¢ plochy:

m:p/abf(x)dx

Statické momenty homogenni rovinné plochy:

b

b
My = g/a fA(x)dz, m, :p/a xf(x)dr

W W o\

My, My
T =—, Yr = —.

™m m
Momenty setrvacnosti homogenni rovinné plochy:

b

b
Jr = g/a 2 (x)dz, J, :p/a z° f(x)dx

29



IV.8. Aplikace Riemanova integralu

W W ® W

W W * W

vyfiznuté z materialu s hustotou hmotnosti p=1,15 g/cm? a ohranice-
né kiivkami f: y=1-x> a g y=x2

30




IV.8. Aplikace Riemanova integralu

Véta (objem rotacniho télesa): Necht' funkce fje spojita a neza-
porna na intervalu {a,b). Uvazujme téleso 7'v R3, které vznikne
rotaci Casti grafu funkce f nad intervalem {a,b) kolem osy x. Potom
objem télesa 7' je dan vztahem

b
V(T) = 77/ f2(x)dx

Priklad: Odvod’te vzorec pro objem komolého rota¢niho kuzele
s polomeéry podstav r1, r2 a vySkou 4.

[V = %h (fr% + ri7r9 + r%)

31



IV.8. Aplikace Riemanova integralu

Hmotnost homogenniho rota¢niho télesa:

b
m = pw/ f2(z)dz

Statické momenty homogenniho rota¢niho télesa:

b
Mg = Mgy =0, My, = ,077/ zf?(z)dx

Souradnice téziSté homogenniho rotaCniho télesa:

T — , yT:ZT:O.
m

Momenty setrvacnosti homogenniho rotacniho télesa vzhledem k
ose rotace:

b
Jr = %/a f4(x)de.

32




IV.8. Aplikace Riemanova integralu

Véta (objem rotacniho télesa): Necht' funkce fje spojita a neza-
porna na intervalu {a,b). Uvazujme téleso 7'v R3, které vznikne
rotaci Casti grafu funkce f nad intervalem {a,b) kolem osy x. Potom
objem télesa 7' je dan vztahem

vy == [ P

Priklad: Odvod’te vzorec pro objem komolého rota¢niho kuzele
s polomeéry podstav r1, r2 a vySkou 4.

V = Wgh ("“1 + rir9 + r2)]

wh?
My = T (frl + 2r17r9 + 37’2)]
e h (12 + 2r179 + 37“2)]
=y (12 + rirg +15)

33



IV.8. Aplikace Riemanova integralu

Véta (povrch plasté rotacniho télesa): Necht’ funkce fje spojita a
nezaporna na intervalu {a,b). Uvazujme téleso T v R?, které vznikne
rotaci Cast1 grafu funkce f nad intervalem <{a,b) kolem osy x. Potom
povrch plasté rotaCniho télesa T je dan vztahem

’ 2
S(T) = 277/ f(x)\v/l + (f(z)) dx

a

Priklad: Odvodte vzorec pro povrch plast€¢ komolého rotacniho
kuzele s poloméry podstav 1, 2 a vySkou A.

S:ﬂ'(Tl —I—Tg)\/hQ—l—(Tl—Tg

34



IV.8. Aplikace Riemanova integralu

Véta (délka casti grafu funkce): Necht’ funkce f je spojita na
intervalu <a,b). D¢lka grafu funkce f nad intervalem <a,b) je rovna

z:/ab 1+ (F(2)) da

Hmotnost homogenni rovinne kiivky:

m:p/ab \/1+ (f’(x))de

Statické momenty homogenni rovinne kiivky:

My = p/ab f(a:)\/l + (f’(a:))2dx, My, = p/abx\/l + (f/(x))Qda:

W W o\

my My
rr = —, Yr =
m m

35




IV.8. Aplikace Riemanova integralu

Piiklad: Retézovka je kiivka definovana grafem funkce

= r e R

..............................................

1 1 L 1 1 | 1 1 |
.5 -4 '3 .2 "1 0 i '2 'a '4 's

Spoctéte delku retézovky proa=1 a x €<-2, 2).

36




IV. 9. Poruseni predpokladi, nevlastni integral

Predpoklady pro existenci Riemanova integralu dle definice:
(1) interval <{a,b) je omezeny,
(11) funkce fje v intervalu <a,b) spojita a omezena.

1) Funkce f je vomezenem intervalu <{a,b) nespojita, ale omezena:
Je-1i funkce f v intervalu <{a,b) spojita “po Castech”, potom existuje
déleni intervalu <a,b) {co,C1, ..., ck: a=co<c2<...<ck= b} takove,
ze funkce f je v kazdém intervalu  ¢j-1, ¢j, j=1,..., k spojita. Potom

/ab fz)de = / f(a:)da;+/: f(x)da;+...+/c:’“l f(2)da

2) Funkce f je v omezeném intervalu (a,b) spojita, ale neomezena:
V takoveém pripad¢ je funkce f v kazdém intervalu {u,v), a <u < v < b,
integrovatelna a polozime

/abf(:v)dx= lim ( lim /uvf(a:)da:> = lim F(v)— lim F(u)

u—a+ \ v—b— v—b— u—a-+

pokud tyto limity existuji a vyraz na prave strané ma smysl.
37



IV. 9. Poruseni predpokladi, nevlastni integral

Predpoklady pro existenci Riemanova integralu dle definice:
(1) interval <{a,b) je omezeny,
(11) funkce fje v intervalu <a,b) spojita a omezena.

3) Funkce f je spojita v neomezeneém intervalu (a,b):
V takovém pripad¢ je funkce f v kazdém intervalu {u,v), a <u < v < b,
integrovatelna a polozime
b v
[ t@ie = jim (Jim [ p@)ds) = tm P - Jin Fa)

pokud tyto limity existuji a vyraz na prave stran¢ ma smysl.

Poznamka:

a) Pokud je hodnota funkce f(x) nevlastni v nékterém z krajnich bodu
omezeneho intervalu {a,by, fikame, ze se jedna o nevlastni integral
viivem funkce.

b) Pokud je néktery z krajnich bodu intervalu <a,b) nevlastni, fikame,
ze se jedna o nevlastni integral viivem meze.

38




IV. 9. Poruseni predpokladi, nevlastni integral

Priklad: Rozhodnéte vypoCtem zda konverguji nevlastni integraly

dx dx.

y 05T /

0,25

025

3,2 2,4 -1,6 0.8 0 08 16 24 3.2
~
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

Existuji integraly, které nelze vyjadrit pomoci konecného poctu
elementarnich funkci, nebo jejichz vysledek je velmi komplikovany.

1 . 1 00 N 5
Priklady: / T / Vze “dr, / e di, dz
0 0 Inx

Xz — 00 2

Priblizny vypocet 1ze provest:

a) rozvojem v Taylorovu rfadu a integraci ¢len po Clenu,

b) numerickou integraci pomoci Lagrangeovych interpola¢nich
polynomu.

Gama funkce: F(z):/ t*~le~tdt
0

Beta funkce:
t# ! ['(z)T'(q)

B = [ 700 = | et = Ty
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

1) Obdélnikova metoda:

10

4]




IV.10. Numericky vypocCet Riemanova integralu

1) Obdélnikova metoda:

A

Jx)

a Xi X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 ... Xn1 b

oznacéme f(xi) =yi, h = (Xi+1 - Xi):

[ s Zhyz—h[yo+y1+ Y]
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

1) Lichobéznikova metoda:

10 -

) I _‘_ —‘ = ‘_ — ‘ '
+5 - \

10
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IV.10. Numericky vypocCet Riemanova integralu

1) Lichobéznikova metoda:

A

Jx)

a Xi X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 ... Xn1 b

b
(yi— +yz h
f(x)dr =~ L h ! = —lyo+2y1 + - + 2Yn—1 + Yn
. 2

b

My, kde M> je max |f (x)| na <a,b)
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

2) Simpsonova metoda:

10

-10 -
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

2) Simpsonova metoda:

(i ) L V1)

Lo=ax?*+ bx + ¢, xe {xixitom)

 (Xi+2n, Yit2)

Lo(x:) = ax;* " bxi +c =y
Lo(xi+h) =a(xith)? + b(xith) +c¢= Yi+1
Lo(xit2h) = a(xi+2h)? + b(xi+2h) + ¢ = yi+2

=> ¢ = y;-axi- bxi

a(2hxi+ h?) + bh = Vi+1 - Vi
a(2hx;+3h%) + bh = Vi+2 - Vi+l
2ah? = yi+2- 2Yi+1 T yi

e — 1
b — y'l‘|‘2 y’b‘l']-

- — a(2z; + 3h) . @ =53 (Yit2 — 2Yiv1 + ¥i)




IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

2) Simpsonova metoda:

Lo=ax?*+ bx + ¢, xe {xixitom)

xi+2h 3 b 2 x;+2h
P, = / Lo(z)dx = [% + % + c:z:]

Xq

8
= 2axih + dax;h? + gahS + 2bx;h + 2bh* + 2ch

Lo(x:) = ax;? + bx; +c =y => | ¢ = y;- axi’ - bx;

Lz(xi-l-h) = a(xl-—l—h)z T b(xi+h) T C = )i+l
Lo(xit2h) = a(xi+2h)? + b(xi+2h) + ¢ = yi+2

a(2hxi+ h?) + bh = Vi+1 - Vi
a(2hx;+3h%) + bh = Vi+2 - Vi+l
2ah? = yi+2- 2Yi+1 T yi

o — 1
p— Jit? 7 Jitl _ a(2xi + Sh) ©=753 (yi—|—2 — 2yi41 + yi)




IV.10. Numericky vypocCet Riemanova integralu

2) Simpsonova metoda:

fiol N

SN

a X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 ... X1 D
b n
- Agjo: ,
[ $@da 1, = 3o pl2 W )
a

1=1

h
_ g[yo + 4y1 + 2y2 + 4y3 + -+ 2y2n—2 + 4y2n—1 + an]

| / " F@)de — Lo,

b—a

<
- 180

h* My, kde Ma je max |[f¥(x)| na {a,b)
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IV.11. ....atojevse:)

5. Vypocitejte nasledujici integraly. Nezapomente na intervaly jejich existence.

a) / In® z dz

a) /'r\/l——rzdr

a) /(:c2+2) sinz dz
a) /:c61na: dz
a) /(lna:—l— Vinz) % dz,

a) /01(4 — 3x) e’ dz,

49

b) / (cos® p + cos® ) dip

—4
b) / o da

2 — 8 + 12

b g
) /\/16—:1:4 !

b) / sin(2 — 3p) dy

b) /(2 — 3z) cos bx dx

2
T
b)/x3+8d:c.




IV.11. ....atojevse:)

1
6. a) Vypocitejte integraly / Vzdz
0

b) Nacrtnéte obrazec, ktery je omezen osou z a grafy funkei y = /z, y = 2 — .
Vypocitejte obsah tohoto obrazce.

¢) Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci tohoto obrazce kolem osy .

6. a) Urcete defini¢ni obor a nacrtnéte graf funkce y = v/z — 1.

b) Nacrtnéte obrazec ohranic¢eny kiivkami y =y — 1,z =0,y=0ay =1
a vypocitejte jeho plosny obsah.

c¢) Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci tohoto obrazce kolem osy y.

6. Je ddna funkce f(z) = sin®z cosz.

a) Najdéte neurcity integral funkce f (vCetné intervalu existence).
b) Vypocitejte urcity integral [ f(z)dz.

c) Urcete stfedni hodnotu funkce f na intervalu (0, 27),

1 b
tj. hodnotu p = - a_/ f(z)dz.
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IV.11. ....atojevse:)

6x + 2
(22 —1)(z + 3)°

a) Vypocitejte integral [ f(z)dz. Urcete intervaly existence.

6. Je dana funkce f(z) =

b) Vypocitejte obsah obrazce, ktery je pro z € (2,4) ohrani¢en osou z a kfivkou
y = f(z). Vysledek upravte.

¢) Rozhodnéte vypottem, zda konverguje nevlastni integral | 1+°° f(z)dz.

6. a) Vypocitejte integral (uved'te téz interval existence):  [(3z + 2) cosz dz

b) Vypocitejte obsah obrazce, ktery je pro x € (0,7/2) ohranic¢en osou z a kfivkou
y = (3z + 2) cos .

B 1
442

6. a) Najdéte primitivni funkci (téz interval existence) k funkci f(z)

b) Vypocitejte obsah obrazce, ktery je ohranicen osou z a kiivkami

Y

=4+$2,x=0,x=2.

¢) Vypocitejte nevlastni integral fj;o f(z)dz.
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IV.I1. ....atojevse:)

D¢kujt za pozornost a prej1 uspesnou zkousku.

... a take hezké Vanoce a stastny Novy rok!
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