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Nevlastni integral ( pracovni text)

Piipadné ndméty k tomuto textu sdélte laskavé F. Mrazovi (e-mail: Frantisek.Mraz@Qfs.cvut.cz )

Definice Riemannova integralu ff f(x) dx predpoklada, Ze interval (a,b) je omezeny a funkce f
je v ném omezend. Pokud tento pfedpoklad neni splnén, pak Riemanntv integril neexistuje. Presto
mohou nastat situace, ve kterych je vhodné se takovym integralem zabyvat.

Piedpokladejme, ze Riemanntv integral dand funkce f v intervalu (a,b) neexistuje, ze vsak pro
kazdé t € (a,b) je funkce f integrovatelnd v intervalu (a,t).

Jestlize existuje limita

im o ([ f(@)dn),

pak jeji hodnotu nazyvame nevlastnim Riemannovym integrdilem se singuldrni horni mezi. Pokud je
tato hodnota koneéna, pak fikdme, ze integrdl konverguje. Pokud je tato hodnota 400 nebo —oo, pak
Fikame, Ze integrdl diverguje.

Analogicky je definovan nevlastni Riemanniv integrdl se singuldrni dolni mezi.

Je-li funkce f v intervalu (a,b) neomezena, mluvime o nevlastnim integrilu vlivem funkce. Je-1i
interval (a, b) neomezeny, mluvime o nevlastnim integralu vlivem meze.

Protoze integral v této definici fj f(x)dz, tj. integral jako funkce horni meze je primitivni funkci
k funkci f v pfislusném intervalu, lze pfi vypoétu nevlastniho integralu postupovat podle nasledujici
vety.

Véta IV.6.6. Necht funkce f je spojitd v intervalu (a,b). Potom existuje integral f: f(x)dx a plati

b
/ f(x)de = lim 4y, F(t) —lim ., F(t),

pokud vyraz na pravé strané ma smysl.

Poznamka. Je-li funkce f spojitd v intervalu (a,b), ktery je omezeny, pak hodnoty limit jsou F'(b),
resp. F'(a) a jedné se o Newtonovu-Leibnizovu formuli pro ”béZny” Riemanniv integral.

Priklady
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Reseni: Integrovana funkce je spojita v intervalu (—oo, +-00). Neur¢ity integral je
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/ T2 dx = arctgx + C. Podle vyse uvedené véty tedy pocitdme nevlastni integral takto:
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/ ] dr = 3 In 3. Priklad je vyfeSen ve sbirce [2], a to véetné prvni ¢asti, tj. nalezeni primitivni
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funkce pomoci rozkladu na soucet parcidlnich zlomk.
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/ L e = In(4/3).
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Reseni: Defini¢ni obor D(f) = (—o0, —1) U (—1,0) U (0, +00). V intervalu (3, +00) je tedy integrovana
funkce spojita. Jedna se o nevlastni integril vlivem horni meze, mizeme postupovat podle uvedené
véty. Primitivni funkci uréime pomoci rozkladu na soucet parcidlnich zlomkt. Ten ma tvar
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=—+ . Po vynasobeni spole¢nym jmenovatelem ziskdme rovnici, ktera vyjadiuje rovnost
»?2+ax x x+1
dvou polynomf.

1=A(x+ 1)+ Bz.

Porovnanim koeficienti u stejnych mocnin nebo dosazenim vhodnych hodnot, napf. x := —1, resp.
z:= 0 uréime, 7e A=1,B = —1.
1 1 1
Je tedy de = [ = — de =In|z| —Injz+ 1|+ C.
2+ r x+1

Po upravé vyrazi s logaritmy a vyuzitim toho, Ze na daném intervalu je z > 0 lze primitivni funkci

t vet F(z)=1 .
napsat ve tvaru F(z) = In porn

Vypocet dokonéime podle uvedené véty:

/3 g 0= im oy — F(3) = Inl —1n(3/4) = In(4/3).

P1i vypoctu limity jsme postupovali podle véty o limité sloZzené funkce.

Podobné v nasledujicim prikladu se stejnou funkci, kde se vSak jednd o nevlastni integril vlivem
funkce. Ta neni omezend v pravém okoli bodu z = 0.

dx = 4o00. Primitivni funkce je stejna jako v pfedchozim piikladu, takze v zavéreéné casti
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vypoctu dostavame:
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/0 x2+$daz:F(l)— lim lnxf_1 :ln(1/2)—yli%l+ Iny = In(1/2) — (—00) = +o0.

z—04

Upozornéni: Nasledujici lohy predpokladaji znalost integrace racindlni funkce s polynomem stupné
3 ve jmenovateli, kterd je v pozadavcich ke zkousce Alfa. V pozadavcich zkousky Beta je v téchto
tlohach zvladnuti funkce s polynomem stupné 2 ve jmenovateli. V niZe uvedené Shirce jsou v odstavci
IT1.4 tfesené piiklady pro vSechny moznosti této zminéné typové dlohy integrace.

/ 16x + 20

[A5.%] dz = —oo.

: (x+3)(x —1)
V tomto prlkladu se jedné o tii redlné rtzné kotfeny a tedy nésledujici rozklad na soucet parcidlnich
zlomkt. Dale postupujeme podle véty o vypoctu nevlastniho integralu.

162 + 20 _A+B+C_4+—1+—3
(z—4)(x+3)(z—-1) z-4 z+3 2z2-1 z-4 x+3 z-1

V tomto prlkladu se jednd o dva redlné kofeny, z nichz jeden je dvojnasobny. Rozklad na soucet
parcidlnich zlomkl vede k nasledujicimu vyjadfeni dané funkce:
x—8 A B C -2 2 -3

x3—4x2+4x:;+w—2+(x—2)2:?+x—2+(:r—2)2'

Nevlastni (Riemanniv) integrél je vysvétlen v kapitole V.6 skripta [1]. Obsahuje nefesené piiklady
s vysledky a dva pfiklady FeSené. Dalsi priklady, feSené i nefeSené, jsou ve Sbirce [2].
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