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V.5. Gaussova-Ostrogradského véta

Md-li vektorovd funkce f = (U, V, W) spojité vsechny parcidlni derivace v oteviené mnoziné
G C Es, pak skalarni funkci
> ou ov ow
div f(X)= —(X)+ —(X)+ —(X Xed
v f(X) = 500 + o6 + To(X), X
nazyvame divergenci vektorového pole f

Pole f se nazyvd solenoidalni v G, jestlize tok vektorového pole f kazdou uzavrenou,
jednoduchou, po castech hladkou plochou QQ C G je nulovy.

Necht
a) funkce f: (U, V,W) md spojité vsechny parcidlni derivace v oblasti G C Es;
b) Q C G je uzavrend, jednoduchd, po ¢astech hladkd plocha orientovand jednotkovgm
vektorem vnéjsi normaly;

c) int @ C G.
//f dp = +///d1vfdxdydz

Potom
nt Q

PozNAMKA: Pokud je plocha @ orientovdna zdporné, tj. vektorem vnitini normaly, pak
bude na pravé strané znaménko minus.

Priklad 674. Jsou dany skalarni funkce (v, 2) = zy* — y32? a vektorovd funkce

—

flz,y, 2) = (zy2, 22 + 22, 3yz) v Es. Spocitejte div(grady) a div(rotf).
dp 0p Oy

Resend : grad ¢ = Vi = (8_’ I 8_> = (y*, 22y — 3y°2%, —21°2),
x’ Oy’ 0z

div(grady) = V- (V) = Ap = 0+ 2z — 6yz* — 2¢°,

i ]k i i k
7 7 g 0 0 0 0 0
tf=vxf=|2 £ 21| L 2 L 1_(3:-202-2
rotf o or Oy 0z oz dy 0z (82=2,0,2z - 2ay),
u v W ry? 1?2+ 2z 3yz
div(rot f) = V- (V x f) = 0. m

—

1 2
Priklad 675.* Urcete, kde je vektorové pole f(z,y,z) = ( +3y+5,2r———3,1+— ——
Yy

solenoidélni.

Resent : Pro defini¢ni obor musi platit z # 0 a y # 0.
Dostaneme oblasti G;, 1 =1,2,3,4:
Gi={lxr,y,z] € E3: 2 <0,y <0}, Go={[r,y,2] € E3:2 <0,y >0},
GB = {[iE,y,Z] € ES ST > 07y < 0}7 G4 = {[.T,y,Z] € EB x> an > O}
> 1 2 1 2
V kazdé z téchto oblasti je  divf=—-—+—-+—5—— =0.
T Y z Yy
K vypoctu toku daného pole f libovolnou uzavienou plochou @) lezici v kterékoliv
z téchto oblasti lze pouzit G.O. vétu, jejiz predpoklady jsou splnény. Je tedy
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[ 7oap= [[[ awf awaviz = [[[ o araniz =0

mnt Q int @
Zadané vektorové pole je solenoidalni v kazdé z oblasti G;.

g , o E (z — gz, —2)
Priklad 676. Je d kt 1 PRIy
Ttkla e déno vektorové pole f(z,vy, 2) 22 + 2 + 22

G C E; funkee f a ovéite, ze divf = 0 v G. Pro kterd z nésledujicich kladné

. Urcéete defini¢ni obor

orientovanych ploch / / j? - dp existuje a kdy lze pouzit G.-O. vétu?
Q

a) Q1 = {[r,y,2] € Eg;2® + y* 4+ 2? — 4o = 0};
b> Q2 je povrch kvadru : x:—1737:3,?;:—27y:1,z:—1,z:1;
¢) Qs = {[x,y,2] € Bs;2% + 1% + 22 — 6y + 5 = 0}.

Reseni : Definicni obor je Es \ [0,0,0]. Snadno se presvédéime, ze divf =0 :
> (z—vy)- 2z x-2y x-2z

divf(X) = — - =0
1Vf( ) (x2+y2+22>2 (x2+y2+22)2 + (a;2+y2+22)2

a) (12 —dx+4)+ 12+ 22 =4 = (x — 2)2+ y? + 22 = 22,
0=10,00¢ecQ =

Integrél neexistuje a nelze pouzit G.-O. vétu.

O =[0,0,0] € Q = integral existuje,
ale O =10,0,0] € int Q2 =

integrél existuje a nelze pouzit G.-O. vétu.

T

)

2?4 (y = 3)* + 2% =4,
0= [07070] €Q37
0= [0,0,0] ¢ int Q3.

(@]

Dany integrél existuje a lze pouzit G.-O vétu.

/ f-dﬁ:///divfdxdydz:///dedydz:(). [ ]
Q3

nt Qs int Qs
e Uzitim G.-O. véty vypoctéte tok vektorového pole f vnéjsi stranou uzaviené plochy () :

Priklad 677. f: Br+y,2y—z+5,x+2y+2), Q jepovrch télesa omezeného
rovinami x =0, y =0, 2=0, x+2=1, y = 2.
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Resent .
. //f-dﬁ:///divfdmdydz:
Q 4
nt Q
:///(3+2—|—1)dxdydz:
int Q
s 1
2y
—6 1dzdydz = ( 1dx dy dz se rovna objemu vnitiku plochy @, coz je objem
[J[roma=(Jl]
int Q
1-1
trojbokého hranolu> =6- T -2=0. |

Priklad 678. f = (zy?,y=%, 22%), Q= QrUQyUQs, kde Oy = {[z,y,] € Es:
Pyt 422 =1,2>0 Q={[r,y,2] €Es;a?+ 3>+ 22 =9, 2 > 0};
ng{[x,y,z] €E371 §$2+y2§9, ZZO}

. /Lf-dﬁ:///divfdxdydz:

mnt Q
:///(y2+z2+x2)dxdydz:
\ nt Q
ol 3 W
intQ: l<az®+y?°4+22<9 T =rcosycost 1<r<3
. z>0 y = rsinpcosd 0<p<2r .
- | z =rsin?d | 0<9< % -
J =712 cosv 2+t 422 =12
w/2 27 3 w/2 27 3
:/ </ (/ 7’2~7‘2C0319dr)dg0> dﬁ:/ cosﬁcm-/ 1dg0~/ rdr =
0 0 1 0 0 1
/2 roq3 1 484
- '19] -2-[—} —1 2 2P 1) = .
[sm . %], T 5( ) T n

P#iklad 679. Uréete tok vektorového pole f = (x,y,—z) plochou Q = {[z,vy, 2] € Es;
22 +y* + 2% = 4,2 > 0}, orientovanou normélovym vektorem
7°([2,0,0]) = —i.

Plocha ) je polovina kulové plochy s body
majicimi z-ové soutfadnice nezaporné. Takto za-
dand plocha neni uzaviend. Tok touto plochou
muzeme spocitat pomoci plosného integralu

// f dp. Checeme-li pouzit G.-O. vétu, musime
Q

pridat jesté plochu ), tak, aby QU@ byla plocha
uzaviena, stejné orientovana. Tedy
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(%) //ﬁdﬁ://@f-dm/@f-dﬁ@ /// div f dz dy dz
)

QUQ1 int (QUQ1
Qi:x=0y>+2°><4

_— o 7 = (1,0,0) _
/ o fdp= // (ZE, Y, —Z) ~dp = normdly ploch @, @1 -
1 1

sméfuji dovnitt plochy Q U Q1

://1(x,y,—z)-ﬁodp: // (0,9, —2) - (1,0,0) dydz — 0

y2+22<4
Vratime se k (%) a pfi pouziti véty G.-O. pamatujeme, Ze normély sméfruji dovnitf
plochy Q U @4, takze pred trojnym integralem na pravé strané napiseme znaménko

minus.
// f-di+0=— /// (1+1—1)dedydz = — (} objemu koule) =
¢ int (QUQ1)
——%-%w-?gz—l—fﬁ. ]

e Je dano vektorové pole f a je dana plocha Q.
a) Napiste Gaussovu-Ostrogradského vétu. Ovéite, ze jsou splnény predpoklady
pro vypocet toku vektorového pole f plochou Q.
b) Naértnéte danou plochu.

c¢) Vypocitejte divf.
d) Vypocitejte / / f - dp, tj. tok vektorového pole z tlohy a).
Q

—

680. f = (x+cosz,y+e* z+ zsinz), @ je dovnit orientovany povrch télesa, které je
omezené plochami o rovnicich z =4 — 2% — %, 2 = 0.

681. f = (2%,2%y%), D= {[,y,2] € E3: 2> +y?> < 4,0 < 2 < 3}, plocha Q je
povrchem télesa D orientovana vneé.

o) divf = 32>
d) 367

682. f = (y,x,2?), plocha Q je povrchem télesa D a je orientovdna vnéjsi normalou,
D ={[z,y,2] € Es;z? +y* + 22 <4, 2> 0}

o)divf =2z
d) 8w
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683. f: (y%, x + 2z, 2z2%), Q je povrch télesa D, ktery je orientovany smérem dovniti,
D={[z,y,2]€Bs: 2>0,y>0, t4+y<1,0<2<4—x—2y}.

o) divf =22
d) —1/4

684. f = (z,y,2), D={[r,y.2] €B3; 2 <2, y<2 y>1/z,0<z<2’+y}, Qje
povrch télesa D orientovany smérem ven.

o)divf =3
d) 135/8

685. f'= (20 +120,20 —1?), D={[z,y.2] €Bs: /a2 +y? <2<6—2>—y’},
@ je povrch télesa D orientovany smérem vneé.

o) divf =2
d) 647/3
x y

686. f = (xy2,zc™", z22), D = {[x,y,2] € Es; /322 + 35> < z < 3}, plocha Q je
dovnitt orientovany povrch télesa D.

687. [ = (z,y%,7), Q je povrch télesa D = {[z,y,2] € E3: 2* + y* < 2 <4}, ktery je
orientovany vneé.

c) div f=3y?
d) 167

688. f (xz 2%y,yz), Q je vné orientovany povrch télesa, které je omezeno plochami
P+ 22=4y=1 y=3.

[ i

AN | v
iy
‘\‘é\‘\\\‘\‘\‘\‘\‘{‘\‘\‘\‘\‘\‘\‘\\‘\‘\“

7 2 2
Vi, —
//,,,;;,/;;;;////;;///////// [c)dlvf:c +y+z

/—\§
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e Uzitim G.-O. véty vypoctéte tok vektorového pole f po castech hladkou uzavienou a
orientovanou plochou @ :

689.

690.

691.

692.

693.

694.

695.

696.

697.

698.

699.

700.

701.

702.

f = (z,y,2), @ je povrch kuzele s polomérem podstavy a a vyskou b, orientace
vnéjsi normalou. [ra?b]

f (my yz 7?z), @ je povrch dutého vélce omezeného plochami @ : z2+y* =1,

Qo:2®>+y* =4, Q3:2=1, Q4:2=23, orientace vnéjsi normalou. [277]
f:(x,y,z3), Q=Q1UQy Q:2*+y*+2°=1,2<0, Q2:2=0,
22 + y? <1 orientace je dovniti plochy. [—gn]

F= %% 22, Q jepovrch krychle 0 < 2 <a, 0<y <a, 0< z < a, orientace
vnéjsi normaélou. [3a"]

f= (r,9,2), Q={[zr,y,2] € Es;22 + y* + y* = a®}, orientace vnitini normélou.

[—47a?]
f: (22,9% 2%), @ je kulova plocha se stfedem v bodé [1, —2, 0] a polomérem
r = 3, orientace vnéjsi normalou. [—727]
f= (y 2z,—2), @ je povrch télesa omezeného plochami Q) : 22 + y? = a?,
Qs : z=—a, Q3 : z=a (a>0), orientace je dovniti plochy. [2ma®]
f: (22,92%,2%), Q@ je povrch télesa omezeného —2 < z <4 —a2% —y? 2% +y% < 4,
orientace je dovnitf plochy. [—?w}

f: (r,9,2), @Q je povrch télesa omezeného plochami x? = y? + 2%, x = 3,

orientace vnéjsi normalou. [277]
F=(2327y), Q jepovrch télesa omezeného plochami z = 22 + 32, z = 4,
orientace vnéjsi normalou. [?w]
= 2?2 2 2

f=Q2ry,—y*22), Q={[ry, 2] cEs; T + T - 9= 1}, orientace vnéjsi
normalou. [327]

f=(xy,22+y2), Q je povrch télesa omezeného plochami z% + y2 = b2, 2z = 0,
z=a, y=0(y >0, a>0), orientace vnéjsi normalou. [b2an]

f: (x,y, 2), Q je ¢ast valcové plochy 22+4? =9, 0 < 2 < 4 (plocha je oteviend),
1°([3,0,0]) = —i . Vypocet provedte a) piimo pomoci plosného integralu;
b) uzitim veéty G -O. (Plocha se musi uzaviit pomoci Q1 : z =0, Qq : z = 4). [—727]

f < ’ ) J %+ z) Ve kterych nasledujicich zadanich plochy @ lze
22 492 22 4 o2

pouzit vétu G.-O.? V kladném pifpadé vypocitejte / fedp.a) Q: a2 +y2+2% =4,
Q

orientace vnéjsi normélou; b) @ je povrch kvddru omezeného rovinami z = 0,
r=1,y=1,y=3, z =2, z =5, orientace vnitini normalou. [a)nelze; b) lze; —6]
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