1. Jednoducha hladka plocha v E5
Parametrizace, orientace

2. Plo$ny integrél skaldrni funkce [ [_ f(X)dp

3. Plo$ny int. vektorové funkce [ [ 7 d7
(tok vektorového pole f danou plochou o danym smérem ﬁ)

4. Gaussova-Ostrogradského véta

vypocet toku uzavienou plochou o vypocCtem

 J Jiueo div F dxdydz
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Definice:

Jednoducha hladka plocha v E3 je mnoZzina bodi tvaru X = P(u,v),
kde P je zobrazeni mnoziny B C E, do Es:

a) P je spojité€ a prosté zobr.,
b) Parcialni derivace P,, P, jsou spojité a omezené v B,
c) Vekt. souc¢in P, X P, # o v B.

vlastnosti b), ¢) mohou byt nesplnény v kone¢né mnoha bodech 9B,
tj. hranice B.

Zobr. P se nazyva parametrizace plochy

Plochy zna¢ime napt. o, 7, Q, ...

Okraj plochy je kiivka v [E3, ktera je obrazem hranice 0 B.



IDEfinices Plosny integral skalarni funkce f (x,y, z) na plose o
(téZ plodny integrdl 1. druhu) 4. [ [ f(X)dp

je definovan dvojnym integrdlem [ [ 5 f (P (u,v))|| Py X Py|| dudw,
pokud tento existuje.

Zde o je jednoducha hladka plocha v [E5 s parametrizaci
X = P(u,v),|[u,v] € B.

Postac. podm. pro existenci: Fce f je spojitd na ploSe o
Slabsi podm.:
Fce f je spojitd a omezend na (o0 — M), kde M je konecnd mn.

NP pro existenci: Fce f je omezend na plose o
_ Existence a hodnota nezavisi na volbé parametrizace P.
- obsah plochy, mechanické charakteristiky plochy
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Priklad. Objem tekutiny, ktera pfi rychlosti O proteCe danou plochou o

danym smérem T za jednotku Casu

Predpoklady:

Nestlacitelna tekutina a stacionarni proudént,
tj. rychlost ¥ (x, y, z) nezavisi na Case
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Definice:

Plosny integral vektorové funkce ? = (U, V, W) na plose o
orientované vektorem 7%, znaéime I/, ? A7

je definovan hodnotou plosného integralu skalarni funkce ? T, t].
J1,F a8 = [ [(F-7)ap.

pokud tento existuje.

Nazev: Tok vekt. pole ? danou orientovanou plochou



V nasledujicich ulohdch

a) Nacrtnéte danou plochu a navrhnéte jeji parametrizaci.
Napiste vektor kolmy k dané ploSe (pri t€to parametrizaci).

b) Reste danou dlohu ...

Skalarni funkce
l.a) Q = {[z,y, z]; x’+y*=16,0< 2 <5,z >0, y > 0}.

b) Vypocitejte plosny integral [ [ 0 z(x? + y?) dp.
Co by mohl vysledek vyjadrovat ? [V}/’SI.AOOT(}



2.a) Q: z:\/m;zgﬁ,wzo

b) Vypocitejte ploSny integral f f Q xy’z dp.
Co by mohl vysledek vyjadrovat ?

Vypocitejte obsah dané plochy.
Q: z=z"+y* 2<9
HQ:z=y*—z* 1<z +y* <4
[V}”Sl.:ﬂ' (1717 =5 \/5)/6]



Vektorova funkce
V nasledujicich ulohach

a) Nacrtnéte danou plochu (vCetné orientace). Navrhnéte jeji parametri-
zaci. NapiSte vektor kolmy k dané plose (pfi této parametrizaci).

b) Urcete tok daného vekt. pole f danou orientovanou plochou.

o={lr,y,z] € E3; 2x +2y+2=6,z >0,y >0,z >0.

Orientace je ddna normdlovym vektorem 77 = (ny,ny, n3), ktery ma
ng < 0.

f=(z,y%2) [632]

Q : z = /16 — 2 — y2. Orientace déna vektorem 7[(0,0,4)] = k.

pole f: (_y7 L, 3Z).



o = {[w,y,z] € E3; z:4_w2_y27 z 2 0}-
Orientace ddna vektorem 77, ktery svira s vektorem k = (0,0, 1) thel
tupy (téz: n - k < 0)

pole f= (x,0,22).

o: z=+vz?>+vy? 1< 2z <2, vesméru 7, kde nz > 0.
pole f = (—z, —v, ZZ)'



Véta Gaussova-Ostrogradského.

Necht 1. Soufadnicové funkce U, V, W vektorového pole ? maji
spojité parc. derivace v oblasti D C [Es.

2. () je uzaviena po Castech hladka plocha, vné orientovana, ktera leZi
i se svym vnitikem Int Q) vD.

//Q?(X)d?:

/ / / Inthiv?(X) dzdydz

Pak plati

! Poznamka: Je-li plocha orientovana dovnitt, pak napravo
pfidame znaménko minus.



Predpoklady souhrnné:

Q je vné orientovand uzaviend plocha

lezici se svym vnittkem Int ) v oblasti D C [Eg,

ve které jsou spojité PD vektorového pole ? = (U, V,W).

Poznadmka:
Predpoklady vyzaduji, aby se vSe “odehravalo”v oblasti, v niZ ma dané
vekt. pole spojité PD.



Véta Stokesova (IV.5.10.) Necht

1. souradnicové funkce U, V, W vekt. pole ? maji spojité parc. deri-
vace v oblasti D C Es.

2. o je jednoducha po €. hladka plocha v D, jejimz okrajem je uzaviena
hladka kiivka C.

3. Plocha o je se svym okrajem C' souhlasné orientovana.

fc?-d?//arot?-d?

Ditsledek Je-li plocha o uzaviend, pak jeji okraj je prdzdnd mnoZina a

proto
//Urot?-d?:O

Pak plati




