
III. Diferenciálnı́ počet

Rozšı́řená mn. reálných čı́sel R∗ = R∪ {+∞,−∞}

množina R rozšı́řená o dva prvky značené +∞, −∞, tzv. nevlastnı́ body.

Aritmetické operace v množině R∗

1. Pro každé x ∈ R:

x + (+∞) = +∞, x + (−∞) = −∞, x− (+∞) = −∞,
x− (−∞) = +∞, x/(+∞) = x/(−∞) = 0.

2. Pro každé x ∈ R, x > 0:
x · (+∞) = +∞, x · (−∞) = −∞,
+∞/x = +∞, (−∞)/x = −∞,
pro x < 0 jsou opačná znaménka ve výsledku.
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3. Operace mezi nevlastnı́mi body:

(+∞) + (+∞) = (+∞)− (−∞) = +∞,
(−∞) + (−∞) = (−∞)− (+∞) = −∞.

NEJSOU definovány tzv. neurčité výrazy:
(+∞)− (+∞), (−∞)− (−∞), (+∞) + (−∞),

0 · (±∞), 0/0, (±∞)/(±∞).

Výraz x/0, x ∈ R nenı́ jednoznačně definován,
ale o jeho hodnotě můžeme v limitě rozhodnout ze znalosti
znaménka výrazu ve jmenovateli v okolı́ vyšetřovaného bodu.
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Posloupnosti

Definice Plst {an} nazýváme
a) rostoucı́, jestliže pro ∀n ∈N : an < an+1

b) klesajı́cı́, jestliže pro ∀n ∈N : an > an+1

V těchto dvou přı́padech mluvı́me o plsti ryze monotónnı́.

c) neklesajı́cı́, jestliže pro ∀n ∈N : an ≤ an+1

d) nerostoucı́, jestliže pro ∀n ∈N : an ≥ an+1

V těchto dvou přı́padech mluvı́me o plsti monotónnı́.

Přı́klad. Vyšetřete monotónii plsti
{

n

n + 1

}
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Definice Plst {an} nazýváme
a) omezenou shora, existuje-li K ∈ R tak, že pro ∀n ∈ N : an ≤ K

b) omezenou zdola, existuje-li L ∈ R tak, že pro ∀n ∈ N : an ≥ L.

a)∗ Nejmenšı́ z čı́sel s vlastnostı́ a) se nazývá supremum plsti {an}.
Je-li některý prvek an roven supremu, pak mluvı́me o maximu plsti.
Použı́váme označenı́ sup{an}, resp. max{an}.

b)∗ Největšı́ z čı́sel s vlastnostı́ b) se nazývá infimum plsti {an}.
Je-li některý prvek an roven infimu, pak mluvı́me o minimu plsti {an}.
Použı́váme označenı́ inf{an}, resp. min{an}.

Přı́klad ∗. Dána plst {an}, kde an =
n

n + 1
.

Určete jejı́ supremum a infimum. Existujı́ hodnoty maxima a minima ?
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Základnı́ věty o limitě posloupnosti

Věta 1.6 Každá plst má nejvýše jednu limitu.

Věta 1.9 (limita vybrané posloupnosti) Má-li plst {an} limitu a,
pak jakákoliv vybraná plst má též limitu a.

Poznámka. Jestliže plst {an} obsahuje dvě vybrané plsti s různou limitou,
pak lim {an} neexistuje.

Přı́klad
Limity a) lim

n→+∞
(−1)n, b) lim

n→+∞
(−1)n

n

n + 1
neexistujı́,

ALE

Př. lim
n→+∞

(−1)n
1

n
= 0.
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Věta 1.11 Necht’ existujı́ liman = a, lim bn = b.

Pak platı́: lim an ∗ bn = a ∗ b, pokud výraz a ∗ b má smysl.

Symbol * znamená operaci z mn. {+,−,×, /}, vždy je n→ +∞

Př. 1. lim
n→+∞

(n3− 1000n) = +∞− (+∞), tento výraz však

nenı́ definován, Větu 1.11 nelze použı́t. Proto úprava

lim
n→+∞

(n3 − 1000n) = lim
n→+∞

n3

(
1− 1000

n2

)
= +∞ ·

(
1− 1000

+∞

)
=

+∞ · (1− 0) = +∞.

Př. 2. lim
n→+∞

(1000n− n3) = −∞.
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Př. (důležitý) lim
n→+∞

P (n)

Q(n)
P, Q jsou polynomy, vede na typ ”

∞
∞

”

Postup výpočtu:

Každý z polynomů upravı́me jako v př. 1, tj. vytkneme jeho nejvyššı́ moc-
ninu. Společnou mocninu pak krátı́me, čı́mž odstranı́me neurčitý výraz

∞
∞

.

Lze postupovat také tak, že danou racionálnı́ lomenou funkci,
tj. podı́l P (n)/Q(n) krátı́me nejvyššı́ mocninou polynomu Q(n).

Př. 3 lim
n→+∞

5n− n2

100n + 30
= −∞. Př. 4 lim

n→+∞

30n2 + 5

n3 + 10n− 8
= 0.

Př. 5. lim
n→+∞

n + 3

4n2 − (2n + 1)2
= −

1

4
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Limity s odmocninami

Př. 6. lim
n→+∞

(√
n + 3−

√
n− 2

)
= 0

Př. 7. lim
n→+∞

√
n
(√

n + 3−
√
n− 2

)
= 5/2

Důležité limity

Př. 8. lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n

= e = 2,718... Eulerovo čı́slo

Př. 9. Libovolné a > 0, pak lim
n→+∞

n
√
a = 1

Př. 10. lim
n→+∞

n
√
n = 1
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Věta 1.15 (limita sevřené plsti)

Necht’ pro plsti {an},{bn},{cn} platı́: lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

cn = c

a pro každé n ∈N je an ≤ bn ≤ cn.

Pak existuje lim
n→+∞

bn = c.

Př. lim
n→+∞

sinn

n
= 0.

Př. lim
n→+∞

cos(n!)

n2 + 1
= 0.

Posloupnosti (František Mráz) 9 / 9


