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1. Posloupnost realnych ¢cisel

Priklad 1. Napiste prvnich pét ¢lenu posloupnosti, jestlize:

3 1\7
g b) an:<1+ﬁ>; c) a, =

1
d) ay=1, ap = 5 Ant2 = o (an + an+1)-

124224324 4+n?
2n? —1 ’

a) a, =

Resent:
a) a1:3—1:3 agzizg a3:3—3: 3 :9
1! ’ 2! 2’ 3! 1-2-3 27
3 3 27 3° 3° 81
ay = =

T4 T 2.3.4 8 ®TEH T2.3.4.5 40

b) Tato posloupnost je velmi dulezitd, a proto se objevi i v dalsich ptikladech:

N2 /372 9
(141D =2 :(1 —):(—) _ 2929
aq (+) s (05} +2 5 1 5,
1\ /4\3 64 1nE /B\E 625
— (1 —) :(—) — 2 =937, :(1 —) :(—) =220 944,
a3 <+3 3 97 a 1 A 256
1N5 /675  T776
~ (1 —> :(—) = L1 9y
@ <+5 5 3125
Piimym vypoctem jsme se presvédcili, ze ay < as < az < ay4 < as.
) L, 124922 5 14449 14
C = — = = — = — = — = —
M= 77" 2T 17 BT 91 17
14449416 30 14449416425 55
U= 161 310 BT 2.25— 1 ~ 49
1 1 3 1 1,1 3
D a=g(ata)=1+5=5 a=-z(ata)=3(G+3) -1

1( n ) 1<3+1> 5
ay — — | a a = = — = —.
P 3\ M T T3\ 6

Priklad 2. Rozhodnéte, zda nésledujici posloupnosti jsou monoténni, ryze monoténni, omezené

(n=1,2,3 ...):
w0 (P
a) { ten n=1 ) " n=1 C) 3 n=1
o {eord e {re b o {(40))
— ;e — ; — .
n=1’ ntn=1 n/ Jn=1
Resent:
a) Napisme si nékolik ¢lenu posloupnosti {1 + Qn} =3,5, 7,9, ...
9 ) n=1
7
5 ant1 —ap =14+2n+1)(1+2n)=2>0
3 Vn = {a,} je rostouci

1234 n



Nyni dokazeme, Ze neni shora omezena. K tomu zvolime libovolné velké ¢islo K
a dokazeme, ze existuje nekoneéné mnoho ¢clenu posloupnosti vétsich nez K:

K -1 K -1
1+2n>K = n> = no:[

Lelé cast ¢isla

2 2
tzn. pro vSechna n > ny je a, > K. Napf. zvolme:
99
K=100 = ng= lﬂ =49, a, > 100 pro viechna n > 49,

1004
K=1005 = ng= {T} =502, a, > 1005 pro vSechna n > 502.

Posloupnost je rostouci, omezena zdola svym prvnim ¢lenem a; = 3
a neni omezena shora.

b) {4—n2}oo —3,0, =5, —12, ...
n=1

3
n Snadno dokazeme, ze pro vSechna n plati ne-
11234 rovnost a, > a,11 a ze neni zdola
omezena.
_5 . Posloupnost {4 — nQ}n:1 je klesajici,
shora omezenda prvnim ¢lenem a; = 3
a zdola neni omezena.
—12
c) 2+ (=0 :1 1 1 1
3 n:1 3 Y ) 3 ) )
Vsechny liché ¢leny posloupnosti  jsou
Aof—1 = 3 a vSechny sudé ¢leny aq, = 1,
1
‘ : : n tedy posloupnost je omezena (shora i
| 1934 zdola), ale neni monoténni. Lze ji rozlozit

na dvé konstantni posloupnosti.

n=1
9 o
] n Okamzité je jasné, Ze posloupnost neni mo-
3 12 3 noténni a ze vybrand posloupnost
- 00
{(—3)2’“} roste neomezené, kdezto po-
n=1
oo
sloupnost {(—3)2’“_1} klesd neomezené.
n=1

Z toho plyne, ze dand posloupnost neni ome-
zena.
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Pro vSechna n € N plati

1 1
l<1+—-<2al+-—>1+ .
n n n+1

Z toho plyne, zZe se jedna o posloupnost ome-
zenou (napf. shora 2, zdola 1) a klesajici.

1 23 4

f) {(1 + %)n} Posloupnost je stejnd jako v piikladé 1b).
3
2
n Dokazeme, ze je:
‘ 12345 omezena 2<a, <3 provsechna n,

rostouci.

1\"
n - ty clen a, = (1 + —> rozepiSeme podle binomické véty
n

- 1
(a+b)”:Z(Z) a” o kde a=1 b= —.

n
k=0
" /n\ 1 14+ n 1+ n 1+ n n 1+ n n\ 1
an: _— = — _— o .. _ .« e —_— =
— k) nk 1/ n 2 ) n? k) nk nj) nn
1 n-(n—=-1)1 nn—1)...n—k+1) 1 1
:1+n._+¥_+”.+ ( ) ( >__|_..._|__:
n 2! n? k! nk nn
1n—1 1 (n—1) (n—2 (”—(k‘—l)) 1
=14+14+ — +...+_( )( ) + oo+ — =
21 n k! n n n nm
1 1 1 1 2 kE—1 1
:2+—(1——>+---—<1——)<1——)...(1— )+---+—<
2! n k! n n n nn
1 2 k—1
1——)(1——)...(1—-—) <1
|p0u21jeme ( n) ( n) ( o ) |
9 1 1 1 1
< +§+§+"'+H+"'+m<
pro viechna k > 2 pomoci nerovnosti k! > 2k_1 = E < F dostaneme
1_qn—1

geometrickou fadu, kterou se¢teme podle vzorce S,_1 = Qg T—q kde ag = %, q = % |

or1- (N7 o3
—2+1-(3) <3

copdp g b Ly 11l
2 22 2k—1 on=1 " 19 ]

)n—l

N[

N =

Tim jsme dokazali omezenost.



Nyni dokazeme, Ze posloupnost je rostouci. Podobné jako a, rozepiSeme

1 n+1

a"+1:<1+n—|—1> a ukazeme, ze a, < Api1:
n+1

1 n+l n+1 1
Q1 <+n+1 kZ:O( k )(n—l—l)k

1 (n+1)n(n—1)...(n—i—l—(k—l)) 1
-1 1) — ... T R

) oog et EICESAL LR P T

414 +1 n n-—1 n—i—l—(k—l)+ N 1 B
B El n+1 n+1 n+1 (n + 1)ntt

:2+...+%<1_nil> (1—ni1>...<1—i;1>+...+m.

Okamzité je videét, ze pro vSechna k > 2 plati

a () 0= (=) < () () (-5

a z toho plati i stejna nerovnost pro a, < a,.1.

. e AR NG
PozNAMKA: V predchéazejicim prikladé jsme dokazali, Zze posloupnost { <1 + —) }

n n=1

je ryze monoténni (rostouci) a omezend. Takova posloupnost ma vzdy limitu.

PozNAMKA: V dalsich piikladech se budeme vénovat vypoctu limit neurcitych vyrazi

00
typu —, oo — o0, 0-00, 1% s pouzitim znamych limit a vét.
00

, 00 , 5 . Foo
PozNAMKA: Pod symbolem — rozumime moznosti T
00 00

Pod symbolem 0 - 0o rozumime moznosti 0 - (£o0).
Pod symbolem oo — oo rozumime 400 — (+00) nebo —oo + oo nebo

—00 — (—00).

vvvvvv

° 0 pro p<0 e neex. pro —-oo<a<—1
imn’={ e 1 po p=0, lma=4°* PO “l<a<l
n—00 o 400 pro p>0 n—00 ° 1 pro a =

e |00 pro a>1

1\"
lim /7 =1, lim (1 n —) — o (= 2.718281828. . .)
n

n—oo n—oo




Priklad 3. Spocitejte limity

) i 3n*+5n—1 b) I 2n? —3n+5
a) lim —————; im ———;
n—soo  3n —4n? n—soo nt+5n+1"
4n®+5 4n®+5
c) lim L; d) lim L
n—oo 212 4+ n n—oo 3n — 2n?

Resent: Ve viech pifkladech jde o neur¢ité vyrazy typu > a ve vsech pouzijeme
stejnou dpravu: citatel a jmenovatel zlomku vydélime nejvyssi mocninou n

ze jmenovatele a pak spocitame jednotlivé diléi limity.

g0 1 1'3+1‘51'1
n—0o0 — 2 n—o00 3 . 3 ] _
- 3n 4dn — S_y lim > — lim 4 0 4
n n—o00 1, n—o00
__3
= 7
2 3 5
by fim 2 3NH5 @t 0040
n3 n4
4n®+5 int - 1o
c) 1 212 =1 {l = = +00;
n—oo Z 7 n n—00 91 =
n
d , 4n3+5 o 4n+ﬁ_+oo_
) Jim g = gt = o
n

POzZNAMKA: Limita podilu dvou polynomu se d4 vyjadrit obecné:

a
. b—s pro r=s

s s—1 T
asn”+as1n” " +---+a ) o pro r>s

im =
n—oo by n” +b,_in" L+ + by +o0o pro agzb, >0
< s >8>r

—oo0 pro agb. <0

Priklad 4. Spocitejte limity:

Bn+1)(1—-2n)(2+5n) V2Tnd4+2+2n

I b) i
a) Jm (1+2n)? ’ ) o,
VP24 /n (142440 n
c) 11_>m\/27 3, d) hm( ——)

Reseni:
a) Jelikoz jde o podil dvou polynomu, staéi si vS§imnout, ze oba polynomy jsou stejného
stupné a (podle predchozi pozndmky) limita se bude rovnat podilu koeficienta
u nejvyssich mocnin:
lim Bn+1)(1—-2n)(2+5n) ! —30n3+---:_@:_§.
n—00 (1+2n)3 n—oo 8m3 4 .- 8 4




b) V tomto piikladé ¢itatel neni polynomem, ale postup vypoctu limity bude stejny
jako v pripadé polynomu, tj. Citatel i jmenovatel vydélime nejvyssi mocninou

jmenovatele:
V2713 + 2 2
YT+ 24 2n —+2 V2T 542 g
lim = lim n = lim = =
- =2 - =2
. n n
D)

c) Podobné jako v b) citatel a jmenovatel vydélime nejvyssi mocninou jmenovatele:

V3 + +\/_ _ n n .. V. on n oo

lim 1m = lim = = +o00.
n—oo /N2 4 \/_ n—oo /N2 + 5 \3/ﬁ n—o0 m 5 1 1
n n n2 /2
d) Citatel prvnfho zlomku nahradime souétem aritmetické fady
1

1+2+---+n= +n-n.Pot0m

, 1+2+---+n n . (I+n)n n . (I+n)n—n(n+2)
hm( ——)zhm (———)zhm =
n—00 n+ 2 2 n—oo \ 2 (n + 2) 2 n—00 2 (n + 2)

o on+n?—n?>-2n . -n 1

lim = lim = ——.
n—00 2n +4 n—oo 21 + 4 2

Priklad 5. Spocitejte
a) lim (\/n—|—5— \/n—|—2>; b) lim ﬁ(\/n+5— \/n+2>;
n—oo n—oo
c) lim (\3/n3 +1— n)

n—oo

Reseni:
. __ | neur¢ity vyraz typu oo — oo,
a) nlggo <\/n +5 \/n + 2) - proto vyraz rozsitime

(\/n—|—5—\/n—|—2><\/n+5—|—\/n—l—2>

, . n+5—(n+2)
= lim = lim =
nee (\/n—|—5—|—\/n+2> "_m(\/n+5—|—\/n+2)
= lim 3 = 5 = 0.

e (x/n+5+\/n~|—2> 00

b) lim \/_(\/n +5— \/n + 2) = |neuréity vyraz typu OQ * 0| =
n—oo
vnlvn+5—vn+2)(vn+5++vn+2
= lim ( )< )—hm V-3

e (\/n+5+\/n+2> ”%°°<Vn+5+x/n+2>_
3vn

= lim \/ﬁ = ;

”—><>0\/n—|—5 \/n+2 ’
+
n n




. 33 1 . neurcity vyraz oo — 0o, o0pét rozsifime podle vzorce .
c) JL%( el ”) - ‘ (a—b)(a® +ab+b?) = a® — b kdea= I/nS +1, b=n |

- (m - n) ((W)Q PN o g g nz) )

n=ro0 (V3 +1)° + n/nd + 1+ n2
nd4+1—nd 1

im =
n—oo (\3/7137“)2 +nvnd+1+4+n2  +0

Priklad 6. Spocitejte
a) lim (3+(—1)”>; b) lim (3+(—1)”) :

n—oo n—oo
34+ (=1)" 2 —-1)"
c) lim L; d) lim L()

Resent:
a) lim (3 + (—1)") neexistuje, protoze posloupnost méa dvé odlisné konstantni vybra-
n—oo

né posloupnosti

n1e 2, 2,...
B4+ (=)}, =2, 4,2, 4,... < L
b) lim (3 + (—1)") = 400, protoze jak pro sudd tak i pro lichd n mame konstantu
n—oo
a”, kde a > 1.
.34+ (=1)n L . .y : :
c) lim ——— =0, protoze citatel je vzdy koneéna konstanta a jmenovatel je +o0.
n—o0
(="
n 2+
2 -1 2
d) th():|@|: lim—nn:—.
n
]
Priklad 7. Spocitejte
. a” 5+ _ontl g pntt
S i I N AL S T T
Resent:
a) Rozlisujeme 3 pripady:
0<a<l = lima"=0 = lim —— =0
n—o00 n—oo 1 + a”
n 1
a=1 = lmad =1 = lim— = —;
n—o00 n—oo | —+ a™ 2
. _ a” _ 1
a>1 = lma" =400 = lim =|=| = lim =1
n—00 n—oo 1 + a” b n—00
—+1
an



VE+/n 2

= lim = =0.
n—oo H 4+ nh +00
2n+1 n
2n+1 5n+1 ” + 5 2 (-) + 5 O 5
¢) lim 2 | = iy D = lim —o2 o _ s

n—oo on _ Bn

Priklad 8. Dokazte vzorce

1\ ntk 1 n
a) lim (1 + —) =e; b) lim (1 + ) =e;
n—00 n n—00 n -+ k
1\ kn k\n
¢) lim (1+—> — d) lim (1+_> — o,
n—00 n n—o0 n

kde k # 0 je kone¢nd konstanta.

=«
I
¢

eni: VSechny limity jsou typu 1% a u vSech provedeme tpravy vedouci na vyuziti

) 1\»
lim <1—|——> =e|.
n

n—o0

n—00 n—00 n—00 n

a) lim (1 + —> = lim <1 + —> . (1 + —) = e, protoze lim (1 + —> =1"=1;
n n n
1

b 1 1 n 1 1 1 n+k—k 1 1 n+k 1 1 —k
) lim (14 ——) = lim (1+—=)"  =1lm (1+ =) () =

9 (oD [0+ )T -

n—oo n—o0

n n k
En 1\ %F 1\ *
a) lim (14=)" = 1im (1+E> — lim (1+g> ] s
n—o0 n n—o00 % n—o0 %
|
Priklad 9. Vyuzitim vysledku predchézejiciho piikladu vypocitejte:
a) lim (n > ; b) lim <n ) ; c) lim <n+ > ;
2n + 4\ n—1\n n 4 4\ n+3
0 i (R 0 () 0 m ()
Vo) 9 G S b
Resent:
I\m —1\n 1
a) lim (=) =1 = dim (14— ) = =
n—00 n n—00 n e
9 —10\n 10 \»
b) lim (n ) lim <n+—> = lim (1— ) =e
¢) lim ( n+ (M) — i (1+ > — o2

D) =11 | = lim
4

2 2 2)\" 2\n
d) lim ( n ) = lim Ant2) = lim (2" <n+ ) =




e

f)

10.

11.

12.

13.

14.

) i (5g) =t () =i () G3)) -

— lim <1>" 1im<1— 1 )n:o-e—4=o;

n—oo \3 n—00 n-+3
4\ n+3 — 14+ 5\n+3 5 n+3
lim <"+ ) ~ lim (u> = lim (1+ ) = .
[ ]
Napiste pozadované cleny posloupnosti:
ontl 4 3n n! 1~
a) {W}n:f az =7, a5 =7; b) {27}”:1, ag =7, ag =7
=5 52 —53 5
c) M=533 T3 BT s BT
[a)i?’ —307. )} 3. <) 5" ]
737 697’ 27 27 92103

Dokazte, ze posloupnosti jsou omezené a ze kromé toho

-1 1=
a) o je rostouct; b) n je klesajici.
n=1 n n=1

Spoél'tejte
) 3)(1—2 141 N3 3nt+2 1
a) lim (5n +3)( n); b) lim <L> ;¢) lim w;
n—oo  Tn?+n—1 n—oo \3n* 4+ 2n nsoo (1 —2n)3
34 2 —1)! 1)! 145 3n®+2
d) lim vn? + + e) lim (n )+(n—|—);f)hm(+n_ n—|—>
nsoo  2n%—1 n—00 2nl(n+3) n—oo \n24+2  5nd3+1
—10 1 1 3
[2) == b) 5=i ) —oc Q)05 €) i ) — %]
Spocitejte
. . 3% 2,
a) lim <\/n2+2—n>; b) lim n<\/n+2—\/n+1>; c) lim

n —n

d) lim n((—l)”—?)); e) lim (3+%>n; f) lim &, a > 0;

n—o00 n—oo n—oo Q" _|_ a~"
.3 (=3)n ! , ny\
Bl e Wl ()
a) 0; b) +00; ¢) 3; d) —oc; e) +oc;
e —1 pro 0<a<1l; g)0; h)1l
f) e 0 pro a=1
. 1 pro a>1
Spocitejte

1 \n n 3 1\~ 2n —1\n
a) T (1+ )" b) lim (=) ¢) 1im ( n )5 @ am ()"
[a) e%; b) e ?; ¢) +o0; d) O]



2. Funkce - zakladni pojmy

Priklad 15. Urcete definiéni obory D funkei:
1 .
2?2 — 51+ 6’

c) y =In(Inz) + Va3 — 4a?;

) 1
e) y=1/ :
y Insinz’

.x—1
g) y = arcsin :
x

a)y =

Reseni:

a) y= > —5r+6#£0 =

2 —52+6

b) y:\/2 sin(%—x)—l: 28111(%—1’)

5
%+2k:7r§g—x§67r+2k7r

—%—i—Z/ﬁrg—ng—i—ka

N Y
6
=

Polozme n = —k, pak

b) y = \/2 sin(%—az) — 1

1
d) y= ;
v e T
f) y = Vinsinx;
T+ 2 1
h) y = R
)y \/.CE—2+\/ 2

(x—=2)(x—3)#0 = D =R~{2;3};

(G-0)2} -
SIN| — — T -
3 -2

™

5
+2k7r§—m§67r—g+2k7r =

w

%—2/{7?2:1:2—%—2]{71’

D = U <—g + 2nm, il + 2n7r>, kde Z je mnozina vSech celych ¢isel.

6

ne”L

c) y=In(lnz) + va’ — 4a?:

1) nz>0 = z>1 (r>1hn{r>4) =
2) 2’ —42* >0 = 2*(z-4)>0 = x>4 ’ v
D = (4,);
1
d)y= D 22—z —-1>0 =
V2 — | — 1]
pro z—1>0 = z>21:2x—24+1>0 = z>-1 =
{z>1}n{zx> -1} ={z > 1};
1
pro z—1<0 = 2z2<1:2z42z—-1>0 = 3z>1 = x>§ =

{x§1}ﬂ{x>%}:{%<x§1};

D= (5.1) U (1,00) =(5,00);

1

- . =
Insinz

Insinz > 0

e)y =

podminku, takze

sinx > 1

= zadné x € R nesplnuje tuto

D = (), (prazdnd mnozina).



f) y=+VInsinz: Insinz>0 = sinz>1 = x:g—i-anT,

7T o
D= {5 + 2k:7r} , definicnim oborem je mnozina izolovanych bodi.
keZ
. r—1
g) y = arcsin -1< <1, x#0,
x

prox>0: —zr<zr—1<zr = -22<-1<0 = xZ%,
prox<0: —zx>x—1>x = —2r>-1>0 = nepravdiva nerovnost,

2
) 25250, 042 = we(—00,-2) U (2,400),

l’_
2) 27° 1>O = 1>1 = 2°<2 = <1

2 = 20 = 9 ’
—2 b2 D = (—o0,~2)
/L )] ] ] ] CP -
A | -

Priklad 16. Rozhodnéte, zda jsou funkce f a g totozné, jestlize:

a) fw =" g =a+t
b) flz)=(z—1)  glz)=2"—22+1
c) f(x)=Inz? g(z) =2 1Inx.

Resent:  Funkce f a g jsou povazovdny za totozné pravé tehdy, kdyz maji stejné
defini¢éni obory a pro jednotlivd x nabyvaji stejné funkcni hodnoty.

a) D(f)=R~\{1}#D(9g)=R = f(x)=g(x) pro x #1 funkce f a g nejsou

totozné.

b) D(f)=D(g9) =R a f(x)=g(z) pro viechna z € R, funkce f a g jsou totozné.

c) D(f)=R~{0}# D(g) =(0,00), f(z) = g(x) pro x > 0 , funkce nejsou totozné.
]

Priklad 17. Urcete, které z nasledujicich funkei jsou sudé a které liché:

_:L'4—CL’2' b — ain? D
a) f(x) = i1 ) f(z) = sin® x + cos 2z;
©) f(r) =tge—a* d) flr) =i

e) f(z) = ;ti; f) f(z) = x -sinx.




Reseni:

Punkei f nazgjd <8"d°u Vo€ D(f), plati f(-z)= ( 7o)
unket f nazjudme { . o, V@ , plati x) = )
. dé
DUSLEDEK: Graf < S,u e/ funkce je soumérny podle < OS?{%/ )
liché pocdtku

(—2)' = (-2)? a2t —a?

(—z)2+4  22+4

a) D(f)=R: f(-a)=

= f(z) = funkce je sudé;

b) D(f)=R: f(-z)= (sin(—x))2 + cos2(—x) = (— sin x)2 + cos2r =
=sinx 4+ cos2z = f(zr) = funkee je sudd;

™

2} o flmr) = tg(—2) — (_$)5 = —tgr — (—x3) =

= —tgr+12° = —(tgr —2°) = —f(r) = funkce je lich4;

) D(f) :R\{(2k+ 1)

D DU S =i =g (i) =l -
= —f(x), funkce je liché;

funkce neni ani suda ani lich4;

f) f(z) =z -sinxz m4 definiéni obor (0, 00). Potom (—z) & (0,00), proz #0 a
f(—x) neni definovéna. Proto funkce f(z) neni ani sudd ani lich4.
]

Priklad 18. Rozhodnéte, zda funkce f je periodicka. Pokud ano, urcete jeji primitivni

periodu p:
a) f(x) =sindz +sin3z;  b) f(z) =cos’z + 5;
c) f(z) = sin(z?); d) f(z) =]z —1].

Resent: Funkci f nazgvdme periodickou s periodou p > 0, jestlize pro kazdé x € D(f)
plati f(z+p) = f(z).

Nejymensi z period p nazyvame primativni periodou.

a) f(z) =sindx +sin3z = fi(z) + f2(z), kde funkce
fi(x) = sindx = sin(4x + 2k ) = sin4<x + k1g> ma primitivni periodu

p1 = g, ki € Z~{0},

2
fo(z) = sin 3z = sin(3z + 2kym) = sin3(:1: + 3 kzﬂ') mé& primitivni periodu
2
p2=gm, ky € Z~{0},
Potom funkce f(z) bude mit primitivni periodu p spoleénou pro fi(z) a fo(z) a

2 4
p:]ﬁpl:kgpglklg:kggﬂ' = k1:§k2 = k2:3,k1:4 = p:27T,



f(z +27) =sind(z + 2kn) + sin 3(z + 2k7m) = sindx + sin 3z = f(x);

b) f(z) =cos?z+5 = (cos(z + k:7r))2 +5=f(r+kr) = p=m,
zde jsme pouzili, ze konstantni funkce g(z) = 5 je vzdy periodickd a jeji perioda je
libovolné realné nenulové cislo.

c) f(z) =sinz?® =sin(2? + 2kn) #sin(z +p)> =  funkce nenf periodickd;

d) f(x)=|z—1]=|r+p—1] = platijenpro p=0 = funkce neni periodicka.
n

Priklad 19. Sestavte slozené funkce fog, go f, fo f, gog, jestlize:

a) f(x) =z+1, g(x) = cosz;
b) f(z) =2>+3; g(z)=In(z +1);
) f@) = i olo) = g

Resend: Plati-li, ze H(g) C D(f), pak lze definovat slozenou funkei (f o g)(z) = f(g(z)).
V nasich piikladech se zamérime na zapisy funkei fog, go f; nebudeme zkoumat ptislusné

defini¢ni obory D(f), D(g) a obory funkénich hodnot H(f), H(g).

Fof)(@) = f(f(x)) = f2®+3) = (2 +3)° +3,
gog)(x)=g(g(x)) = g(In(x + 1)) = In(In(z + 1) + 1);

a) (fog)(z)=f(9(x)) = flcosz) = cosz + 1,
(9o f)(x)=g(f(z)) = g(z + 1) = cos(x + 1),
(fof)@) =f(f(@) =fla+1)=(z+1)+1=a+2,
(go9)(z) =g(9(x)) = g(cosz) = cos(cos z);

b) (fog)(x)=f(9(x)) = f(In(z +1)) = In*(x + 1) +3,
(gof)(ﬁ)zg(f(x)) g(z? +3) = 1n((x2—|—3)+1) = In(z2 + 4),
( )
(

2 +1 2+ 1
1 1 (22 4 1)2
(Fon)@) =10@) = F(57) = 71 2 pab e
<x2+1> *

(909)(x) =g(g(x)) = g(tgz) = tg (tgx).

Priklad 20. Najdéte inverzni funkci f_; k funkci f (pokud existuje) a nakreslete jeji
graf, jestlize:

a) f(x )—e’“"—i—l kde z € (—o0, +00);
b) f(z) =2*+1, kde bud x € (—=2,4) nebo z € (—2,0);
c) flz) = Va2, stanovte defini¢ni obor tak, aby existovala f_q;

d) f(z) =1In(3z —5), stanovte definicni obor D (f).



Resent: Inverzni funkce f_; k funkei f existuje, jestlize dand funkce f je prosta
na svém definiénim oboru D(f). To znamend, Ze pro vSechna x1, xo € D(f) plati

implikace w1 #x9y = f(x1) # f(xe). Pakprof a f_1 plati
D(f1)=H(f), D(f)=H(f-1) ajejich grafy jsou soumérné podle osy
1. a 3. kvadrantu.

a) f(z) =e"+1 je funkce ryze rostouci, a tedy prosta pro vSechna z € (—00,00).
Z toho plyne, ze f_; existuje a nyni ji stanovime:

y=e"+1 = p-—4+1 = &=z—-1 = y=hEz-1 =

y=¢e"+1

b) f(z) =2®+1 neni prostd na intervalu (—2,4), napt. f(—1)= f(1), a proto
na tomto intervalu neexistuje f_;. AvSak budeme-li uvazovat interval (—2,0), pak
funkce f je prosta a f_; existuje;

y=a22+1 =% r=v*+1 = yYv=2-1 = y=-—or—-1 =

D(f) =(=2,0) = H(f-1),
H(f)=(1,5) = D(f-);

c) f(z) = Vz? ma4 existenéni (maximaln{ definién{) obor R = (—o0, 00), avéak dand
funkce neni prosta na R, proto musime provést ziizeni funkce na takovy interval, aby
byla prostd. Vybereme tedy napt. D(f) = (0,27). Tento vybér zdaleka neni jediny.
Mohli jsme vybrat kterykoliv interval I; C (0,00) nebo Iy C (—o0,0).

Nyni na (0,27) urc¢ime f_;:



y=va? r=3P2 = P=2 = y=+Vid=zz =
Yy =11
y=1=
Y
— 2
y=vz
= fa(z) =z,
, D(f) =(0,27) = H (),
14 H ()= 0,9) =D (f )
ol 1 ‘
. . . D
d) f(z) =1In(3x —5). Defini¢ni obor uréime z nerovnosti 3z —5>0 = x> 3
)
D(f)= <§, —|—oo>. Dané funkce je vsude rostouci, tedy prosta, a proto existuje

5
inverzni funkce f_; pro vSechna x € (5’ +oo>.

y=In(3z—5) =%

r=InBy—-5) = 3y-hH=¢ = y:%(ex—%) =
y = 3(e" +5)

Y
y==z
=3z —5) X

__——/é = f(x) = 3 (e +5),
3
T (f) = <§7+OO> = H(f—l)v
0 3 H(f) = (~00,+00) = D (1)

Priklad 21. Definujte a nakreslete grafy cyklometrickych funkeci jako inverzni funkce
ke goniometrickym funkcim.

Reseni: Vime dobre, ze goniometrické funkce jsou funkce periodické na svych defini¢nich

oborech. Proto u kazdé z nich musime provést takova zizeni na vhodny interval Z,
aby dana funkce byla prosta na Z.

finui

y = arcsinx =



Yy = arcsinx

| y=ux

vl

-1 o
|
[S—y

=
ol

b) y= f(x) =cosx =Y g =cosy

Y = arccosx

Yy =sinx

= f_i(z) = arcsinz,

definujeme
— Y = arccosx =

= f_i(z) = arccosz,

D(f) = <O,7T> :H(f—1)7
H(f)=(=1,1) = D(f-1);

z definuj
c) y=f(z)=tgx = xr=1tgy cIme y = arctgxr =

y=tgx
cy=a
_—y = arctgw
x
0
//,’I,,
r=—3 r=3




finui
d) Y= f(x) = cotgx 2% T = cotgy de ﬂgme

ym

2

Yy = arccotgr =

= f_1(z) = arccotgz,

D(f) =(0,7) = H (f-1),
H (f) = (=00, +00) = D (f-1).

r=m
Yy = cotgx
n
Priklad 22. Vypocitejte nasledujici hodnoty
1
a) arcsin <—§> , arccos —, arctg (—1), arccotg v/3,
—v3
arcsin > arccos v/3, arctg 1, arccotg (T\/_) :
o : . T
b) arcsin(sinn), sin (arcsm B arccos (cos —) :
cos(arccos 1), arctg <tgg , tg <arctg (—\/5)),
4
c) cos(arctg a), CoS <arctg 3 ;
. 5
d) sin(arccosa), |a| <1, sin arccos(—1—3)>
Resend:
) .(1)0211. E<7T7T'> . 1 N ™
a) arcsin(—=) = a€(——,— < sina=-—= a=——":
2 272 2 6
n(-3) =%
arcsin( —= ) = ——,
6
2 V2 T 2 7
arccos — =a € (0,m1) <= cosa=— a=—: arccos — = —,
2 4 4
tg (—1) € ( u 7r) = t 1 = T
arc — = —_—, — = — = — —
rctg « 53 ga a 7
arccotgV3=a € (0,71) <= cotga=V3 = a:%,

V3

podobné dale  arcsin - = %,

arccos V'3 neexistuje, protoze arccos x je definovén jen pro z € (—1,1),

T
tgl = —, t <—
arctg 1 arccotg 3

_\/§>:_



s
b in(sin ) = aresin0 = 0, ( '_>:'_:_’
) arcsm(sm 7'(') arcsin sin ( arcsin 5 sin 5= 3
T T
arccos (cos —) = arccos (0 = 5 cos(arccos 1) =cos0=1,

arctg <tg g) = arctg V3 = g, tg (arctg (—\/§)> =tg (—g) = —\/§;

6< T 7T>
=z pro rE€(—=, =
P 27 2

po o et (5 1)

POZNAMKA: arcsin(sin ) <

sin(arcsinz) =z prox € (—1,1).

Ctendf si miize rozmyslet a dopsat vztahy, které plati pro arccos(cos ), cos(arccos z),

arctg (tgz), tg(arctgx), arccotg (cotgx), cotg (arccotgx).

c) Oznaéme cos(arctg a) = b, kde b € (0,1), protoze o = arctga € (—g, g)

7 pravouhlého trojuhelnika vyjadiime

V1+tgla tg 1
COS ¥ = W7
g«

«

1
1

\/1 g (arctg a))2 Vita
1 3

a dopocitdme  cos(arctga) =

kde dosadime « = arctga

3

d) Oznacme sin(arccos a) = b, arccosa = «, sina =b, kde a € (0,7), b€ (0,1).

Vyjadiime sina = /1 — cos? @ a po dosazeni obdrzime sin(arccos a) =

2 5
= \/1 - [cos(arccos a)} =+V1—a? Potom aplikujeme pro a = 3

sin(arccos(—%)) = \/1 — <—%>2 = \/% = %

23. Urcete defini¢ni obory danych funkei:

1
a)y=+V5hz—Inz; b)y=——": c)y:arcsin(?)—g);

logs(z —4)’
xr 3r —5
d)y= arctg§ - e) y=In Ty f) y = arccos(ln x);

[8) (1,%); b) (4,5)U (5, +0); ©) (4,8); d) (2,+00); ) (23) £ (

Tento vysledek ( ¢ 4) 3
ento vyslede OU.Z] eme pro — . Cos| arc — = = = —;
N pouzij pro- 3 &3 \/1+<4>2 VI+16 5



24. Rozhodnéte z definice, zda nasledujici funkce jsou sudé nebo liché:
a) f(z) =e* +e%; b f(z) = ¢) f(z) = cotg & + =

2
d) f(z) = ¥z +32% e) f(x) = 23sin2z; f) f(x) = sin2z - cos4z.

[a) sudd; b) lichg; c¢) anisudd anilichd; d) lichd; e) sudd; f) lichd]

—ax.
— e ;

25. Které z nasledujicich funkei jsou periodické a s jakou primitivni periodou:

a) f(r) =sinz +cos3z;  b) f(z) = sin(arcsinx);

c) f(z) = arcsin(sin z); d) f(z) =tg(2x + 1);

[a) ano, 2m; b ) ne; ¢) ano, 2m; d) ano, g}

26. Sestavte slozené funkce fog a go f, jestlize

a) f(x)=(z+1)? g(r) = sin 2x;

b) f(z) = 2* + 3z + 2, g(x) =Ilnz, x> 0;

c) f(z) =e*, g(x) = arcsin(x + 1), = € (=2,0).

[a) (sin2z +1)2, sin2(z +1)? ; b) In*z +3lnz + 2, In(2® + 3z + 2); c) e(arCSin(IH))z, arcsin(e272 +1)

27. Uréete maximalni intervaly, na kterych je dand funkce f ryze monoténni (tj. prostd) a
najdéte k ni inverzni funkce. Stanovte téz definiéni obor ptislusné inverzni funkce:

) () = 7%

b) f(z) = (x—3)*+2;

= ; d =27+ 4.
) f@) =5 ) fla) =2 1
a)  D(f) = (—00,+00), fai(@) = 5 (Inz —2), D (f-1) = (0, +o0);
b)  bud D(f) = (3, +00), fo1(@) =3+ Vo =2, D(f-1)= (2 +o0);
nebOD(f) = (_OO>3>7 f*l(x) =3-Vr—2, D(ffl) = <2,+OO),
) mapt.D(f)= (=200 (0,2), fa(@)=aresin=, D (f-1) = (=00, ~1) UL, +00);
L d) D (f) = (*OO,+OO), f—l(f) = IOgQ(ZC - 4)7 D (f*l) = (47 +OO)
28. Spocitejte
3 2
a) arcsin(—%), arccos(—%), arctg \/3, arccotg 0,
1
arcsin 3 arccos 0, arctg 0, arccotg (—1);
. s ™ . ™
b) arcsin <COS —>, arccos (tg <——> ), arcsin (cotg —>,
3 3 6
1
cos (arcsin 5), tg (arctgb), arctg (tg 2m).
{a) — g, ?%, g, g, g, g, 0, ?%; b) %, neexistuje, neexistuje, 73, 5 0



3. Limita a spojitost funkce

Priklad 29. Dokazte primo z definice limity:
. ) 1
a) lim = +00; b) lim — =0.

=3t — 3 z—+oo e

Resend:
a) Pripomenme si definici jednostranné limity a nac¢rtnéme graf v okoli bodu zg:

lim+f(x):oo — VK3Io>0Vz:0<zx—z9<d= f(x)>K.

1’*}20

K >0
V daném piikladé zop = 3 a mame tedy dokazat:
VK3Ioi>0Vr: 0<zx—-3<d= 3>K.

I JR—
Zatneme od posledni nerovnosti, ve které zvolime
xr K > 0 a pak dostaneme
0 3.34+90
1 vege0 1 1 N 1
$_3>K =520 ?>x—3 = x—3<? atéz r—-3<0 = 5:?.

Dokazali jsme, ze ke kazdému zvolenému K > 0 vzdy existuje § > 0 tak, ze plati

1
3 > K. Zvolme napt. K; = 100, K, = 1500 pak
x —

VOo<z—3<6:

! !
Kzl = — J— E— 1
1 00 = o 100 Vo< 3<100 — $_3> 00,
1 |
Ky = 1500 Gy V0<r—B8< —— 1500.
2 = 27 7500 ST T2 1500 z_3°

= +00.

Tim jsme dokazali, ze lim
=3t T — 3

1
b) Napisme definici hr_‘{l f(z)=A,kde A=0, f(zr)=— a piipojme piislusny
T—400 el

graf:
Yy
1
Ve>0 dzgeR Ver>zy: —<e =
eSC
1 . 1 1
:>e>g:>x>lng, r>x9 =
€ 1
- :>x0:lng.
0 -

1
Napi. proe; =001 = 27=In100: V2 >Inl100 = — <0.01,
ex

1 1 1
proe; = — = mozlneZOZQO:Vx>2():>—<%.
e e’ e
Tim jsme dokazali, ze lim — = 0.

r—+4o00 %



Priklad 30. Tlustrujte na obrézcich nasledujici tvrzeni a zvolte piiklad odpovidajici

zadani:
a) lim f(z) =—=1;  b) lim f(z) = —oo;
c) lim f(z)=1 A lim f(z)=3;
r—2+ T—2—
d) lim f(z)=0 A lim f(z)=—0c0.
z—0~ z—0t
Resent:
a) Je-li lim f(z) = —1, pak téz lim f(z)= lim f(z) = —1.
z—3 T—3~ z—3t
)
. 2
0 3 . Napt. f(x) =z — 10,
/ linéx2—10:—1.
_1 Tr—r
b)
)
] 5 T —2
w . Napt. f(x) = @1
0| [[1 im 2
glnlan% (x —1)? >

c) Je-li lim f(x)# lim, f(z), pak lim f(z) neexistuje.

T T T—T0
Y
9 20 —3, x>2
L . Napt. f(z) = 2, =2,
-1, <2
li = lim 2z—-3)=1
g )= oy e =) =1
x . . 2
1 =1 —1)=3.
5 > g fe) =l @7 =1
d)
Y 1
T Napft = —ex
] apt.  f(z) = —ev,
0 . 1 _ 1
lim —ez = —e = —— =0,
z—0~ e
lim —er = —t®° = —00,
z—07t
lim —e neexistuje.

z—0



Priklad 31. Spocitejte nasledujici limity:

2 3
. +dxr—2 ) x° —8
a) lim ———; b) lim ———0—
z—1 T+ 3 z=>2x?+bx — 14
) x—2 ) x ) T
c) lim ——; d) lim , lim
=2 \2 41 —2 a1t —1" z=1-x—1
Resent.
. 2 .
2l 5T s 145-2
=1z +3 limz +3 1+3 ’
r—1
3
b) li 2 —8 . Po dosazeni z = 2 dostdvame neurcity vyraz %, proto .
x_Ig 24+51—14 " | rozlozime polynomy c¢itatele a jmenovatele na korenové cinitele.
. (r—=2)(@*+22x+4) . 2*+2rx+4 12 4
=lim =lim—=—=—;
=2 (z—=2)(x+7) a2 x+7T 9 3
) lim r—2 __ | Opét mame neurcity vyraz %, avsak jmenovatel neni
¢ z—2 \/F —9 o polynom, proto cely zlomek rozsifime. o

L @=(2¥w42) L (@-2(V2He+2)

2 (V2+r—2)(V2+a+2) 2 2+a—4
iy BT AV2 T4 2) :iii%<\/2~l—x+2) — 4.

r—2 xr — 2
X hrﬁ g 1 X 1
) Jm o lim (z—1) 0 T, etz —1_0-
r—1

Priklad 32. Spocitejte nasledujici limity:

-2z +1 . (x+3)* 3Bz —1)°
a) lim ——u—; b) lim 5 ==
3 2
. T 2x .
c) lim ( — ); d) lim (\/952—1—1—{—90);
z——oco \3 22+ 1 1+6zx T——00
. arctgx
e) lim :
r—>+00 ;132
Resent:
) li -2 +1 __ | Méme neurcity vyraz typu 22, limitu vypocitdme podobné
a xirfw 2 _ 12 - jako limity posloupnosti. Tusime, Ze bude — co. o
2 1
_TT ot c0—040
= lim = —00;
E _
4 5
b) (ZE + 3) (3 T — 1) . 22 citatel a jmenovatel jsou polynomy 9. stupné, .
T—>+o0 (2 T+ 1)2(1 -4 I)7 ~ | proto se limita bude rovnat podilu koeficientt u z°. | —
14.3° 3° 3° 243

2. (—4)7  —4-47 45 65536



x3 2 22

C) xll)r_noo (3:):2 1 — 1 +6:E> = | Zde jde o — 0O -+ 00, proto zlomky seéteme.| =
. 22 (1+6x)—222(322+1) . P+ 62t — 62t — 227
= lim = lim =
z——00 322+ 1)(1+6x) e——co 1823 43224+ 62+ 1
, 3 — 222 1
= lim =[2]=—;
a——o0 1823 + 322+ 62+ 1 o0 18

d) lim ( \/m 1 x) _ | o0 — oo pro vétsi prehlednost pouzijeme substituci

00 y = —z, pak pro x = —oco dostdvame y = oo

/02 1— 2 1
= lim <\/y2+1_y> = | vyraz rozsitime | = lim (VY + y)(\/y +1+y) _
Yy—r+0o0 y—>—+00 /yg +1 +y
R
= lim

1
y—>+oo‘/y2_|_1_|_y_00

arctgr  arctg(4+o0)  w/2

e) lim = = = 0.
z—+oo I +00 +00 .
. . sinx
Priklad 33. Vypocitejte dané limity pouzitim znamé limity hrr(l) =1
r—r €T
. sinax . sinazx . sindx+2zx
a) lim ; b) lim — ; c) lim —;
=0 =0 sin b x z=0sinor — 7w
_ x . 22 —bHx ,
d) lim —; e) lim —; f) limz - cotg ax, a > 0;
=0 /1 — cosx z—0 sindx z—0
. .
g) lim 2" sin—, x # 0.
n—00 on
Resend:
. sinazx . a-sinax substituce y = a sin y
0 subs Y
a) lim =|z|=lim———= =1 . =a-1=a
)x_>0 T |0| 750 a-r =0 = y=0 y—0 Y ’
sina x
sinax a
b) lim =9 =1lim —%£— = |vi = =
) 20 sinb x G a—0 sinbx [ viza) | b’
x
sindr 2w
sm3z+2x ., ., 5 3+2 5
c) lim ————=| 5| =lim = = ==
z=0sinbr — 7w 0 +—0 sinbx  Tx  5_7 9
x x
d) lim ——r _ | 8 slomek rozstifme | _ . x+/1+ cosx _
20 \/1 — cos x vyrazem 1+ cosw 20 /(1 — cosz)(1 + cos x)

r+/1-+cosx . xv1+coszx
=lim—— = \/5;

=0 /1 —cos?x =0 sinx
2
. 22°—bux 0 . x(2x—=5) . 2x-5 5
e) lim——— =| 9| =lim—"—"—— = lim — =L
z—0 sindzx z—0 sindx #—0 sind x 4

T



. . cosazx . cosacx 1
f) limz-cotgar=1]0-00|=limz- — = lim — = —;
z—0 z—0 SsInax z—0 Sl ax a

T
"
.. L , 0 S,
g) lim 2" sin — = ’ neurcity vyraz typu oo -0 upravime na § ‘ = lim =
n—0o0 AL n— 00 1
on
NS sin x
_ polozime o = y — lim Y —
n=00 = y=0 y—=0 y
[
. . w
Priklad 34. Pouzitim zndmého vzorce | lim (1 + —> = ¢| dokazte vzorce:
r—+o0 x
1
. z . In(1+4+2 et —1
a) |lim (1 + x) =e;| b) |[lim In(1 +2) =1;] c¢) |lim =1
x—0 x—0 x x—0 x
Resent:
1 neurcity vyraz 1°°
. z 1 ) 1\
a) lim (1 + I) = | pouzijeme substituci z = - | = lim (1 + _> =e;
xz—0 Y y—+oo Y
r=0 = y==+o0
o In(l+=z 1 . 1
b) hm¥ =[2|=lim—In(1+2)=limn(1+2)* =] podiea)| =Ine=1;
z—0 X z—0 z—0
et — 1 % = pouzijeme eln (y+1) _ 1
C) lim = | substituciz =ln(y+1) | = lim ———— = ’ lna _ a | —
=0 T =0 = y=0 y=0 In(y+1)

y+1-—-1

= lim ¥———— = lim —~2—— = | podle b)| = 1.
pooln(y +1)  vooln(y + 1) | podie b)|

Priklad 35. Pouzitim vzorcu uvedenych v ptikladech 33 a 34 vypocitejte nasledujici

limity:
% cotg?z 2t _ g2z
a) lim (1 - 2x) ;b) lim (1 + tgzx) ; c¢) lim ——;
z—0 z—0 z—0 €T
2z _ 1 In(1—4
d) lim < ; e) lim z (e% — 1); f) lim u
z—0 sin3x x—+00 z—0 T
Resent:
a) lim (1 — 2x>i = [17°] = lim <1 + (-2 :z:)) e () ‘ polozime _
z—0 a 250 | y=-2z,y=0]
-2
-y i 0] o
y—0 y—0
) cotg?x 1°°, polozime tg’z = y, 1
1 = 1 = 1 v = N
oty 1) ™ = | T et
2r 2z 67293 e4:B -1 dr _ 1 dz _ 1 4
c) limlz|%|:lim¥:lime 5 = lim © =
z—0 €T z—0 T =0 I - e =0 4x e



substituce y = 4z

z=0,y=0 :1'124;
e — 1
e —1 T 2
d) glclg(l) sin 3x :|6|:m:§’
x
1
-1 substit v _ 1
e) lim z-(ex —1)=|o00-0|= lim ¢ = 1535“1% — lim & =1;
T—400 T—~400 l ;fy7y:>0 y—0
x
. 111(1—43:‘) 0 . ln(1+(—4x)) substituce . ln(1+y>
L e P -
4
= 4.

Priklad 36. Stanovte maximéalni intervaly, v nichz jsou dané funkce spojité. Vysledky

znazornéte grafem.
3-8

3 _
12, proz =2
| sin z|
1
©) flx) = arctg —: d) fr)={ & P70
rz—1 -
17 prOI—O
1
) o pro z € (—1,0)
e) f(z)= ew, prox#O; £) f(z)= 1, prox=0
0, prox =0 .

— Proz € (0,3)

Resend: Budeme vychézet z nasledujici definice: Funkei f () nazgvame spojitou v bodé
xo € D(f), jestlize lim f(z) = f(xo).
Tr—T0

a) D(f)=R~ {2} = Dand funkce je spojitd v intervalech (—00,2) a (2,400).
b) D(f) =R,

Y
12

3-8 — (2?2 +2 4
lim f(z) = lim &b — | 0 | — g G D@ 20D
z—2 =2 T — 2 x—2 T — 2

—T; 2 — —
—}:L)n%(x +2x+4) =12 = f(2).

Dand funkce je spojitd pro véechna x € (—o0, +00).

L =~




c) f(x):arctg%,x—l#() = D(f)=R~{1}.

Zkusme urcit chovani funkce v okoli bodu xg = 1.

y
2
. 1 -
Jim arctg o = arctg(—o0) = —5:
\0_% 1 T x]g% arctgﬁ = arctg(+o0) = g
©

|
IR

T ™
Dana funkce v bodé zy = 1 "skace”’z hodnoty —— na hodnotu +—.

Maximdln{ intervaly spojitosti jsou (—oo,1) a (1,4+00).

| sin x|
——, prox #0
Q) f@={ =+ PTF0. ppp=r
1, proxz =0
lim S ST ),
z—0t x z—=0t X
i S, ZSE ),
20~ I 20~ X
Y
1
Funkce je spojita na intervalech (—o00,0) a
N% x (0, +00). V bodé 0 je spojitd zprava.
—1
e) D(f) =R,
)
lim er = o™ = +00,
z—0+
1 lim o} =™ = - =0=f(0)
imer = =—=0= :
0~ etoo

Maximélni intervaly spojitosti jsou (—o0,0) a (0,400). V bodé 0 je funkce spojita
zleva.



f) D(f)=(-1,3),

y
, 1

" ) R
, 1

Funkce je spojitd na intervalech (—1,0) a (0, 3).
]

Priklad 37. Urcete hodnotu parametru a tak, aby funkce f(x) byla spojitd v intervalu
(—00, +00):

sinax 6( 0>
———, proz € (—oo0,
a) fa)={ « ' P a
2, pro z € (0, +00)

az*+2, prozx € (—o0o,1)
2a—x, proz € (1,400)

b) fe) = {
Reseni: Parametr a spocitdme z podminky  lim f(z) = 1im+ f(z) = f(xg).
T—=T T

. sinacz i
a) lim =a=1lm2=2 = a=2;
x—0~ X z—0t

b) lim (a2?+2)=a+2= lim 2a—-2)=2a—1 = a+2=2a-1= a=3.

r—1— z—1t
[ |

38. Dokazte uzitim definice:

a) lim 2% = +oo; b) lim In(z —1) = —o0.
T——00 z—1t

39. [llustrujte na obrazcich nasledujici tvrzeni a zvolte priklad odpovidajici zadani:
a) lim f(z) = +oo; b) lim f(z) = +o0;
Tr—r—00

x—2t
c) lim f(z)=—-0c0 A lim f(z)=2.
z—3~ i x—31

pro z < 3

prozx >3



40.

41.

42.

43.

44.

45.

Spocitejte:
5 21 —4 273 + 2% — 22 — 1 -2
roars ; b) lim v ’ ; c) lim T-ove \/E;
a1 1?2 4+4r—5 a—4 12 — 16

212 1 3 2—z—2\°

d) lim ——— . ¢) lim . Cf) lim (2T
=0 /1 — 2 — 1 z—=1\x—1 1— a3 z——1 ZE2—|—4ZE+3

[a) 0; b) 1; c) Tlfs; d) —4¢) —1;f) _ﬁ]

8
Spocitejte:
t I
a) lim ;b)) lim ;) AT, d) limsin —
z—0t e — 1 z—0— e — 1 ac%+oo 45" z—0 z’

e) hn}(x—l—l)arcsmz; f) lim (\/1’2—1—2—\/1:2—1); g) liI}_l 1:( x2—|—3—:1:).
T—r+00

T—r—00

[a) + 00; b) — o0; ¢) 0; d) neexistuje; e) g; f)0; g) g]

Spocitejte:
t 1— i
a) lim gax; b) lim —CQOS :B; c) lim smx;
250 x z—0 T z—=0t /21
tg 3 inb 1
d) limw; e) lim smxj f) lim (Cotgx— - )
z—0 4z z—0 2 z—0 sin x
[a) a; b) %; c) 0; d) 2; e) neexistuje; f) 0}
Spocitejte:
esingc -1 e2x — et T z+1
lim ————— b) I : I ( ) :
a) 20 sina ) ie0 Az <) 2rtoo \ 7 +1
In (142 In (1 |
d) lim M; lim n( +£)+$; lim =
250 sing v=03z —In(1+x) =0 sm 22

[a) 1; b) Z; c)e 'y d) 2 e) 15 f) %]

Stanovte maximdlni intervaly, v nichz jsou dané funkce spojité a zjistéte chovani funkeci
v bodech ptipadné nespojitosti:

1 In (1 — 4a?)
- 0 )
a) flo)= "I POTED ) ) - z o Por#l
0, prox =0 4, prox =0
2 _
T N S
¢ ¥ = , prozx € (0,+00) ’ v C(r—1)%

|
2) (—o0,+00); b) (=3,0), (0.5), lm () = lim f(x) = —4 £ f(2) =
C) (_OO7+OO)§ d) (_0071)7(17+OO)7 iﬂ f( ) +00

Urcete pro jakda k jsou funkce spojité v R.

ekz —1 | sin 9z|

_ 0 ) € (— 70
&) f)={ 2z PO ) = g o POTEC0)

2rx+k—2, prox=0 x—k, proz e (0,+00)

[a) k =4; b) k1,2 = £3]



4. Derivace funkce - vypocet pomoci zakladnich vzorci a pravidel

Priklad 46. Pouzitim definice derivace urcete f'(z), jestlize
1

a) f(z)=Inz, x >0; b) f(x)=—, z#0.
x

fla+h) = f(@)

Resent: Podle definice je f'(z) = lim

h—0 h
x+h 1
In In(l1+—-h
. In(x4+h)—Inz _ ( ) 1
!/ _ xT _ X ——
R A v
|pouZitim limM = CL|;
z—0
1 1 r—x—h
N x+h oz . (@+h)x -h -1 1
b) (x) = h = h _ilgtl)h(x—l—h)x_illl—%(x—l—h)x__xz'
|

Priklad 47. Spocitejte derivace f'(c), jestlize

a)f(x):3:c4—\3/ﬁ+$—%+10, c=1
b) f(z) =xlnz + €2, c=e;
) f) =1Vt -

ST vE
d) f(z) =2+ Vxr+ a/x, c=1.
Reseni:
pouzijeme vzorec

a) [f'(z)= 3(w4>/ — <x§>/ - <a:‘2>/ — 4(;1:§>/ + (10)" = ‘ (x”‘)/ gt | =3 423

1 2 :
Pk (=2)x 27t —4. <—§) 272l 0 =1223 — gx_% o3 42y =

2 2 2 2 34

A My =12-2-2+2="2"
3w :133+:U\/E’ J) 3 * 3’

pouzijeme vzorec ‘

1
=2'lnz+z-(Inz)+0=1-Inz+z.-— =

’ (w) = u'v + uw'’

Xz
=Inz+1, f'(e)=Ine+1=2;
pouzijeme vzorec
1_\/5 / u\’  uv—u
/ = = oy = 2 =
o) )= () =| 1) =" |
(Vay = (af) = 5o 7% = 5
1 1

(1= V&) (14 va) — (L&) - (1+va) _ “aya( TV (Vo)
(1+Va)’ (1+ V)’




Gtve)-(-vo) -2 1
2,/z(1 + v/)’ 2z (1+v7)"  Va(l+va)”

—1 -1
/4 = == —
f4) 2(1+2)2 18’
/ 1 3 _1 1 3
d ! :( 3 %):1 rr 4yt =1 —
) fl(x) r+2z2 4z +2x +4x +2\/5+4\4/_,
1 3 9
"MN=14+=+-=-.

Priklad 48. Uzitim véty o derivovani slozené funkce vypocitejte derivaci a urcete jeji
(maximaln{) defini¢ni obor:

a) y = sin(3z* + 5); b) y = sin(3z + 5)%;
c) y = sin*(3z + 5); d) y =2%% . Intgx;

1 /1 i
r—1 1 —sinx

g) y = arcsin(sinz — cosz);  h) y =In(z + V22 +a);
i) y = e"(2% + 3z + 4); j) y=¢€"- P,(x),kde P,(x) je polynom
n — tého stupné.

Reseni: Dané funkce viech pifkladi jsou slozené. Budeme je derivovat podle vzorce

!/
[f <g(x)>] =f <g(x)> - ¢'(x). | Definiéni, tj. existenéni obory jednotlivych derivaci

nebudeme podrobné rozebirat, napiSeme jenom podminky a vysledek.

/
a) y = [Sin(?)m4 + 5)} = cos(3z* +5) - (3x? 4+ 5)' = cos(3z* + 5) - 1223, xr € R;

!/ /!
b) v = [sin(3x+5)4] = cos(3z+5)*- [(3x+5)4] = cos(3z+5)1-4(3x+5)3 (3x+5) =
= cos(3z +5)* - 4(3x +5)3 - 3 = 12(3z + 5)® cos(3x + 5)4, T € R;

/

b /
c) y = [sin4(3w +5)| =4sin®*(3z+5) - [sin(Bw + 5)} = 4sin*(32 +5) - cos(3x +5) - 3 =
= 12sin*(3z + 5) - cos(3x + 5), r € R;

/

b / !/ /
d) ¢ = [thx-lntgx = (Ztgm) Intga + 2%87. (lntgx) =287 .1n2. (tgm) ‘Intgz+
' 11
5 ‘Intgzw + 287 . — . — =
COS* x tgx cos‘x

1 /
4287 . . (tgw) =287 .1n2.
g

— 2tgm .

2

1
5 <ln2-lntgx+—), tgx >0, cost #0 = x € (l{iﬂ',z—f-kﬂ');
COoS* x tgx

e) y = <arctg z

Ii_1>/_ 1 2‘<x+1)’_( (x —1)2 1-(m—1)—(x+1)-1:

—1+<x+1> z—1)  (@z—12+(z+1)?2 (x —1)2
rz—1
—2 —2 -1

22z +1l422+2+1 202+2 2241 7L




nejdiive zlogaritmujeme druhou odmocninu
a teprve pak budeme derivovat.
Definiéni obor se tim nezmeéni.

— In -
2 1—sinx

B {1 1+sina:]/

/
1+sinz
f =11 \|————
)y [n 1 —sinx
1

B 1 <1+sinx>’ 1 1—sinx cosz(l —sinz) — (1 +sinz)(—cosz)

T2 1+sinz \1—sinz/ 2 1+sing (1 —sinz)?
1—sinz

_lcosz —sinzcosz +cosx+sinzcosr 1 2cosx  cosz 1

2 (1+sinx)(1l —sinz) - 21—sin’z  cos?x cosz’
14
ﬂ>0, 1 —sinx #0, cosz #0 = x;ﬁz—kkﬂ;
1 —sinx 2

/_ . . /_ 1 . /_

g) y = |arcsin(sinz — cosz)| = . - (sinz — cosx) =
/1 — (sinz — cosx)?

COST +sinx sin?z +cos’z =1

2sin x cosx = sin 2x

- - cosx +sinx
V1 — (sin?z — 2sinz cos x + cos? x) V1 — (1 —sin2x)
B cosx +sinx

= —1<sinz —cosx <1, sin2x >0 = :EE(k‘?T,g—i—/{nr);

v/ sin 2z

/ 1 ,
h ’:[ln x+\/ac2+a] =——— (z+Va2+a) =
) =il | = ervega Vet
! <1+1(2+ )2 2)
= —(z*+a)"2-2z) =
r+vVr2+a 2
1 Vri+a+x 1

= = , r+vVaz+a>0, 22 +a>0.
r+vVr2i4+a Vr2+a V2 +a

1 x
- 1+—>
x+\/x2+a( V2 +a

POzZNAMKA: Prévé spocitand derivace vede k velmi dulezitému vzorci v integralnim
poctu, proto jej zopakujeme a zapiSeme i jako integral

1

[1n(x+¢ﬁ)]/=\/ﬁ, /\/ﬁdm

zln(x+\/372+a) + C.

/
i) o = [ex(x2+3:c+4)] = (") (22 +3a+4) +e® (22 +30+4) = e (22+31-+4)+e (20+3) =

= e"(2® + 5 + 7), reR;
j) ¥ = (&%) - Py(z) + e - Pl(x) = e“(Pn(x) i P;L(x)), zeR.
||

Priklad 49. Vypoctéte derivaci funkce a jeji defini¢ni obor:
a) y = """ b) y = (cotga + 1)3;

&) y= (2 + 1= d)y= (@)

Reseni: Uvedené funkee jsou typu f(x)9®), pro které neméme pifmy vzorec na derivovani
a proto nejdiive funkce upravime na tvar vhodny k derivovani. K tomu pouzijeme
prepis:

f(z)9@) = eln(f(r)g<“”>) = @IS f(2) > 0.




_ _sinx __ _sinznz
a) y=2"""=¢e ,

. / : 1
y = esnTine, [Slna: -In x] = efinwine (cosx ‘Inz+sinz - —) =
x

. . 1
::L’Sl“(cosx-lnx—i-smx~—>, x> 0;
x

2
b) y= (cotg:c + 1) ¢ _ o2 In(cotgz+1).

I

2 /
y/ _ e% In(cotgz+1) | |:_ hl(COtgl' 4 1):| —
X

_ o2 In(cotgz+1) | <__21 t 1 g 1 . —1 ) =
© x? n(cotgw +1) + xr cotgwr+1 sin’z
-2 /1 t 1 1
:”(cotgx+1)2-—-<n(COgI+ )—i— 3 )7
x x (cotgz + 1) sin”z

3
cotgr+1>0, 2#0 = z¢€ (lmr,zﬂ—i-knr);

C) y = (1’2 + 1)'30821' _ eCos2 :p~ln(x2+1)’

/
y = ecos®on(@+1) | eog2 g In(2? + 1>} -

1
= eeoswIn(@®+1) | (2 cost - (—sinzx) - In(z? + 1) + cos’ z - N 2:1:) =
= (2% 4+ 1) 20081‘(2;3_8? —sinz - In(z? + 1)), r € R;
2z Y
d) y= <1n(a:2 + 1)> _ eQm-ln(ln(m +1))7
2 !/ /
y' — 62:c~1n(1n(:c +1)) . [21‘ . 111(111(332 + 1))] = ) pouzijeme [111(111(.%2 + 1))} —
1 ! 1 1
= . |Iln(z2+1 } = . (2 ’ =
In(z? + 1) [n(m 1) In(z2+1) 2241 (22)
_ 2x-ln(1n(w2+1)) . (2 In(1 2 1 20 - 1 . 1 .2 ) =
¢ n(ne” +1)) + 27 In(z2+1) 2241 *
(1 (2+1))2m 2[In(n(a? + 1)) + 20 }
= (In(z - 2|In(In(x
(224 1) - In(z2+ 1)1’

In(z2+1) >0 = z#0.
[
Priklad 50. Vypocitejte [ (zo) a f'(zo9) arozhodnéte, zda existuje f'(x), jestlize
) f(a) = o 4, ro= 4

2z
b = in——
) f(z) = arcsin T

z?’
c) f(z) =[(@—1)(z —2)’
Resent: Vime, 7e f'(zo) existuje pravé kdyz existuji f7 (wo), f.(z0) a fi(zo0) = f.(w0).
Y
x —4, pro x >4 y = |z — 4|

a) f(z)=lr—4]= { =

To = 1;

) To =

—(z —4), pro z < 4




fl4)=1 # fL(4)=—-1 = f'(4) neexistuje.

b) Spocitame f'(x) v obecném bodé:

o . 2x 1 .2(1+x2)—2x~2x_
fi(z) = [arcsm . +x2} = STER 1+ 227
\/1 B (1 + x2>
_ 2 — 222 _ 2(1 — z2) _
(1+ 22)2 — 42 . V14222 + 2t — 422 - (1 4 22)
\/ Grop 1+
2(1 — z?) B 1(1 —2?%) o 2(1-a?)
CVI—28+ 2 (1+42)  JI—22)2(1 422  [1-2?(1+2?)
pro x= 1; je (1—-2%)<0 a fi(1)= “a 2_(22;(? l ) = —1,
; 2 / _ 2<1 — xQ) —
pro z= 1_ je (1—-2%)>0 a f_(l)_(l—xQ)(1+x2) ’1—
Z toho plyne, ze f’(1) neexistuje.
B o (x —1)(x —2)% proz > 1
) J@) == =27 = { —(z = 1)(z —2)2, pro x < 1
1= 1@ =[e-De-27]_ —@-2+@-1-2-2)|_ -0,
f'(2) existuje a f'(2) =0.
]

Priklad 51. Najdéte body, v nichz ma funkce nevlastni derivaci, jestlize
a) f(x) =+Vsinx+z; b) f(z)=V3+z.

Resent: Je-li lim f(xo +h) = f(x0)
h—0 h
nevlastni derivaci.

nevlastni, pak ikame, Ze funkce f(x) md v bodé

V danych piikladech spocitdme f’(z) a urcime, ve kterych bodech bude lim I (),
I*}IO
resp. lim f’(z) nekonecna.
=T

N 1
a) f(z)=+Vsinz+z = f/(x)z—(sinx)_g-costrl: CoS T L

—_—
3 3 Vsin? x

Hledané body spocitame z podminky sinz = 0, ze které dostaneme xg = kn, k € Z.

’ ST Ly +00, pro k= 2n (sudééislo)
im ([ ——— = .
e—kr \ 3 Vsin® x —00, pro k=2n+1 (liché éislo)

b) f(z) =3tz = f’@):ﬁ ~ 342-0 = wm—-3

D (f) = <_3’ +OO) 7é D(f/) = (_37 —|—OO),
Fi(-3) =

= +oo, [’ (—3) neexistuje.

1
li R —
:c—ir—ril’ﬁ 23+ x



Priklad 52. Spocitejte f@(z), f(x) pro n > 4, jestlize
a) f(z) =sinz, r € R;
b) f(x) =e*, a #0, r €R;
c) flz) =In(l+z),  ze(-1,+o0);
d) f(z)=a2"+ a2 '+ +a, 1x+a, a€R, zeR.

a) f(z)=sinz, f'(x) = cos, f"(z) = —cosx,

f"(x) = —sinx, f@(x) =sinz = f(z).

Je dobré si vsimnout, ze derivace funkce f(z) = sinx tvoii cykly délky 4. Tak
muzeme snadno spocitat libovolnou derivaci napf.:

(sinz) 6D _ <(sin q;)(48)>m = ‘(sin z) 48 _ sinx’ = (sinz)"” = —cosx,

(sinx)(m = (sinz)’ = cosz, atd.

b S —en,  PE@=eta -
f"(z) = e™ - a?, FD(z) = e™ . g4,

f™(z) =™ . a™, pro viechna n > 0.

1 " o -2
) f (.T)— (1+l’)3’

b =1 o, . 1:2.3

(—1)"(n— 1)
(I+a)

¢) f(z)=l(l+2), [fla)=

£ (@) =

, pro vSechna n > 1.

d) flz)=2"+a 2" '+ +a, 17+ ay,
f@)y=n-2"1+n—-1a 2" >+ +a,_,
fx)y=nn—-1)2"2+(n—-1n—-2)ay 2" 3+ + a,_o,

fD(z) =nn-1)(n-2)(n-3)a"*+(n-1)(n—2)(n—3)(n—4) a1 2"+ -+ a,_4,
f'(”)(w) =n!.
u

Priklad 53. K vypoctu n-té derivace funkce f(x) = u(x) - v(z) pouzijte Leibniztv
vzorec

F = (u-v) ) _ Z (Z) u e > 1, jestlize

k=0

a) f(zr)=e" (24 3z), n=10;

b) f(z)=2? -sin3z, n = 20;
2 +1

1+’

n = &.



Reseni:

4z

a) Pouzijeme Leibnizav vzorec, kde u = e* a v = 2? + 3u:

(10) 1 1
[64“7 (2 + 396)] - (OO> (e“)(lo) (22 + 32)0 + <10) (e4m)(9) (2% + 32)'+
1 1
+(20) (e4x)(8) (x2+3:1:)”—|— <30> (641)(7) (x2+3:v)’”—|—-~- — ote 410 (:1:2+3x)+
1z 49 10-9 4 8 dz 48| 42 (.2
+10 €™ - 4 ~(2x+3)+Te 472404 +0=e"-4 [4 (z° + 3x)+

+10-4(2243)+10-9

| I—

— ot g8 [16332 128z + 210], z € R:

ZE2

] (20)

u(z) = sin 3z

b) [3:2 - sin 3z

— <2oo> (sin 32) 0 22 + (210) (sin 32) " (22)'+

2
+( 0) (Sin?’x)(l '@+ 0+ +0=sin3z-32. 2%+ 20 (—cos3x) - 3 - 2+

2
20-19 : 18 18 (0.2 o .
—i—T (—sin3x)-3°-2=3 (9x sin 3z — 120z cos 3z — 380 sin 395), z € R;
2 4+ 176) ) ®) u(w) = - 8 1 (@
- ) 1 ] _ Tte _ 24
C) [1+$] [1—1—;13 (ZL’ * ) v(z) =22 +1 (0) (1+x) (ZL’ - )+
8 1 (7) 8 1 (6) z prlkladu 52c) dostaneme
+ ) ( ) (x2+1)’+( ) ( ) (2*+ 1)+ = ( )<n> (—1)"n! =
8! (=71 8-7 6!
1)+8- 2 ( 1—22(1
8.2
1 2) - 1.
[
54. Vypocitejte f' a urcete pro jakd = je [’ definovana, jestlize:
z—1
a) J\r) = ; b) f(z) = arcsin2z; c) f(z) = In(4 — 3z — 2?);
) )= =i b f) ) (@) = n( )
1
d) f(x) =+2cosz +1; e) f(x) =2% -sin—; f) f(z) =9 — 22
x
T—x 2 11
A s aviss el b)) = e € (‘5’5)’
20 + 3 ) —sinx 2 2 )
C) m, S (7471)a d) \/ﬁ, T € (7§7T+2[€7T,§7T+2kﬂ')7
e) Qmsinéfcos%, x #0; f) 7\/9__567232, z € (-3,3)

55. Vypocitejte derivaci a jeji definiéni obor:
a) yzln(‘cg g) b) y = 10% + e®5%; c) y=>5—sine “cose %

d) y—I\/4—x2+2arcsm—; e) y—ln(e + Ve 4 > f) y = arccos V1 — 22

x 5
g)y= arctgxz— h) y = (log4 x) :

T



1

a) et z # km; b) 10°In10 — sinz e“**, z € R; 1
c)e “cos2e “, z €R; d) \6/%, z € (—2,2);
e) \/e%ﬁ z €R; f) ﬁ z € (—1,1);

I g) ﬁgﬂ, z €R; h) 5(;?%22)4, z>0

56. Vypocitejte f' a D (f'), jestlize y = f(x):

a)y= (COS$>Z; b) y = <x2 + 5>2+4; c)y= %/ <sin2x + 1)3; d) y = 2.

r z .. xsinz o T )
a) (cosx) (lncosx p— ), x € ( 5 + 2k, 3 +2k7r),
2z(z +4)
2 a+4 2 .
b) (z° +5) (111(1: +5)+ 215 ), z €R;

3sinx cosx

[ — 0.
1’(sin230—|—1))7 v#0

c) %/(sin?z +1)3 (—% In(sin® z + 1) +

L d) 22™% ' .Inz, z € (0, +)

57. Urcete body, v nichz neexistuje derivace a zduvodnéte proc, jestlize:
a) f(z)=le"=1[;  b) f(z)=|1—2cosa|.
() @ =0, F4(0) = 1# f2(0) = L b) w =+ +2km, f1(a) = VB # [L(a) = —V3]

58. Najdéte body, v nichz mé funkce f aspon jednu z derivaci f, f’ nevlastni:

a) f(z) = arcsinu; b) f(z) = Va2 —4.
{ a) z1 =1, 23 = -1, fi(-1) = fL(1) = +oo;
b) @1 =2, 2 =-2, f1(2) = fL(2) = +oo, fi(-2) = fL(-2)=—o0

59. Spocitejte n-tou derivaci f funkce f, urcete D (f™), jestlize:

1
a) f(x) = - n = 10; b) f(x) = cos3z, n = 15;
¢) f(x) =In(e+VaZF3), n=2  d) f(z) = (z+5) n="5
e) f(z) =av1+a2 n=2 f) f(z) = 2z — 32?) 3, n=12;
g) f(x)=(2>+1)In(z + 1), n=8.
10! ) 15 . ) —x - ]
a) m, x#1; b)3°sin3z, ze€R; c) 7@2—}—2)37 eR;
M reR; f) —3%e’ (32° +220+36), € R;

d) 6!(z +5), z € R; e =,
) 6l(x +5) )

~7(z*+1) 16-6'x 56 - 5!
& wrnr Ty @rD

5y T# -1




5. Uziti derivace funkce v geometrii a ve fyzice

Priklad 60. Napiste rovnici tecny a normély ke kiivee y = (z + 1) v/3 — 2z v bodech
a) A=[-17: b) B=[27; <) C—[30]

Reseni: 7 definice derivace vime, ze f'(xq) = ki, kde k; je smérnice teény v bodé
[zo, f(x0)]. Potom rovnice tecny a normély v bodé [xg, yol, kde yg = f (o) jsou

t:y—yo=f'(zo)(x — 20),
n:y-— :_—1<£L‘—$ )
Y —Yo (o) 0)

3¢/ (3—1x)?

a) A=[-17, f(-1)=0 = A=[-10, f(-1)=v4
t: y=va(x+1), n: y:%(x—i-l);

Spocitejme nejdifve derivaci v = f'(z) = /3 — 2z + (x + 1)

3 .. e
b) B=12,7, f(2)=3 = B=[23, f(2)=1-2=0 = tecna je rovnobézna

3 S osou x,
t: y=3, n: x=2;

c) C=1[3,0], f.3)=f(3)=-00 = tecna jerovnobéznd s osou y,
t: z=3, n: y=0.
n
Priklad 61. Ve kterém bodé kiivky f(z) =z Inx je jeji a) tec¢na rovnobézna s osou z;
b) normadla rovnobézna s piimkou p : 3z — 2y = 7. Napiste rovnice tecny

z a) a normaly z b).

< 1
Reseni: f(x) =z Inz, f'(zr)=her+z-—=hz+1, z>0:
x

a) t] sosour <<= fl(z)=0 =

1 -1 -1
mnr+1=0 = he=-1= =zg=—-,y=— = t: y=—;
e e e
b) nllp = ki—k & -k = f(2)=—— kdek
n n = _——_— = €Tr) = __’ e
P g f'(x) g kp .
7
precteme z rovnice piimky p napsané ve smérnicovém tvaru y = 3 T — 3
3 2 2 5 5
kp:§ = f/(:c):—g = lnx—l—lz—g = lnx:—g = xp=¢€ 3,
—f<e3>——§eg n: +§eg—§<x—eg) —§x—ge’%
Yo = - 3 ’ Sy 3 - 9 ) Yy = 9 6 .

Priklad 62. Urcete redlné konstanty b a ¢ tak, aby parabola y = 22 + bx + ¢ se
dotykala pfimky y = 2x — 1 v bodé A, jehoz x-ova soufadnice je 2.



A=1[2,3
Bod A je bodem dané primky, proto
ya=224—1=4-1=3 = A=1[23].
. Vyjdeme z toho, ze A je téz bodem paraboly.

Po dosazeni do rovnice paraboly dostavame podminku 3 =4 + 2b + c.
Smérnice teny je 2 a ¢y =2r+b = vbode A = 2=4+0.

7 téchto rovnic snadno spoc¢itame: b= -2 a c=3.
Vyslednd parabola bude mit vyjadieni: y = 2% — 2z + 3.

Priklad 63. Vypocitejte pod jakym thlem se protinaji grafy nasledujicich funkei:
a) f(r)=a2*+6x—12, g(x)=4z— 2%
b) f(zr)=2Inz, g(z)=Imn’x

Resent: Pod pojmem thel dvou kiivek rozumime thel ¢ € <0, g>, ktery sviraji tecny

ve spolecném bodé.

y = g(z)

Prvnim krokem bude nalezeni
spolecnych bodu obou grafu.

Druhym krokem bude nalezeni

hledaného thlu ¢ =a — f.

a) 1) f(r)=g(x) = 2*+6z—-12=4r—-2> = 22°+2r-12=0 =
= 2»+r-6=0 = (24+3)(x—2)=0 = 11=-3, 19=2,
A=1[-3,-21], B=12,4].

tga —tg g
2) t = |t — =|—2———""| kde t = f t =gq .
) e = ligla— 0| = [ {200 ke tga = o), 18 = oo
0-—10
| A B | V bodé A dostaneme tggplf‘ ‘—10
fllxg)=22+6 | 0 | 10 a totéz obdrzime i v bodé B:
g(x)y=4—-2x | 10 | 0

Grafy se protinaji v obou prusecicich A a B pod tthlem ¢ = arctg10.



b) 1) f(z)=gx) = 2hzr=h’z = hzr(nzr—2)= =
hx=0 = = =1 = A=]10],
< nz=2 = x3=¢ = B=][e/{]
2)
. 2-0
V bodé A: tgy; = — =2 =
| A B | wl—ar;:tg24
2 2 Z =
/ = — J— 2 2
f(@) x 2 e? V bodé B: tgps = e? e |_ _£°
2 4] et+38
1 4 14+ = .=
gx)=2mlmz-—| 0 | - o2 o2
x e 02
g = arctg g

Priklad 64. Hmotny bod se pohybuje po piimce. Zdvislost jeho drahy (méfené v met-
1
rech) na ¢ase (v sekunddch) je popsana funkei s(t) = 3 3 —2t* + 3t;
Urcete: a) okamzitou rychlost a okamzité zrychleni v ¢ase t = 0;
b) c¢asy, v nichz se méni orientace pohybu.
Reseni: Rychlost v pohybu v ¢asovém okamziku ¢, je definovéna jako derivace funkce
drahy s podle ¢asu t v bodé t = ¢y. Strucné

_ds

_ Ll 2 _ g2
s() =38 =20 43t = w(t) = =1 —4t+3,
d d?
Podobné zrychleni  a(t) = d—: = Ej =2t — 4.

a) Okamzita rychlost v case t = 0 je v(0) = 3 [m/s] a okamzité zrychleni je
a(0) = —4 [m/s”].

b) Casy, v nichz se ménf orientace pohybu budou ¢asy, v nichz rychlost méni zanménko:
v(t)=0 = #—-4+3=0 = ({t—-1)Ft-3)=0 = t;=1[] a ty=23[s].
Dopocitejme dréhu a zrychleni v téchto ¢asech:

3(1):%—2+3=§[m], a(l) = 2 — 4= =2 [m/s?],
$(3)=9—1849=0[m], a(3) =6 —4=2[m/s’].
| ]

Priklad 65. O néjakém primocarém pohybu je znamo, ze jeho rychlost je kvadratickou
funkci ¢asu. Stanovte tuto funkci, vite-li, ze koncem 6-té sekundy byla rych-
lost ¢yfndsobkem rychlosti pocatecni, a ze v ¢ase t; = 2 [s| bylo zrychleni
pohybu a; = 1[m/s’] a v case t, = 4[s] bylo zrychleni a; = 9 [m/s”].

Reseni: Rychlost v zapiSeme pomoci obecné kvadratické funkce ¢asu t :

v(t) = kot? + kit + ko, kde konstanty ko, ki, ko € R,
U(G) = 4’0(0) = 36]{32 + 6/{71 + k’o = 4]{30,
dv (1(2) =1 = 4]{?2 + ]{?1 = 1,
)= =2t +ky (
) =% ot i a(d) =9 = 8ky+k =9



Tim jsme dostali linedrni soustavu pro konstanty ko, k1, ko:
dky + Kk =1

8ka + Ky 9.
36ky + 6k — 3k = O

Po odecteni prvnich dvou rovnic dostaneme: 4ky =8 = ko = 2. Potom
ki =1—4ky = —7 anakonec ko= 12ky + 2k =24 — 14 = 10.

Hledan4 rychlost jako funkce casu je  v(t) = 2t* — 7t + 10.
[ |

Priklad 66. Do nédrze tvaru rotaéniho kuzele o poloméru podstavy ro = 2[m] a vysce
ho = 3[m] pritéké konstantni tok (objemovy) w = 0.004 [m®/s] kapalina.
Urcete jakou okamzitou rychlosti se zvysuje hladina kapaliny v nadrzi v case
t = 8]s] (¢as je méfen od okamziku, kdy kapalina zacala do prazdné nadrze

pritékat).
Reseni
)
To
ho r(£) Nejdiive najdeme funkci A, kterd vyjadiuje zavislost
vysky hladiny kapaliny v nadrzi na case t; Za t sekund
h(t) natece (wt) [m’] kapaliny. Pravé takovy objem V (t) mé
1
tedy cast kuzele wt=V(t) = 3 mr2(t) - h(t).
x
X 0 _ )
Polomeér r(t) vyjadiime z poméru Y _2W r(t) = o h(t)
To ho ho
1 2 3wthg
a dosadime do objemu wt= - <Q : h(t)> “h(t) = Rt) = v -

nt) = ¢/ 300

2

Funkce popisujici okamzitou rychlost zmény vysky hladiny kapaliny v nadrzi je dana

3wh3 1
derivaci  K/(t) = {| v 2ot
Tryg 3

Nyni dosadime dané hodnoty w = 0.004, hy = 3, 1o = 2

h,(t)_3/3-0.004-9 Lo 3:01 1.2 1 .o
B 4n 3 Ym 3 10¢m

a pak dopocitdme okamzitou rychlost v ¢ase t = 8[s| :

H(8) = 1 11
109 Y’2 40T

win

(V1N

= 0.017 [m/s].



Priklad 67. Poloha télesa vrzeného z pocatku ve vakuu Sikmo vzhuru pod thlem ¢
x(t) =vg -t cosg

1 kde t j
y(t) =vg -t sing — = gt*’ Bl

rychlosti vy je dana souradnicemi {
2

¢as a g = 10 [m/s’] gravitacni zrychleni. Stanovte:

a) slozky, smér a velikost rychlosti pohybu,

b) jaké budou souradnice nejvyssiho bodu A tohoto pohybu,
c) dopocitejte polohu bodu A, jestlize ¢ = %, vo = 4 [m/s].

Resent:

a) Slozky rychlosti ziskdme jako derivace slozek drahy podle ¢asu

. dx
Yy 7 v (t) = 2(t) = 5 = Vo COS®
Y e — by
i | 4 vy(t) = y(t) = - = vo sing — gt;
5 Uz Smeér celkové rychlosti udany thlem g
T
0 spocitame jako
¢ B Uy Vo Singp—gt zx:vgtcosgovyjédh’metzv CJ:)SSO
= —-——-_— 0 —
& Vx Vp COS a po dosazeni dostaneme ( jako funkci z-ové souradnice
. T
o smgo—g-—v = g
= LE g
Vg COS v§ cos?

Velikost rychlosti urc¢ime ze slozek v, a v,
|U] = \/m = /v cos? o +v2 sin® ¢ — 2ug sin @ - gt + g22 =
= /12 —2ugsinp -t + g2t2 = \/vg —2g(vot sing — 2gt?) = \/vZ —2gv.

b) Bod bude v nejvyssi poloze pravé tehdy, kdyz v, (t) = 0, tzn. tecna bude rovnobézna
s osou z. Z této podminky spocitame odpovidajici ¢; a pak i soufadnice bodu A
tj. z(ty) a y(t):
0

vpsinp —gt =0 = tlz—osingo =
Y

2

i
x(ty) = vo - D ERE cos p = % sin ¢ cos p,
g
vg Sing . 1 /vgsing\2 o} ., 1 v sin? p
y(t1) = v - smgp——g( ) = Ogin?p— - 07" T
2 9 9 2 9
Loy .,
=—-—35 .
5 in“ ¢

c) Bod A = [za,ya] obdrzime z vyjadieni x(t;) a y(t1), do kterych dosadime

. vo = 4[m/s], g =10[m/s’] : :I:A:1—6-L§-\/—§—§:0.8[m],

Y= 0 2 2 10

o



Priklad 68. Hmotny bod se pohybuje po piimce. Zavislost jeho drahy s na ¢ase ¢ je dana

Res

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

rovnici s(t) = Ae ¥ (1+kt), kde A, k € R~{0} jsou dané konstanty. Ukazte,
ze pro okamzitou rychlost v a pro okamzité zrychleni a v libovolném case
plat{ vztah a + 2kv + k?s = 0.

2
eni: Pouzijeme, ze  v(t) = % =35(t) a a(t) = % = 3(1).
Potom se dany vztah muze zapsat jako diferencidlni rovnice
(*) 5(t) +2ks(t) + k% s(t) = 0.
Nyni spocitame s(t) a §(t), které dosadime do (*):
s(ty=Ae M1 +kt) , $(t)=—-Ake ™A +kt)+kAe*=—-Ak*te ™,

§(t) = —AKk?e ™M+ Ak3te M,
—Ak?e R 4 AR3te ™ 4 2k(—Ak?te ™) + k2 Ae (1 + kt) =
——Ak%2eFt L AkPte M — oAk te Ft + Ak2e R + AkPte M = 0.
Tim jsme dokdzali, ze funkce s(t) = Ae (1 + kt) splituje vztah a + 2kv + ks = 0.
POzZNAMKA: Funkce s(t) je fesenim diferencidlni rovnice § + 2ks$ + ks = 0.
u

Najdéte rovnice tecen a normél kiivky k sestrojenych v jejich prusecicich s primkou p,

jestlize k: y=224+3x+1 a p: axz—y+4=0. )
t1: 3x+y+8=0, ni: x—3y+6=0;
ta: b —y =0, n2:m+5y726:0_

2
Urcete odchylku ¢ tecen kiivky y = Sx ] sestrojenych v bodech A[0,7] a B = [?,0].

= arct, §
Y= g5

Urcete velikost thlu, v némz graf funkce y = f(x) protind osu y, jestlize a) f(z) = e%;

b) f(z) :x2+§x+1.

™ ™
= 73]
Urcéete b, ¢ € R tak, aby se parabola y = 2 + bz + ¢ dotykala pifmky 7z —y—11 =0
v bode T' = [3,7].
b=1, c=-2
Najdéte bod paraboly y = x? — 4z — 6, v némz tecna je a) rovnobéZna s osou x
b) rovnobéznd s osou 2.kvadrantu. Napiste rovnice tecny a normély v téchto bodech.
a) [2,—10], t: y=-10, n: =2
b) [;—37?], t: dx+4y+33=0, n: 4z —4y—45=0
Hmotny bod se pohybuje ptimocate tak, ze jeho vzdéalenost od vychoziho bodu O je
kvadratickou funkei ¢asu. Vyjddrete tento pohyb, vite-li, ze v ¢ase t = 0 [s] se zacal bod
pohybovat z bodu O s pocateéni rychlosti vy = 2[m/s] a v ¢ase t; = 10 [s| byla jeho
rychlost v; = 62 [m/s]. Urcete vzdédlenost bodu od poéatecni polohy v case t = 6 [s].
[s(t) = 3> + 2t, s(6) = 120 [m]]
Teplota T urcitého télesa v case t je vyjddiena vzorcem T'(t) = Toe % kde Ty =
100 [° C] je pocétecni teplota a v ¢ase t; = 2 [min] je T(2) = 50 [° C]. Urcete rychlost

ochlazovani télesa v ¢ase t = 2 [min)].
In2

— t
T(t) = 100e 2 , T'(2) = —251n2

Dokazte, ze funkce f(x) = x? sinz spliuje diferencidlni rovnici
f"(z) + f(x) = 2sinz + 4z cosz, pro vsechna = € R.



6. Diferencial funkce

Priklad 77. Necht f(x) =% — 42> + 2 +8 a xo = 3. Urcete:
a) diferencial df v libovolném bodé; b) df(xzg) - diferencial v bodé xy;
c) piirustek Af(zg) = f(zo+Ax)— f(zo) adiferencial df(zg) odpovidajici
piirustku nezdvislé proménné Az, kde: 1) Az =1; 2) Az =0.1;
3) Az =0.01.
Reseni: Dand funkce f je diferencovatelnd pro véechna z € R a proto existuje
diferencial df pro vSechna z € R.

a) df = f'(z)dx = (32* — 8z + 1) dx;
b) df(zo) = f'(zo)dz = f'(3)de = (27 — 24 + 1) dz = 4 dx;

) Af(zo) = flzo+ Ar) — f(xo) = f(3+ Ax) — f(3),

1) Az =1= Af(3) = f(4)—f(3) = (64—64+4+8)—(27—36+3+8) = 122 = 10,
df(3)=4-dr=4-1=4, kde de = Az =1,

2) Az =0.1= Af(3) = f(3.1) — f(3) = 2.451 — 2 = 0.451,
df(3)=4-dr=4-0.1=0.4;

3) Az = 0.01 = Af(3) = £(3.01) — f(3) = 2.040501 — 2 = 0.040501,
df(3) =4 -dr=4-0.01 = 0.04.

u

P0ozNAMKA: Vidime, ze ¢im mensi (v absolutni hodnoté) je piirustek Az nezdvislé
promeénné, tim méneé se lisi ptriblizny prirustek vypocitany diferencidlem
od skutecného prirustku funkce. Proto pro "malé” Az ¢asto pouzivame
priblizny vzorec:

Af(xo) = f(zo + Az) — f(20) = f'(w0) - Az = df(20) |,

ktery plati s uspokojivou presnosti.

Priklad 78. Uzitim diferencidlu vypocitejte priblizné:

2,97 -1
5/ b 3 .
Reseni: K pribliznému vypoctu pouzijeme vzorec
f(xo+ Az) = f(xo) + f'(w0) - Az = f(w0) + df (o).
V jednotlivych ptikladech budeme postupovat néasledovné:
1) sestavime funkci f(z),
2) zvolime "sikovny”bod xy blizko daného ¢isla x a uréime Az = z — x,
3) spocitdme f(xo), f'(zo) a dopocitdme zddanou hodnotu f(x) = f(zo+ Azx).

a) Ye=es = fla)=¢
19 =0, Ax =

Je=es = flzg)+ (o) Az =1+1-02=12.
Chybu vysledku zatim neumime odhadnout.

arctg 1.02.

\_/C)_‘l'—‘



3/2972 2 —1
b) 2972 -8 2-8

I _( )—f 2z (22 — 8) — (z —1)~2x_1(x2—1>—§ (—14x)
3\22 -8 (:c2—8)2 3 \22 -8/ (22 —8)%
9—-1 1 1 —42 7
—3, Az =297 —3=—0. — o )= s e
429721 , 7
- Ar=2——--(—-0.03) =2 105 = 2.105;
5077 _g f3)+ f(3) - Ax 5 ( 3) +0.105 05;
c) arctgl.02 =  f(z)=arct = [fl(z) = :
arctg 1. r) = arctgx e
1
ro=1, Az =1.02—-1=0.02, f(xo):arctglzz, f(xo):§,
1
arctg 1.02 = f(1) + f/(1) - A :Z+§ 0.02 = 0.785 + 0.01 = 0.795.
n
79. Vypocitejte df a df(xg), jestlize
1 1
a) f(x):arcsing, To = 2; b) f(x)zw, :vozg
W df = ar =
D)4 = G e W=

80. Vypocitejte piirustek f(zo+Az)—f(xo) adiferencidl df(x¢) anavzdjem je porovnejte,
jestlize
a) f(x)=2>-1x, x9=5 Azx=-02resp. Az =0.02;
b) f(z)=+x, x0=9, Azr=03resp. Az =-0.03.

a) Az=-02: Af(5)=—1.76, f(5) = —18,

Az =0.02: Af(5)=0.1804, df(5) = 0.18;

b) Az=03: Af(9)=0.049, df(5) = 0.05,
Az =—0.03: Af(9)=—0.005004, df(5)=—0.005

81. Uzitim diferencialu vypocitejte priblizné:

a) 1.03%; b) WV1000; c) arccos0.2.
[a) 1.12; b) 1.99531; c) 1.37]



7*. Lagrangeova véta o stifedni hodnoté a véta Rolleova

Priklad 82. Uzitim Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté dokazte, ze plati:
a) |sinb—sinal < |b—a| pro vsechna a, b € R;
b) b—a b b—a

In =
b <na< a

pro 0<a<b; a, beR.

Reseni: Lagrangeova véta o stiedni hodnoté: Je-li f funkce spojitd v intervalu (a,b),
a ma-li derivaci v intervalu (a,b), pak ezxistuje alespon jedno ¢ € (a,b) takové, Ze

—a

Geometrickd interpretace:

tetna v bodé [c, f(c)] je rovnobézna se seénou
spojujict body [a, f(a)] a [b, f(b)].

a) Budeme vysetiovat funkei f(z) = sinx, kterd je spojitd vsude v R a mé derivaci
viude v R. Zvolme interval (a,b), a < b; a, b € R. Podle citované véty existuje ¢islo
c € (a,b) takové, ze
sinb — sina |sinb — sin a| , ,
——————— =cos¢c = ———  =|cos¢/|<1 = |sinb—sina| < |b—al.

b—a |b — al

b) Uvazovana funkce bude f(x) =Inz, z € {(a,b), 0 < a < b, kterd je spojita pro vsechna

x>0 ama derivaci f'(x) = — pro x > 0. Proto existuje ¢ € (a,b) tak, ze
x

1 Inb—-1Ina 1

-l < -
b b—a a
Nerovnici vynasobime ¢islem b —a > 0 a soucasné pouzijeme vztah
b—a b b—a

b . s s
Inb—lna=In- = <In—- < ——. Tim jsme ziskali zddanou nerovnost.
a a a
]

nb—1Ina 1
2 0<a<e<d,

<
b—a c’

<

Q-
Q|+

|

Priklad 83.* Rozhodnéte, zda funkce f spliiuje na intervalu (a, b) predpoklady Rolleovy
véty. Pokud ano, najdéte piislusné ¢ € (a, b), jestlize:
a) f(x)=2*-22-8, a=-1,0=23;
b) f(z)=5—-V22, a=-1, b=1;
c) f(x)=]|sinz|, a=m b=2m.
Reseni: Rolleova véta je véta o stiedni hodnoté s jednim predpokladem navic, a sice,
Ze f(a) = f(b). Potom existuje aspon jedno c¢ € (a,b) takové, Ze f'(c) = 0.



Geometricky to znamend, ze v bodé [c, f(c)]
je tecna rovnobézna s osou x.

a) f(r)=12%—2x —8jespojitd v (—1,3), f'(x) =2z —2 existujev (—1,3) a
f(=1) = =5 = f(3). Predpoklady véty Rolleovy jsou splnény, proto existuje
ce (—1,3) tak, ze f'(¢)=0 = fl(v)=2x—-2=0 = c=1

2 1 —4
b) f(z) =5—2vVa2 je spojitda v (—1, 1), f’(;{;):—2~§x_§ T

0 € (—1,1), a proto nelze pouzit Rolleovu vétu.
Poznamenejme, ze f(—1) = f(1) = 3.

neexistuje v bodé

c) f(x)=|sinz| = —sinx, pro z € (m,2m), f'(z) = —cosz.
Funkce f(x) je spojita v (m,2m), f'(x) existuje v (m,27) a f(7w) = f(2r) = 0.
Vsechny predpoklady véty Rolleovy jsou splnény a proto existuje ¢ € (m, 27) tak, ze

flle)=0 = —cosz=0 = c:gg.

84. Pomoci Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté
a) dokazte nerovnost |arctga — arctgh| <l|a—10b|, a,b€R;
b) najdéte bod C = [¢,?] na kiivee y = x3, v némz je tetna rovnobéznd se secnou
spojujici body A =[-1,—-1] a B =12,8].
[b) ¢ =[1,1]]
85. Rozhodnéte, zda funkce f spliuje predpoklady Rolleovy véty na intervalu (a,b) a
v kladném pifpadé urcete ¢ € (a,b):

a) flx)=|z—1|, a=-2, b=4; b) f(x):tgx,a:—g,b:g;
c) flz)=a2*+52x+3,a=-2,b=1; d) f(x)=2"+222-2, a=—-2, b=2
a) ne, f' neexistuje na (-2,4);

2,4)
b) ne, f nenf spojitd na <—g, g>7

c)ne,  f(=2)# f(1);
d) ano, ¢=0



8. L Hospitalovo pravidlo

Necht limity lim f(x) a limg(x), ¢ € R* existuji a jsou bud obé nulové nebo obé ne-
Tr—C —C

@) .

konecéné. Potom plati lim —= m —
z=e g(x)  z—e g'(c)

, jestlize limita vpravo existuje.

Stejné tvrzeni plati i pro limity zleva nebo zprava. L Hospitalovo pravidlo lze pouZit

00
pii vypoctu limit neur¢itych vyrazu typu 0 nebo —. V ostatnich pripadech
00

(0-00, 00 —o00, 1%, o’ 0°) provadime vhodné tipravy.

@ 0
maci 0
B
050 : lim f(z) - gla) — ’
i @) _
x—)cL o0
G
o000+ lim (£() ~ g(0)) = i f(0) (1= ) |

x 00
kde nejdiive spocitame lim ﬁ = —

v f(z) oo

Je-li lim f(2)?®, f(z) >0 néktery z typu 1%, oo, 0°, pak za pouziti prepisu

r—cC

lim f(2)*® = lim eln (f(f)g(x)) lim g(z) - In f(x)

= ez—c = e dostédvame

r—cC r—cC

;lpigif(x)g(x) 100 ‘ 000 ‘ 00

L:glci_)lrig(x)-lnf(x) ‘ oo-O‘O~oo‘O~oo

Priklad 86. Spocitejte nasledujici limity

. x —arctgx . Inz i 1
a) lim ————; b) lim —; c) limaz? - e:?;
z—0 3 r—+00 \/E z—0
T m — 2arctgx

1 1
d) lim (a® — 2%) - tg=—; e) lim ——==>=; f) lim ( - —)
T—a 2a T—+00 1 z—1\x — 1 Inz
ln(l + —)
X

Reseni:
. 1 1+2%2—-1
. x—arctgr o rH . _1—i—x2_o_- 1+22 z’ —
a) i =Bl = i =Bl =i g =My —

. 1 1
=lim —— = —;
2-03(14+22) 3



0
) 1 1) |—‘ =
c) lima?-e:? = |0 0] = < 0
=0 2) |2| =
oo
T R o UH 1. 2 .ot
1) lim :llm—1:‘5| = lim —— = lim —;
z—0 1 =0 o727 z—0 _ 1 < 2 ) =0 o727
I e z2 . | —
ea? ?

tento prepis nevede k cili, proto pouzijeme dalsi moznost ;

x| = hm—zlimez%z—{—oo;
a0 1 z—0 2 70
72 a8
2 2 2 2
9 ™ . a*—x . a‘*—=x
D ) e = et = 'tga cotga | = i
g
2a
LI e AR
sm27T—x 2a 2a
2a
-2 2
—92 t ’ 2 2 2 2
Ty e e N L < .
T—+00 1 0 T—+00 1 1 T—+00 1 z—4o0 1+ x2
x 142 x x>+ x
x
! 1
1 1 Inx —(x—1 / -
) lim (—— = ) = ool =l D ey, e
=1 \x — 1 Inz z—1 (x—l) Inx 0 xall x—1
nx -+
x
1 1
7 1 v ) 1
= lim —L = [¢| F iy 2T — 2
z—1 1 0 -1 1 1 2
Inzx+1-—-— -+ —
x r
[ |
Priklad 87. Spocitejte
1 2
l. xT T . b 1 t 2],‘—71’_ 1 3 Inz.
a) lim (e"+2)7; ) x—gﬂ—( gx)** ™ c) Tim, (sinz)™;

d) lim (m+2>ﬁ.

r——+00 T



Resent: )
a) lim (" 4+ z)* = [1°| = lim e%'ln(ezﬂ) = el kde
z—0

Y
z—0

1 ].new+ﬂj , '(ex—i_l)
L=lim — - In(e® + ) = |oc-0) :limg:‘% H iy &2 =
=0 I x—0 T z—0 1
=2 = ol = 2
b) lim (tg2)® ™ = |=°| = lim etz — oL 1o
=5 =5
1 1
Int ’ 2
L= lim (2z —7)-Intgx = [0-00] = lim nes :|@ = lim tgz cos’x =
=57 s 1 ~ s i ——1 -2
2r — (2x — m)?
2x — 7)? 2x — )2 ’ 22z —m)-2 0
N € ) M W_ﬂ:‘g v 22e-m)-2 0
e—I- —28inrcosr -z~ —sinlr @I~ —COS2w -2 1
= el = o0 = 1;
2 .
c) lim (sinz)™ = |0°] = lim ehz nsine :eL, kde
z—0 z—0t
2
9 1n si ) _ COS T
L= lim =0 — Jeo| X gy SN2 iy 2 T cosp=2-1-1=2
z—0t  Inx o z—0+ 1 z—0+t  sinx
x
= el = e2,

x? 7T
d) lim TR 1| = lim 142 —
r——+00 €T

pouzijeme T 2\
w00 T pitkladu 8d) ‘ a x1—1>I—Poo ()" = oo
Ke stejnému vysledku muzeme dojit téz prepisem
2\ z° .
lim (x * > — lim *% = eL, kde
T——400 €T T—+00
1 1
. 2 . In(z+2) -1 H O o
L= lim 352~1nij = |oo-0 = lim n(z ) nx:‘g " im z+2 T _
T——+00 T T——+00 1 0 T—+00 2
22 2B
. 3 1 1 . 2 r—x—2 . x3
= lim [——( ——)}: 00 =— lim ————= lim ——— = 4+
T—+00 2\z+2 =z T—+00 2 (x + 2):6 T—+00 Qi(x + 2)
= eL = +00.

Priklad 88. Urcete rovnice asymptot danych funkci y = f(x):
2 3
a)y:xe%+1; b) y = 3x —arctgz; ¢)y= x4;
x R
d) y=x In(z —e).




Resent: Primka y = kx + q je Sikmou asymptotou pro x — +oo grafu funkce f prdve
tehdy, kdyz soucasné

k= lim @, g= lim (f(x)—kx), k, q€R.

r—+oo I T—+00

Jestlize nékterd z téchto limit neexistuje nebo je nekonecnd, pak asymptota funkce f
pro x — +oo neexistuje. Totéz plati pro z — —oo.

Primka x = ¢ je svislou asymptotou grafu funkce f, jestlize f md v bodé ¢ alespori
jednu jednostrannou nekonecnou limitu.

a)1l) Hleddme sikmé asymptoty y = kx + ¢:

. f(x) . zer +1 . 2 1 0
k= lim —t = lim = lim (ez—i——):e —i—Oz,
T — +o0 x T — +00 x x — 400 x
(z = —0) (z = —o0) (z = —o0)

g= lim (f(z)—ks)= lim (xeg +1—|1]-2) =14+ lim x(e% - 1) =

r — 400 xr — +00 r — 400
(z — —o0) (z = —o0) (z = —o0)
: - (-3)
z — 1 ’ R Y
oo-0] =1+ lim ¢ i :‘% = 1+ lim 1x2 =
T — +00 - T — 400 o
(x = —o0) T (x = —o0) x2
. 2 0
=1+ lim 2ec =142 =3
xr — +00
(x = —o0)

Sikm4 asymptota pro z — +0o a pro x — —oo je piimka y = z + 3.

2) Hleddme svislé asymptoty = = c.
Funkce f je spojitd pro x € (—o00,0) a pro z € (0,400). Svislou asymptotou muze
byt jediné ptimka x = 0.

Vypocitame jednostranné limity:

¥ er - <_£2)
2 2 x ’
lim <x65+1>:1+ lim zer = [0- o] :1+1im—:|@|l:Hl+lim—x:
z—0t z—0t z—07F l * z—0%F _i
x 2

=1+ lim 2-e: =1+2 et = +o0,

z—0t

lim <xe%+1> —0-e®41=0-0+1=+1# +o0.
z—0~
Piimka x =0 je svislou asymptotou jen pro z — 01. Presnéji
r=0: x — 0", y — +oo;

r —07,y — 1

b)1) y=kx+q, f(x)=3z—arctgz,
b lim 3r — arctgx _ lim (3_ arctgx) _3-0-3
T — 400 X T — 400 X
(z = —o0) (x = —o0)




g= lim (3z —arctgxr —3z) = lim (—arctgz) =
T — +00 T — +00
(z = —o0) (x — —o0)

lim (—arctgz) = —
r—+00

S
I
MR

lim (—arctgx) =
Tr——00

s
Dostali jsme dvé rovnobézné asymptoty: y = 3z — 5 pro x — +00,

y:3m+gpr0x—>—oo.

2) Svisld asymptota neexistuje, protoze pro viechna kone¢nd ¢isla ¢ jsou limity
lim (3z — arctgx) # +oo # lim (3z — arctgx).
Tr—c—

z—ct
223
]_ = k fry
1) y=hita )=
. 21" e -
k= lim — =400 = Sikmd asymptota neexistuje.
T — 400 17($ - 4)

(z = —o0)

2) Svislou asymptotu ocekavame pro = 4. Abychom mohli rozhodnout, zda bude
¢i ne, spocitame limity
223 _2-43_ 223 243

ST T o T T T o 0

Piimka x =4 je svislou asymptotou:
r=4: x =47, y— +oo;
r— 47, y— —o0.

d)1) y=kx+gq, flx)=xln(x—e), x€ (e, +00),
z In(x —e)

k= lim ———~ = lim In(zx —e) =+00 = &ikmd asymptota neexistuje.
T—+00 €T T—+00

2) Svisld asymptota muze byt jediné v bodé e. Spoé¢itame limitu zprava, zleva funkce

neni definovana: lim z In(x —e) =e- (—0) = —00
z—et

Piimka z =e je svislou asymptotou: = — et, y — —o0.

89. Spocitejte limity
e —1 2 1
a) lim———; b) lim (x2 — >; c¢) lim z-Inz;

=0 cost — 1’ z—1 r—1 z—0+
|
arctg 1
d) lim ——<*+1

[a) -2; b) —%; c) 0; d) 0]



90.

91.

92.

Spocitejte limity

3" a1 1
a) lim (2z)"*; b) lim (cosz)*; c) lim (1+ )™

z—0t
. 1
. sin 2\ z
e) lim :
r—0~ X

d) lim (tgx)sin%c;

™ —
3?—)2

[a) ¢*; b) ef%; c) ¢ d) 1; e) 0]
Spocitejte limity
_ 1 1 , T . cos(z?+1)
a) ilg(l) (sinx B ;)’ b) alcl—rﬂ (1- m)tg;, c) xl—1>I-Poo 241 7
2 5x+1
d) lim —°
r—+00 2 — 3 - HT

Urcete rovnice asymptot funkce y = f(x):

a) y=dr—

1 x 9
— b) y a1 c) y=1In(9—2%);
a) y=d4dz, v — to©
z=1, -1, y = —oo,
b) y=0, z— t©
c) z=-3, z—-3", y— -0

r=3 =3,y —>—x
=2 =27, y— 40

[a) 0; b) %; c) 0; d) —g]

22+ 1
V-2
=17, y—+o0

svislda asymptota neexistuje
§ikma asymptota neexistuje

d) y=

Sikmé asymptota neexistuje



9. Uziti prvni a druhé derivace k vySetiovani vlastnosti funkce

(monotdénnost, konvexnost, konkavnost)

Priklad 93. Rozhodnéte uzitim derivace, zda funkce f je rostouci nebo klesajici
v okoli bodu ¢, jestlize:

a) f(x) =a*+ 323 — 227 + bz, c=2;
b) f(z) = zarctgz, 1 =—1, ¢ =/3.

>0 rostouci

Reseni: Je-li f'(c) < <0

pak funkce f(x) je < > v okoli bodu c.

klesajici
Spocitame f'(c) a podle znaménka usoudime, co nastane.

a) f(x)=2"+323-222+52 = [flla)=423+92° —dox+5 =
f(2)=32+36—-8+4+5>0 = funkce f je v okoli bodu z =2 rostouci;

b) f(z)=zarctgr = f'(z)=arctgz + =

T
14+ 22
1
2
V3
4

fl(—1) = arctg(—l)—i—%l = _%
V3

f'(v/3) zarctg\/g-kT = g_,_

<0 = fjevokoli bodu z = —1 klesajici,

>0 = fjevokoli bodu z = +/3 rostouci.
]

Priklad 94. Najdéte intervaly ryzi monoténnosti funkce f a urcete, zda na nich funkce
roste ¢i klesa:
a) f(x)=2+42> =3z +6; b) f(xr)=2sinz + cos2x;
2

x
c) f(z) = V3z —a% d) flz) = —.
Resent: Piipomerime si, ze funkce f (x) se nazyva ryze monotonni na intervalu I,

je-li na I rostouci nebo klesajici. Necht f(x) je spojitd funkce na {(a,b). Je-li

, >0 5 ) rostouct
f'(x) < <0 > pro vechna x € (a,b), pak f(x) je < Klesajict > na (a,b).
>0
a) f(z)=2*+42>-32+6, D(f)=R, f'(z) =3z*>+8x —3 < <0

K vyfeseni nerovnice potfebujeme uréit kofeny kvadratické rovnice 3z%48x—3 =0 :

T2 =

—8++64+36 —8+10 < %
6 6\ Tg

1
>0 = z€(-o00, —3) a (§,+OO>,



Funkce f(x) je rostouci na intervalech (—oo, —3) a <§, +oo> a je klesajici

: 1
na intervalu <—3, §>

b) f(x)=2sinxz +cos2z, D(f)=R.

Funkee je periodickd s primitivni periodou 27, proto se omezime na interval (0, 27).

f'(x) =2cosx — 2sin2x = 2(cosx — 2sinz cosz) = 2cosz(1l — 2sinz),

T 3
cosr=0 = 33125, 5132:7>
1— 28 0 = s L T om
—2sinx = sinx = — Ty = —, Ty = —.
2 T T 6

Znaménko soucinu cosx(1 — 2sinx) vySetiime pomoci tabulky:

x 0 3 7 & o
cosz | + | + | — | — |+
1—2sinz | + | — | — | T
f'(x)=2cosz(1—2sinz) | + | — | + | —

, s T OT 3m
rostouci na <O, —>; <—, —>; <_7 27T>
6 276 2

Funkce f(z) je - 57 3w
klesajici na <€ —>§ <_ _>

"2 6 2
c) f(x)=V3r—22 = 3x—-2°>0 = z2zB8-2)>0 = D(f) = (0,3),
>0 = 3—-2r>0 = x<3
3— 2 - 3
fl(2) = ——— , D(f")=1(0,3),
2V3r — a? < <0 = 3-2r<0 = x>;

) 3
rostouci na <0, —>
Funkece f(x) je 3 2
Klesajici na <§, 3>

22
d) f(a:)zl— = he#0Az>0 = z#1 ANz>0 =
nx
= D(f)=(0,1)U(1, +o0),
2¢-Inw —a*- — _2z-lnz—-2 2(2lnz-1)

f/(.l’): 2 L= 2 )

In“x In?x - In“x

z(2lnz —1) < >0
<0

N —

>0
~ 2lnz—1 < =~ lnz >
nr <O nxr <

1
|pouiilijsme7 zex >0 a lnzx >0 | = X Z ez,



x? rostouci na (y/e, +00)
ie

Funkee f(z) = - —
unkee f(z) = T — klesajici na (0,1) ana (1, ve)

Priklad 95. Rozhodnéte, zda funkce f je ryze konvexni nebo ryze konkavni v okoli
bodu ¢, jestlize:

a) f(z)=2°+23Inz — 10z, c=2;
b) f(x) = 3sin2x + cosz, 01:%, Cy = T
3
c) f(z)=(1+2?) arctgux, ci=1, cp= —g.
Resent: Je-li f"(c) < =0 ak f(x) je ryze < konvewni > v okoli boduz = ¢
<0? 16 TYEE N konkdvni -

>0

Podobné: Je-li f(x) spojitd na {(a,b) a je-li f"(c) < <0

> pro vsechna

konvexni

€ (a,b) , pak funkce f(x) je ryze < > na intervalu {(a, b).

konkavnt

a) f(z)=2°+2*Inz — 10z,

1
fl(x) =52 + 32 Inz +2° - = — 10 = 52* + 32 - Inz + 2 — 10,
T

1
f"(z) = 202% + 62 - Inz + 32% - + 2z = 202° + 62 - Inx + 5z,
f"(2) =160+ 12-In2+ 10 > O = [ je v okoli bodu z = 2 ryze konvexni.

b) f(z) = 3sin2z + cosz,

f'(£) =3-2-cos2x —sinx = 6cos2x —sinz, f"(x) = —12sin2z — cos,
3 3
i 76T) :—12-sing—cosg:—12 \/7——\/7—<0,
f"(m) = —12sin2r —cosTt=0+1> 0,
_ , r=12 konkévn{
funkce je v okoli bodu < 6 ryze < ,
T =1 konvexni

c) f(z)=(1+2?) arctgz,

1 2
1i§2:2x.arctgx+1, 1 (x )—2arctgx+1+x2,

2
f”(1):2.arctg1+§:2-f+1>0,

(%)

f'(z) =2x - arctgx +

(X2
s 3 2v/3
3
r=1 )
funkce je v okoli bodu < /3 ryze < konvexni
xr = ——3 konkavni
3



Priklad 96. Najdéte intervaly, na nichz je funkce f ryze konvexni, resp. ryze konkavni,

jestlize:
a) f(z)=a2"—22%—122% + 72 + 5; b) f(z) =z — In(2? — 9);
sin
_ o o).

) (@) =5 oap *€0.2m
Resent:
a) f(r)=a'—22>-1222+72+5 = D(f)=R, f(x) = 42% — 622 — 242 + 7,

F(x) = 1222 — 120 — 24 = 12(2? — x — 2) < 28 .

K vyteseni nerovnosti urc¢ime koreny kvadratické rovnice
P -r-2=0 = (@-2(z+1)=0 = x=-12=2 =

() < >0 pro xGE—oo,)—l)axG(2,+oo)
<0 pro re(—1,2 '

konvexni na intervalu (—oo, —1) a (2, +00)

Funkee f je ryze < konkdvni na intervalu (—1, 2)

2
b) fla)=r -l =) = D(f)= (00 BUB.4oc),  flr)=1- o
x
22 —9) — 2z - 2x —22%2 —18  2(z*+9)
" _ _ — 3
f(zx)=— T =T TEo0r T Eoop > 0 pro vSechna x € D(f) .
Funkce f je na intervalech (—oo, —3) a (3, +00) ryze konvexni.
sin x
=5 € 07 2 )
Q) f)= 5 e (0, 2m)
) cosw(2+ cosw) —sinx - (—sinw)  2cosz +cos?x +sin®x  2cosx + 1
x) = — _
(2 + cosx)? (2 + cos x)? (2 + cosx)?’
() —2sinz(2 + cosx)? — (2cosx + 1) - 2(2 + cosz) - (— sinx)
x) = —
(2 + cosx)?
_ —2sinz(2+4cosx) +2(2cosx + 1) -sinz  2sinw(—2 —cosx +2cosx +1)
B (2 + cosx)? B (24 cosx)? B
2si -1 pouzili jsme:
_ 2sina(cosz : ) < >0 sin 2 (cos s — 1) < >0 [ Do e
(2 -+ cos .13) <0 <0 pro véechna z € R
. < < ( pouilijsme: sinz <0 prox € (m, 2)
= Sin x cosx—1<0 = coszx <1 , K
>0 pro vSechna x # 2kw sinz >0 prox € (07 71—)

konvexni na intervalu (m, 27)

Funkee f je ryze < konkavni na intervalu (0, )



97.

98.

99.

Rozhodnéte, zda funkce f je rostouci nebo klesajici, ryze konvexni nebo ryze konkavni
v bodech ¢; a ¢ :

a) f(z)=sinz+3cosz, ¢; = g cy = _g;

b) f(z) :x3+5x2—;+4, =1 co=—-

c) flz)=(*+x)lnz, ¢ =¢2 cp=1.
a) f(g) je klesajici a konkavni, f(—g) je rostouci a konvexnf;
b) f(1) je rostouci a konvexnf, f (—%) je rostouci a konvexnf;
c) f(e?) je klesajici a konvexni,  f(1) je rostouci a konvexni

Najdéte intervaly, v nichz je funkce f rostouci, a intervaly, v nichz je klesajici:
a) f(z)=122—2% b) f(z)=a"" ¢) f(z)=2—In(l+a)
d) f(z)=x+2cosz, € (0,2r)

a) na (—2, 2) roste, na (—oo, —2) a (2, 400) klesd;
b) na (0, 2) roste, na (—oo, 0) a (2, +00) Kkless;
c) D(f)=(-1, +oc0): mna (—1,0) Kklesd, na (0, +00) roste;

7T o m
d) na <0, E> a <F’ 27T> roste, na <f —> klesé

Najdéte intervaly, v nichz je funkce f ryze konvexni nebo v nichz je ryze konkavni:
2

a) f(z)=arctge + 3z — g; b) f(z) = "% +In(1 - 2)

a) na (—oo, 0) je konvexni, na (0, +00) je konkdvni;
b) D(f) = (—o0,1): na (—oo, 0) je konvexni, na (0, 1) je konkdvni



10. Lokalni a globalni extrémy, inflexe

Priklad 100. Stanovte lokalni extrémy funkei:
1
a) f(z) =% — 627 + 9z — 4; b) f(x)zcosm+§(3052x;

c) f(x):arctg:c—%ln(l—l—:cQ); d) f(z) =le" —1].

Reseni: Funkce f miize mit v bodé¢ c lokdini extrém pouze kdyz f'(c) = 0 nebo
kdyz f'(c) neezistuge.

a) D(f)=R a D(f') =R, proto lokélni extrémy budou jediné v bodech, kde je
f'(x)=0:
fl(z)=32>-122+9=0 = 2’—-42+3=0 = (@-1@-3)=0 =
= x1=1, 29 =3.
Nyni podle znaménka f”(1) a f”(3) zptesnime, jaké lokalni extrémy to budou:
=1}

"r)=6x—12 = f"(1)=-6<0 = fjekonkdvni v bodé 1 ¢ili v tomto
odé mé funkce lokalni maximum, jehoz hodnotu dopocitdme dosazenim do f(x):

fmax(1)=1—-6+9—-4=0;

r =3

f’'(3)=18—-12>0 = v bodeé 3 je f konvexni a ma tedy lokalni minimum
Fnin(3) = 27— 54427 — 4 = —4,

1
b) f(x):cosx+§cos2x = D(f) =R,
f'(z) = —sinx —sin2x = D (f") =R,
fl(x)=0 = —sinx—2sinxcosx=0 = sinz(l+2cosx)=0 =
bud  sinz =0 - r1 =nmw, n € L.
2
1 = 1x9= —n+2kmw, k€L,
nebo COST = —3 < i
l‘3=§7T+2k7T,/{ZEZ
f"(x) = —cosx — 2 cos 2z.
f”(2k7r) =—-1-2<0 = lokalni maximum,

" _ "
f'(x1) = f"(nm) < f//(<2k; + 1)7r) =1-2<0 = lokdlni maximum,

2 1 1 3
[ (x) = f”(gﬂ' + 2]€7T) =5~ 2. (——) =5> 0 = lokdlni minimum,

2
f'(x3) = f”(%ﬂ' + 2k7r) = % -2 <—%) = g >0 = lokdln{ minimum.
Zaver :
)3 )b (-
R N N



c) f(z):arctgx—%ln(l—i—aﬂ) = D(f)=R

1 1 2z 1l—2
'(z) = S = D(f)=R

’

1—2z

fx)=0 = 1+$2=0 = x;=1,
" —(1+2)-(1—-2z)-22 2>2-22—1 " -2 1
= = = )= —=—=<0
/@) (1+22)? (1+ 22)2 P =7 =73
1 1
V bodé x =1 nastavd lokalni maximum; fmax(1) = arctg1 — 3 In2 = % ) In 2.

e =e"—1 pro x € (0, +00)

d) f(z)=le"—1] < =1—e" pro x € (—00,0)’
x 07

r@= { ey * SOIS1AS0) =

f'(x) # 0 pro vsechna x € R~ {0} a v bodé 0 f'(0) neexistuje. Proto lokélni extrém
nastane jediné v bodé 0 a bude to lokalni minimum, protoze plati f(x) > f(0)
pro véechna = # 0 a fi,;,(0) = 0.

]

Priklad 101. Rozhodnéte, zda ma funkce f v intervalu I globalni extrémy. V kladném
pripadé naleznéte body, ve kterych nastavaji a urcete hodnoty extrému.

a) f(z) =2 —82% -5, I =(-3,3);
b) fle)=a*~ 210, I=({1 4
c) f(z) = |z + 2 — 2|, I =(-3,3);

Tom
d) f(z) = tgz —4 1=(-2.%);
) fz) = tgw — 4z, 13
Resent: Funkce f definovand v intervalu I mize nabjvat svijch globdlnich extrémaii
1) v bodech intervalu I, ve kterych je f'(x) =0,
2) v bodech intervalu I, ve kterych f'(x) neexistuje,
3) v krajnich bodech intervalu I, pokud krajni body pati do I.

X

a) f(r)=a2"—-82>-5[I=(-3,3), krajnibody intervalu patii do I;
f'(x) = 42% — 162 existuje na celém [: 423 —162=0 = 4dz(z?—-4)=0 =
:>l'1:0€[, [EQZ—2€I, r3=2¢€l.

Nyni spoc¢itame hodnoty funkce v bodech 0, —2, 2, —3, 3 a pak vybereme
nejvetsi, resp. nejmensi hodnotu.

F0)==5, f(=2)=f(2) =16—-32—5=—21, f(-3) = f(3) =81 — 72— 5=4.

Globélni maximum nastédva v krajnich bodech intervalu f(—3) = f(3) = 4.
Globélni minimum nastdva v bodech = -2 a = =2, f(-2) = f(2) = —21.
5 2
b) f(z)=2"——-—-10, =z € (1,4),
T
2 341
fllx)=22+—5=0 = m—;— =0 = 2*+1=0 = =—-1¢(1,4)
x x



f'(x) existuje pro viechna = € (1,4) a v zadném bodé intervalu se nerovna 0.
Proto globalni extrémy nastanou jediné v krajnich bodech daného intervalu, tedy

f(l)=1-2—-10=—-11 = globélni minimum,
1 11

f(4) =16 — 3 10 = 5 = globdlni maximum.
(x+2)(x—1) pro z € (=3,-2) a x € (1,3),
= |22 2—2| = |(a+2)(x—1)| =
0) f@) = =2 =1 = Z 0T
2 1=0 1
f(x) = ( 2o+ L om= s e (-2.1).
—(2z4+1)=0 2
f'(x) neexistuje v bodech —2 a 1. Proto globélni extrémy budeme vybirat z hodnot:
1 )
f(=3) =7 F2 =) =0, F(=3) =4, f(3) = 10.
Tak jsme obdrzeli globdlni maximum f(3) = 10 a globalni minimum f(—2) =
= f(1) =0.
T
d) f(z) =tgx —4z, z¢€ <_Z’§> =1
1 s
1 1 cosx:§:>x1:§€.f,
fllg)=—=—4=0 = cosz=- =
cos* x 4

1 2
coST = —3 = $2:i§7r€[,

4
F(5)=tes—4-3=VB-Sm=173-419 = 246,

3 3 3 3
™ ™ T
/ ( 4) g( 4) T T
Jelikoz ¢ I, spocitdame lim f(x) = lim (tgz — 4x) = 4o0.
2 =5 =5
Globélni minimum nastava v bodé % a f (%) = —2.46 a globalni maximum
neexistuje.

Priklad 102. Urcete inflexni body funkce
a) f(z)=2°—->523+4z; b) f(r)= 3z + arccotg 2.
Resent: Pouzijeme vétu : Je-li f"(c) =0 a f"(c) #0, pak bod [c, f(c)] je inflexnim
bodem grafu funkce y = f(x) .

a) f(z)=2°—-523+4z, D(f)=R;
f'(z) =52 — 152 + 4,  f"(x) =202 — 30z, f"(x) = 60z* — 30,

3 3
f//(x) :0 = 10$(2I2—3):O = T :07 To = \/;7 $3:—\/;7
f"(0)=-=30#0 = bod [0,0] je inflexnim bodem
3
) +

5
" 3 _ 3_ § — § _
f (i §>_60-§ 30 £ 0, f(i 2>—<i 2) 5<i

N W



3 3/(9 _ 3 3/ 5 5 /3
g £y/2) = /2 (2 o5 2 a) =14 /2 (=2) =524/
+< 2) 2(4 52+> 2(4) iV 7

3 5 /3 3 5 /3
=  body [\/;, ~1 \/;], [— 27 Z\/;] jsou téz inflexni.

b) f(z) =3z + arccotg2z, D (f)=1R;

N 2

f(x)_3_1+4x27

we o 2:8c x "o s A
() = 16 (1+42%)? —z-2(1 + 42?) - 8z S F(0) = +16 40,

(1 + 422)4
f(0) = 0+ arccotg0 = g =  bod [O, g} je inflexnim bodem.

Priklad 103. Stanovte parametry a, b tak, aby funkce a) f(z) = zlnz + axr méla
lokdln{ extrém v bodé x = e~2. Jaky je to extrém? b) f(z) = az® + ba?
meéla inflexi v bodé [1, 3].
Resent:
a) Parametr a spocitdme z podminky f’ (e_z) = 0. Potom podle znaménka, f” (e_2)
urcime o jaky lokalni extrém jde:
1
f(x)=zlmz+azx, fl(x)=lnz+x-—+a=Inz+1+a,
T

fle?)=hlme?+1+a=-2+14a = a-1=0 = a=1;

1
fflay==, f'(e?)=e*>0 = vbodée? nastdvd lokdln{ minimum a
x
1
f(e_Q) =e?lne?4+1-e?=-2e2+e2= -
e

Hledana funkce je f(z) =z Inz + 2 a bod [e72, —e™?] je jejim lokdlnim minimem.

b) Bod [1,3] musi byt bodem grafu dané funkce f(x) = az® +b2? tj. f(1)=3 =
a+b=3. Navic [1,3] md byt inflexnim bodem ¢ili f”(1) =0 a f”(1) # 0.
f(x) =3ax?+2bz, f"(x) =6ax+20b, f"(1)=0 = 6a+2b=0, f"(z)=6a.

Pro a a b jsme dostali soustavu

a+b=3 3 9
—2 fd = —— b:— = — //,]_ = — .
{3a+b:0 = a=3 = a 5 = 3a 2,f() 9#0

3 9
Hledana funkce je f(x) = —3 3+ 3 2 a bod [1,3] je jejim inflexnim bodem.
n

Priklad 104.* Urcete lokalni extrémy a inflexni body nasledujicich funkei:
a) f(z)=(z—=1)"+3  b) fz) = (x+2)"

Reseni:  Obé tlohy budeme pocitat paralelné:



a) f(z) = (x—l) = f( )=0: b) [f(z) = ($+2) = f’(—2)=0,

fa) =12(z —1)* = f"(1) f'(x) =20(z +2)* = f"(-2) =

f(x) =24(x—1) = f"(1) f"(x) = 60(x +2)* = f"(=2)=0,

f@(z) =24 #0. f@(z) =120(x +2) = fW(-2)=0,
fO)(z) =120 # 0.

V obou pripadech pouzijeme zobecnénou vétu o extrémech a inflexi:

Necht f'(c) = f"(c) =--- = f@ V() =0 a f™(c)#0. Je-lin ¢islo sudé
™) (c) > 0 ini
a < ) , pak funkce f md v bode c lokdlni < mzmmum ;
f(")(c) <0 MazTimum
je-li n ¢islo liché, pak funkce f md v bodé ¢ inflexni bod.
a) fW(1)>0 b) f®(—2) =120 #0
n =4 jesudé cislo = n =25 jeliché ¢islo =
f ma v bodé 1 f ma v bodé —2
lokalni minimum, f(1) = 3; inflexni bod, f(—2) = 0;
Totéz je vidét z grafu. Opét z grafu je vse jasné.
Y
Y
4 x
-2 10
V =]1,3]
x
0 |

Priklad 105. Prufez tunelem ma tvar obdélnika zakonc¢eného pulkruznici. Obvod prurezu

je ametru. Jaky musi byt polomér kruznice, aby plosny obsah prufezu byl
nejvetsi?

Nejdiive sestavime funkci, jejiz maximum
nas zajima. Jde o plosny obsah

1
P:2r-h+§7rr2.

h

Znédme obvod prutrezu a = 2r + 2h + 7r, ze kterého vyjadiime h pomoci r.
Plosny obsah bude funkeci 7:
1
2h=a—-2r—mr = P(r):r~(a—2r—7rr)+§7rr2 a po tpravé
2 o 1 2 n ;
P(ry=ar—=2r*—nr +§7r7“ = P(r):ar—r<2+§>-Nynl
a a

2<2+g> IEEES

P’(T):a—2r<2+g> = Pir)=0 = r=

P'(r) = —2(2 + g) <0.



Nejveétsi plosny obsah bude
< a > a a? 447 a? 1 a? a?
44+ 7 447 (4472 2 447 2447 24+
Nejmensi plosny obsah muze byt jediné roven 0 a to bude ve dvou piipadech:
2a
P :0:P<: ):0
(r=0) r=—

a 2a
Ziskany polomé imalnfho obsahu je r = €<’ >
1sKany polomer maximalnino obsanu je r T+ 4 T+ 4

Priklad 106. Cislo a rozdélte na dvé éisla tak, aby soucet jejich druhych mocnin byl
nejmensi.
Resend: Prvni &islo oznacéme z, druhé pak bude a — z. Uvazovans funkce bude
f(x) =2*+ (a— )% kde z € (0,a).
Hledame globalni minimum funkce f(z) na daném intervalu I = (0, a):
flle)y=2c+4+2(a—2)-(-1)=4r—-2a=0 = v ==

5"

Nyni z funkénich hodnot v bodech %, 0, a vybereme nejmensi:
a a> a®  a? 2 9
15)=T+T -7 10 = f@=a

Globélni minimum nastava pro = = —, tedy obé ¢isla = a a — x jsou stejnd a

a
2’
soucet jejich kvadratu je minimalni.

|

Priklad 107. Do koule o poloméru a vepiste rotacni kuzel nejvétsiho objemu a stanovte
jeho objem.
Resend: C

NapiSeme nejdiive objem kuzele s polomérem
podstavy x a vyskou o délce h

1
V:§7TZL'2-h.

Nyni pouzijeme toho, ze kuzel je vepsany do koule a vyjadiime h pomoci x a a:
h=DC=CS+SD =a+ va? — x2. Po dosazeni do V obdrzime funkci:

V(z) = %W%Q (a+ \/W)

Hleddme globalni{ maximum funkce V' (z), kde = € (0, a).

V/():%7T<213(CL+\/CL2—JZ2)+.T 2m> =
V'i(e)=0: 2z(a++a? —ﬁ)-————:@ kde = #0, z # a.

2 _ 12
Vydélime jednim x a upravime

2(ava? =22+ (a®> —2?)) —2* =0 = 2(ava®—22+d®>—2%)—2*=0 =
2av/a? — 22 +2a®> — 22 —2* =0 = 2ava®— 2% =32 — 2a°.



Umocnime obé strany rovnice
4a*(a? — 2%) = 92t — 12a%2? + 40 = 4a' — 4a®2? = 92 — 120%2% + 4a* =
s  8a? ~ 2V2a

= 92" 8%’ =0 = z#0 = T =g = >0 = x= 3

Nyni vybereme nejvétsi z funkénich hodnot:

2v2a 1 8a? 8 8 a 32 wa®
(B) < (o) - (o) -

( 3 ) 37r 9 (a—i— a 9a> 277ra a—|—3 31

2v2a\  32mad®

3 81

1
V(0)=0, V(a) = 3 ma®.  Nejvétsi objem bude V <

108. Stanovte lokalni extrémy funkeci:
a) f(z) =3z — 23 b) f(z) = 2¢l;

) =
c) flz) =v8x—2% d) f(z) =In(—2? + 52— 6).
b

) lokdln{ minimum f(—1) = —2, lokdln{ maximum f(1) = 2;
) lokéln{ minimum f(0) = 2, pozor f’ # 0!
c¢) lokdlni maximum f(4) = 4;

d) lokélni maximum f(g) =—In4
109. Stanovte globalni extrémy danych funkci na intervalech I:
1
a) f(x) =223+ 322 — 12045, z € (=3,3); b) f(zr)=2>—2Inx, € <—, ez>;
e

c) f(x) =x +sinz, :c€<(), g>, d) f(z) =In(2z — 2?), z € (0, 1);
e) f(z) =z + 3V x € (1, 1).

a) globaln{ maximum f(3 = 0 globdlni minimum f(1) = —2;

b) globélni maximum f(e?) = e — 4, globdln{ minimum f(1) = 1;

c) globalni maximum f(g) — + 2, globdln{ minimum f(0) = 0;

d) globéln{ maximum f(1) = globalm minimum neexistuje lim f(z) = —oo;

z—0t
e) globaln{ maximum f(1) =4, globdln{ minimum f(0) = 0.

110. Je ddna funkce f(x) = 2® + ax? + bx. Urcete a a b tak, aby funkce méla extrém
v bodé A =[1,7] ainflexi v bodé B = [2,7]. Zjistéte o jaky extrém jde a dopliite y-ové

soufadnice obou bodu.
[a=—6, b=9, A=[1,4] lokdlni maximum, B = [2,2] inflexni bod]

111. Vypoctéte nejvetsi plosny obsah obdélnika vepsaného do trojihelnika o zakladné 10 cm
a vysce 8cm (viz obrézek).

C

G F |AB| =10cm, |[CH| =8cm

A D H E B
[|[DE| = % |AB| = 5cm, |EF| = % |CH| = 4cm; Pmax = 20 cm?]

112. Najdéte nejvétsi objem valce, jehoz obvod osového Fezu je a [m].
7ra3]

[Vmax = m

113. Cislo 10 rozdélte na dvé éfsla tak, aby soucet jejich druhych mocnin byl nejvétsi.
(5; 5]



11. Prubéh funkce

Pii vysettovani prubéhu funkce f(z) budeme postupovat podle nasledujicich pokynu:

@ Pro danou funkci
a) urc¢ime defini¢ni obor D (f),
b) zjistime, zda funkce je ¢i neni suda, licha, periodické,
c¢) uréime pruseciky s osami soutadnic (pokud existuji),
d) vypocteme jednostranné limity funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru.
@ Spocitame a vysetiime f'(x):
e >0 = f(x) je rostouci,
f'(z) e <0 = f(x)je klesajici,

e =0 = stacionarni body a moznost existence lokalnich extrému.

@ Spocitdme a vysetiime f”(z):

e >0 = f(z) je ryze konvexni,
() e <0 = f(z) je ryze konkdvni,
e =0 = moznost existence inflexnich bodx.

@ Najdeme rovnice asymptot.

VVVVVV

In(1—
Priklad 114. Vysetiete prubéh funkce y = n(—lx)
’I —
Resent:

@ a) Defini¢éni obor uréime z podminky: 1—z>0 — <1 = D(f)=(—00,1),
b) funkce neni ani sudd, ani lichd, ani periodick,
L s osou y oznaéime Y = [0, |,
c) prusecik < _,
s osou x oznacime X = [ 0],

kde zbyvajici souradnice spocitame primym dosazenim do zadéni:

In(1 —
y:u:o — X =Y =10,0]
0—1
~1
. oo m(—2) w1 —x
Dl S) = Jm Zg =R =0
, o In(l—2)
Jim f(o) = Jim =P =[5 = oo
. (r—=1)—In(1—2x) >0
@y =1zt _1-In{1-2) <0 <=
(x —1)? (z —1)?

=0



1—e.

1AV
1AV
1AV

1—ln(1—x){§ 0@1{ 1n(1—x)<:>e{ 1—;1:@:5{

Pro z€ (1 —e, 1) je f(x) rostouci, pro z € (—o0,1—e) je f(x) klesajici,

1
pro z; =1 — e nastane lokalni minimum v M = [1 — e, ——}, protoze zleva je
e

funkce klesajici a zprava rostouci.

1

(=1 =[1-Wm(l—-2)] - 2(-1) _;_, _
"o 1—=x . +21n(1 IE) .
® 4= — _Tio2eahlio)

34 91n(1 — = pouzijeme, Ze
_ 9T n(3 ) < 0 (z—1)° <0 & —342ln(l-2)5 0 &
(iL‘ _ 1) = pro viechna x € D (f) -

3 < 3 3 | <
§<:>1—x > e2 & 1-—e2 > .

VA

1) {

Pro z € (1—e2, 1) je f(z) ryze konvexni, pro z € (—oo, 1 —e2) je f(z) ryze
3
3

(o PPN , 3
konkavni, pro x5 =1 —e2 dostavame inflexni bod I = [1 —e2,——e

@ Z limity lim f(x) = +oo plyne, ze piimka x =1 je svislou asymptotou.

r—1—

Hledejme tedy sikmou asymptotu y = kxz +¢q pro xz — —o0,

—1
In(1 — / _
k= tim S0 gy BOTD e g 1ox
z——00 I T—>—00 x(:(;—l) o0 z——o0 20 — 1
In(1 — x)

g= lim (f(a:)—kx): lim = 0.

T——00 z——c0 1 — 1

Primka y =0 je asymptotou pro x — —oo.

@ Na zakladé provedenych vySetfeni muzeme sestavit nasledujici tabulku popisujici
chovani vysetfované funkce a nasledné graf:

vl
T |—0o 1—e2 1—e 1 |
y 0 3¢ -1 400
‘ 1— e% 1—e i x

o N / o

1" — ~— E
Yy = | '

as. infl. b. lok. min. as. 1 M

X =Y =]0,0] n



Piiklad 115. VySetiete pribeh funkce y = (z + 2) e
Resent:
@D a) D(f)= (00, 0)U(0, +c0),
b) funkce neni ani sudd, ani lichd, ani periodick,
c) prusecik s osou y neexistuje
prusecik s osou z je bod X = [-2, 0],
d) xgr_noo (x + 2)65 = —00, lim (z+ 2)ei = 400,

T—+00

lim (z + 2)e% =0, lim (x4 Q)e% = +o00.

z—0~ z—0t

— (x+1)(x—2){ <o

f(z) jerostouci pro z € (—oo, —1) a z € (2, +00),
f(x) je klesajici pro z € (—1,0) a x € (0, 2),

bod M; = [—1,6_1} je lokalnim maximem a bod M; = |:2,46é:| lokélnim minimum.

, 1 1y 22—2-2 1 (2z—-1D2*—(22—2-2) 22
T T T
B ;—x2—|—a7—|—2+2:l:3—a:2—2x3+2x2—|—4x_ 1D+ 2

AV
o

1AV
|
Cﬂulw

>
<— 5x+2§() <— =z

2
f(x) je ryze konvexni pro x € <—g, O) apro x € (0,400),

2
f(z) je ryze konkdvni pro x € (—oo, _5>,
2
bod I = [—ga ge_g] je inflexnim bodem.

@ Piimka = =0 je svislou asymptotou zprava (viz 1d)), tedy =z — 07, y — +o0.
Nyni spocitame sikmou asymptotu y = kx + ¢:

(x4 2)es . 2\ 1 0
k= lim ———F— = lim (1+—>-ez:1-e :,

z—+oo €T T—Fo00 X

1 2 1
qg= lim [(m—i—Q)eE—'x}: loo —oo| = lim x~[m+ 65—1]:

r—Fo00

2\ 1
= lim x-[(l—k—)ei—l]: loo-0] = lim
T

r—+o0



2 1 2 1 1 1 2\ 1
——2€I+<1+—>'ez-(——2> 2ez+<1+—>ez
= lim —% Z L7 — lim 22

r—r+o00 1 r—+oo 1

=3.

22
Piimka y =x + 3 je asymptotou pro z — 400 a pro xr — —o0.

@ Sestavime tabulku chovani funkce a znazornime graf funkce:

—_
|
[SHIN]

0 2 4o

Yy |—o0 0Hoo 4y/e +oo
y = N /!

1"
v= o - i My

y=z+3 M I r=0 My, y=x+3 A

as. infl. b. as. as. 5 0 x
lok. max. lok. min.

i —0o0

oo
)

/ T 1\310‘ T

3 y =x+3

X =[-2,0]

Priklad 116. Vysetiete prubéh funkce y = Va2 e ®.
Resen:
@ a) D(f) = (~o0,+00),

b) funkce neni ani sudd, ani licha,

c) prusecik s osami je jeding X =Y = [0, 0],

d) mli)rjloof(x) = IEIPOO Va?.e™ = 400,

D(f")=(-00,0)U(0,4+00) = lim f'(z)=—o00, lim f'(z)=4o0.

z—0— z—0t

Zmaménko derivace urc¢ime pomoci tabulky:
2

r —oo 0 3 100
N - + + 9
% —r |+ + _ Funkce je rostouci pro = € <O, §> a
2
y | - | + | - klesajici pro = € (—o0, 0) a x € <§, —|—oo>,




@y = (Cat—af) v (2ot Zad) = (Zard g Sand —ad)
= —e - 3=z e ——T 3 —=z =——|=zz —T 3 —x3 )=
Y 9 3 3

e’ \9
__xé<2+4 )_ —1 =922 +12z+2 92— 12z -2
~er \9z 3  Yxer 9x 9 pler

Uréime kofeny kvadratické rovnice 922 — 122 — 2 =0 a potom i znaménko druhé
derivace.

+12+£ 144 +72  124£6v6  2+£6 . < 1.48

T2 = 18 18 3 —0.15

( >0prox € (—o0, —0.15) a x€ (148, +o0) = f(x) je ryze konvexni
na (—oo, —0.15) a (1.48, +00),
y" ¢ <O0proz e (—=0.15,0) a z€(0,1.48) = f(x) je ryze konkdvni,

na (—0.15,0) a {0, 1.48),
L =0proz; =—-0.15 a x5 =148 = inflexni body :

I, = [-0.15, 0.34], I, = [1.48, 0.29].

@ Svisla asymptota neexistuje, zbyva sikma y = kx + ¢:

Va2e® ) 1

ki = lim = lim =0,
T—~400 T z—+oo S e’
x2e e ? VH —e™®
ko = lim = lim = |@| = lim = —o0=
T——00 €T T—r—00 3 €T 0 T——00 ]-
3V a2
= pro x — —oo asymptota neexistuje,
2 1
I’% 14 ST 3
. 3 — . H .
g= lim Vz?2e ¥ = lim —z‘% i 3 =0.

T—-400 r—4o00 el

2
r |00 —0.15 0 3 1.48  +o0
Yy [H0oo 0.34 0 039  0.29 0

y = NI N

y// :> N —~ ~~ ~—

Il X=Y M .[2 y:0

lok. max. as.

infl. b. infl. b.
X =Y =10,0]



Nyni vse zndzornime grafem funkce:

y
1
M I
L KQ’\E\
X=Y X

2 +1
x2—1

Priklad 117. Vysettete prubéh funkce y =

Resent:
@® a) D(f) = (—00,~1) U(=1,1) U(1,+00),
b) f(—z) = f(x) = funkce je sud4, tedy jeji graf bude soumérny podle osy y. Proto
se budeme zabyvat jen vysetfovanim chovani funkce na mnoziné (0,1)U(1, +00).

2
1
:c—i—l#o

c) Prisecik s osou y jebod Y = [0,—1] asosou x neexistuje, protoze
x —

pro vSechna uvazovand x € D (f).

2+ 1
li — i —1
d) Jim fz)= Tm -5 =1,
2 +1 2 +1 2
Jm @)=l s = I e o T
2 +1 2 +1 2
Ii = 1 = 1 = — = —0Q.
Jm f@) =l = ey T T
2z(2? — 1) — (z*+1) - 2z —4x 3
@ y = L = 1) <0 provsechna >0 —

—  na mnozinach (0,1), (1,400) je funkce klesajici,
y(0)=0 —  bod M =]0,—1] bude lokdlnim maximem.

(2 = 1) T @ @
Pro v8echna uvazovana z je y” #0 = inflexni bod neexistuje.

@) —4(x? — 1) +4x-2(a* — 1) - 20 —4(2® — 1) +162®  122°+4

Y20 & (@-1°20 & 2221 & [z/2 L
Pro z € (1,400) je funkce ryze konvexni, pro z € (0,1) je ryze konkdvni.

@ Z bodu 1d) plyne, ze piimka = =1 je svislou asymptotou.

Nyni zjistime, zda existuje sikmé asymptota y = kx + ¢:

_ z2+1 .oz +1
kZIETmm_O’ q = hm

=1.

Piimka y =1 je sikmou asymptotou.



@ Pti znazornéni grafu vyuzijeme symetrii podle osy y:

Y

Y —'1 —00 H00 1 3 3
d= | o S [N ] mE—" R
y” :> PR Yo ~— i i :L'

—]_1 — 11
Y=M =1 y=1 YSM
lok. max. as. as.
r=—1 r=1

1
Priklad 118. Vysetiete prubéh funkce y = 2z + arctg —.
x

Resent:
@ a) D(f) = (~00,0)U (0, +00),
b) f(—xz) = —f(x) = funkce je licha, tedy jeji graf bude soumérny podle pocatku
a proto se omezime pii vysettovani funkce na interval (0, +o00).
c) pruseciky s osami neexistuj,
1
d) | = lim (20 +arctg — ) = +oo,
) x_l}gloof(x) Jm (22 + arctg — +00
. . 1 T
lim f(z)= lim (2.:1: + arctg —) =3
x

z—0t z—0t

@y/2+1+;<§>2~(x—§)2

2+1

o > 0 pro vSechna z € (0, +00),

protoze < 2, dokonce — 1 < 1. Funkce je rostouci pro x € (0, +00)
x

a lokalni extrémy neexistuji.

Xz

2z
@ y" = e > 0 pro véechna z € (0, +00) = funkce je ryze konvexni pro vSechna
x
z € (0,4+00) a nemé inflexni body.

@ Svisld asymptota neexistuje (viz 1d)), zbyva asymptota typu y = kx + ¢, kde

1
arctg —
k= lim f@) _ lim |2+ —% | =2,

r—+o00 I xr——+00 €T

1
g= lim (f(z)—kx)= lim (23: + arctg; — 2:1:) = 0.

Tr—-+00 T—+00

Piimka y = 2z je asymptotou pro z — +oo.



@ Pti znazornéni grafu vyuzijeme symetrii podle pocatku:

)
y 3 00
y/ - /‘ gc
y/l :> — €T
Yy =2x
asympt. 2

Priklad 119. Vysetiete pribéh funkce y = — @
2+sinz
Reseni:
@ a) D(f) = (~o0,+0),
b) Funkce neni ani sudd, ani lichd, ale je periodicka s primitivni periodou 2,
cos(x +2m)  cosw
2 +sin(z +27)  2+sina
vySetfime na intervalu délky 2 7. Vybereme si napf. interval (—m, 7).

= f(x), proto staci, kdyz funkci

nebot f(z + 27) =

1
c) Prusecik s osou y je bod Y = [O, 5}

Pruseciky s osou x spoc¢itame z rovnice

cos T s
mzo — coszr=0 — $172:ﬂ:§.
Dostali jsme body X; = [—g,()} a Xo= [g,O]
Cos T 1
d - == = — =,
) Fl=m) = flm) = 5ol =
2) o = —sinz (2+sinz) —cosz-cosz  —2sinz — (sin® z + cos® z)
v = (24 sinx)? B (24 sinx)? B
, >0
—2sinz — 1 ) > ) <
= — <0 <— —2sinz—14 < 0 <= sinzxs > ——,
(2 +sinx)? 0 = = 2
. 1 N 5 ™
Smxy = —— T1 = —— T a To= ——
9 1 6 2 67
"> 0 je pro xE( o W) = f(x) je rostouci na < on 7T>
Yy Jep 6’ 6 J 6’ 6/

— o

y' < 0 jepro xe( T, —>ax€<%,w> = f(x )Jeklesa1101na< ,T>a
-
6’

()



f<—5—ﬂ) = —ﬁ = bod M; = [—S—W, —ﬁ} je lokalnim minimem,
6 3 6 3
3 3
1(-3) = V3L bed My — [—f,i} je lokalnim maxime.
6 3 6° 3
@ ) = —2cosz (2+sinz)? + (2sinx + 1) -2(2 +sinz) - cosw _
(24 sinx)?
_ —2cosx (2+sinz)+2cosx (2sinw +1)  2cosz (sinz — 1)
(2 4 sinx)3 ~ (2+sina)?

pouzili jsme, zZe

>
0 QCosx(sinx—l){E 0 ‘2+sinm>0 :

1AV

yll {

y"'=0: cosz(sinx —1)=0

™

cost =0 = x12= iz

sinr=1 = $3:§.
Znaménko y” uréime pomoci tabulky:

cost | — + —

sinx — 1

y' |+ — +

y" >0 pro z € <—7T, —g), T € (E, 7T> = f(x) je ryze konvexni

2
< 7T> <7T >
na ( —m, —— na(—,m
a » T3 a na 5 )

y' <0 pro z € <_: E) = f(x) je ryze konkdvni na <—E, E>,
22 2" 2
™ T 7 T .
1(-3) =#(3) =0 = voty =[50 =X a &= 5, 0] = X jrou
inflexni.

@ Funkce nemé zadné asymptoty.

®

z G A T S m
f f f f f f
y s L L
y = N\ / N\
y// - _ s _

M, I M, I
infl. b. infl. b.

lok. min. lok. max.



My | v3
T 3
2
—T I I T T
5 s _T s
-7 2 6 2
1
o1 _V3
M, 3

Priklad 120. Vysetiete prubéh funkce y = |z — 2| (z + 3).
Resent:
@ a) D(f) = (o0, +00),

b) funkce neni ani sudd, ani lichd, ani periodick,

c) prusecik s osou y je bod Y =|0,6],

pruseciky s osou z jsou body X; = [2,0], X, =[-3,0],

d) x1_1>r_noo|:1:—2\(x+3) =—00 |, mgrfw]x—2|(x+3) = +o00.

(x=2)(z+3)=2*+2+6 pro x € (2, +00)

Omacime y = ( —(@=2)(@+3) = —(a" +2+6) proz€(-002)

Potom pro
>0, x€(2,4+00), f() je rostouci

r€(2,400): Y =2x+1 <0 0 ,

1
2
( 1 : , 1
>0, x€ (—oo, ——), f(z) je rostouci na (—oo, —§>

1 1
r€(z00,2): Y =—(224]) ¢ <0 we (-3, 2), f(2) je klesajici na <_§, 2>

1 25
bod M = [—5, Z} je lokdlnim maximem, ¢'(2%) =5, y/(27) = —5.

@ Pro z € (2, +00) je y¥"=2>0 = f(x) je ryze konvexni na (2, +00),
pro = € (—00,2) je y'=-2<0 = f(x) je ryze konkdvni na (—o0, 2).

@ Svisla asymptota neexistuje.
Nyni vysSetiime, zda existuje asymptota Sikma y = kx + ¢ :
|z — 2|(x + 3)

k= lim —————~ =+00 = §ikma asymptota téz neexistuje.
T—+o00 €T



1
Yy | T 2—45 0 —+oo
vy = No|5
y// :> — —
M X5
lok. max.

Y =0,6], X; = [-3,0], Xo=][2,0]

Kdybychom méli funkci y = (z—2)(x+3), pak by
grafem byla parabola. (Srovnejte s pfedchozim grafem.)

e Vysetiete prubéhy nasledujicich funkei:

1— 3
121 y= ——
X
1
122, y =
O R
123. y=x Inx

E—

X

h 3 3 ..
NG M= |-V2, ?4} lok. minimum
4 3 240 x\ PRI asym y=-x
N \
F3
F2
rl
D D(f) = (—00,0) U (0,1)
F1
L2
-3
-4
P
D(f) = (0,+100)
M=|-, _7] lok. minimum
e e




124. :i— L

2 (x—2)2
K
.
i D(f) = (~00,0) U (0,2) U (2, +00)
32 —‘1_37 372 I=11,0] infl. bod
727
-33
i bt ]
125. y = >

2 -1 1778 ]2:[1+
jsou 1nﬂexn1 body

126. y =xVx —4

D(f) = (4, 400)
lok. extrémy neexistuji

- [? %} infl. bod

127. y = In(1 — 2?)

-15 -1 —Q.S 0.‘5 1 1.‘5
i

D(f)=(-1,1)
sudé funkce
M =10,0] lok. max.

M)

128. y =xe™ 2
i D(f) = (—o0, +00) T
lich4 funkce

My = |—-1, L lok. min.
} [ 1 \/é] ok. min
yMi My = [ \[} lok. max.

e R |
[W

=[0,0 flexni body

129. y = Va2 — 8z

D(f) = (—00,0) U (8,00)
Asymptoty: y =z — 4, x — +00
y=—-c+4, — —o0




Inzx

130. y = —
xz -
5]
Jpzedeae s D(f) = (0,400)
M = |e, 7} lok. max
—24
y I:[e%, 33] infl. b
—44 2e2
L-6-
131. y = 2z — arctgx
_ 6
sl /)
v/ / D(f) = (—o00,400), lichd funkce
21/ Asymptoty: y = 2z — 3T +00
o ‘ ‘ R Yy = 2x + 5, Tr — —00
82 " 1gs4 [0,0] inflexn{ bod
-2
L 4]

132. y = Insinz

2 12 3 4 8 D(f) = (2]{?7‘(’, (2](3 + 1)71')

perioda 27

> M= [g,O} lok. max. na (0, )




12. Taylorova véta, styk dvou krivek

Priklad 133. Rozviite funkci f(z) = ' + 32% — 522 + 22 — 1 v mocnindch (z +2) a
vysledek vyuzijte k vypoctu f(—1.9).

Resent: Mé-li funkce f(z) derivace az do fadu (n + 1) na intervalu (a, b), obsahujici
bod xg, pak pro vsechna x € (a,b) plati Tayloruv vzorec:

' " (n)
£@) = ) + 20 (@ gy 4 U0 (e SO oy
kde R,1(z) = m (x — 20)"™ abod £ je mezi body = a ). Polynom
n+1 = (n+ 1) 0 J y 0- y
/ " (n)
To(w) = flao) + 2 gf‘)) (z—z0) + L ;"0) (—20)2+ -+ fT@ ( — z0)"

nazyvame Taylorovym polynomem n-tého stupné v bodé xy nebo polynomem
v mocnindch (x — xg). Vyraz R, 1(z) se nazyva Lagrangeuv tvar zbytku.

V daném piikladé f(z) je polynom 4. stupné, a to znamena, ze f"!(z) =0
pro vSechna n > 4 (R, 41 = 0). Nyni spo¢itdme vSechny nenulové derivace

v bodé rg = —2 a pak je dosadime do uvedeného vzorce:

I0:—2 ‘

|

flx) =a"+32° —5a” + 22 — 1|
fl(x) =42® + 922 — 102 +2 | 26 |

|

|

|

f"(x) = 122% + 18z — 10 2 |
f"(x) =24z + 18 -30 |
fHx) =24 24 |
2 30 24
fz) = —33+26(a:+2)+§(x+2)2—§(x+2)3+j(x+2)4:

= 334 26(z+2) 4+ (2 +2)2—5(x+2)° + (z+2)"

Nyni velmi lehce spocitame f(—1.9), protoze zavorka (z + 2) po dosazeni nam da
0.1, a tu snadno umocnime:
f(=1.9) = =33+26-0.1+0.12—-5-0.13+0.1* = =33+ 2.6 + 0.01 — 0.005 + 0.0001 =

= —30.3949.
|

Priklad 134. Sestavte Tayloruv polynom 4. stupné Ty(z) funkce f(z) = Inxz v bodé
xo = 3. Napiste zbytek R; v Lagrangeové tvaru.

Resent :
o = 3 2 Lo :23 ‘
f@)=Inz | In3 () = 2 2
3 27
Flz) = 1 e ;
3 M@= o
ey =2 2 24
v’ 9 fO(x) ==
X




1 1 2 2
Ty(z) =In3+ = (x—3) — — (2 — 3)? 3 gyt
1(z) n3+3(x 3) 9 ol (x —3) +27_3‘ (x —3) ST (x —3)
r—3 (r—3)?% (z-3)3 (z-3)*
—1 - - .
it 8 sl 324
‘ _ f(n+1)<€) n+1 : :
Zbytek hledame ve tvaru R, 1 = EE (x —x)"", kde £ jemezi x a xo.
n !
% (z —3)°
Ry = % (x —3)° = W kde bud ¢ € (z,3) nebo ¢ € (3,x).

Priklad 135. Napiste Tayloruv polynom 8. stupné funkce f(z) = z%e®* v bodé x¢ = 0.

Resend: Mame dvé moznosti, jak tuto tlohu vyfesit. Prvni, jako v predchazejicich pitkladech,
spociva ve vypoctu vSech derivaci od nultého az po osmého tadu, coz by bylo dost
pracné. Proto pouzijeme druhou moznost, a to znamy vzorec

2 8

e’”il+x+%+~~+%. Odtud plyne
2 - 2 R S S
$e—$<+$+§+§+z+a+a+ﬂ+§).

Po vynéasobeni se omezime na ¢leny az do 8. stupné. Tak dostaneme hledany polynom:

4 1.5 ZIZ'G 1.7 ZL’S

_ 2,3, r T T
Tg(l’)—l‘+J7+2!+3!+4!+5!+6!.

P0ozNAMKA: Tayloruv polynom v bodé zy = 0 se také nazyva MacLauriniv.

|
Priklad 136. Napiste Tayloriv polynom 10. stupné funkce f(x) = In(1 + %)
v bodé zy = 0.
Resent: Opét nebudeme 10x derivovat, ale pouzijeme znamy Taylorav polynom funkce
2 3 4 5
ln(l—l—z)iz—%—l—%—%—l—%—{—--- v bodé zp = 0,
do kterého dosadime z = 22 a obdrzime hledany vzorec:
4 6 8 10
14+ =22-2 +2 T 0% 7).
nl+s%) =" - +5 -7+ 10(2) .

Priklad 137. Napiste Tayloruv polynom 7. stupné funkce f(z) = sinz - cosz v bodé

Ty = 0.
Resent: Uzijeme vzorec 2sinz - cosz = sin 2z a potom znamy Taylortv polynom
3 5 7
pro sinz =z — % + % o do kterého dosadime z = 2x. Nyni
_ 1 . o1 (2x)3  (22)°  (22)7
f(z) =sinx - cosx = 5 sin 2x = 5 (21'— 3 + ST ) =
203 225 4a”
=r— —+ — — — =Ts(x).
L A TE R

Priklad 138. Napiste Ty(z) funkce f(z) = e” cosz v bodé x5 = 0.



Reseni: 'V tomto prikladé pouzijeme znamé Taylorovy polynomy pro
2 .3 22 gt
e—1+x+?+§+---, Cosx—1—5+m—--~,

které vynasobime navzdjem a omezime se jen na cleny az do 4. stupné:

[ x? ozt 2 3 ozt 2?3 ot ot
1 )(1—— )—1 Ly vy
fl) = <+x+2+3'+4' SR R IR TR TR M R AT
3 4
:1+x—x——%:T4(:v)

PozNAMKA: V dalsich tfech pifkladech budeme poécitat piiblizné ¢iselné vyrazy pomoci
vhodného Taylorova polynomu. Ptfesnost vysledku bude tim vétsi, ¢im bliz
bude bod x bodu zg a ¢m vétsi bude n.
Zkracené: udaje R, 1, n, |r—x| se navzajem ovliviiuji. Pokazdé budeme
znat dva z téchto idaju a budeme hledat tieti z nich.

1
Priklad 139. Dokazte, ze pti vypoctu hodnot funkce e” pro x € (O, §> pomoci ptiblizného
2 3

vzorce €' =14 x + 5 + 5 se dopustime chyby mensi nez 0.01.

Vypoctéte /e a +/e.
. 1
Resent: Jde o polynom 3. stupné, x € (0, §> ¢ili zndme n, zndme |z — x|,
ur¢ime R, .. Proto si sestavime zbytek Ry pro f(z) =e¢* a xy=0:

(4) 3
‘R4 ‘_f (5)($—£B0)4:;—4'ZE4.

1 1
Nyni provedeme odhad R, pouzitim predpokladu z € (O, §> a e (0,x)= (0, 5) :

2 1
= = — .01.
24-16<24-16<24-16 192<00

N[

2

et et /1\4 et e
R ’:_. 4<_.< )
) (@) =577 <5

Tim jsme dokazali, ze nabidnuty vzorec zarucuje presnost lepsi nez 0.01.

Spocitdme /e a Ve:

1 1 1/1n2 1 /1\3 11 1 79
B e
Ve=er=1+o+5(5) +5(3 TS T R T8
1 1/1\2 1/1\3 11 1 2%
3 1. -
T N N S () KT U S I P
Ve=ei=lio+5(35) +5(5 3T T 162 T 162

Priklad 140. Spocitejte In1.1 s chybou mensi nez 0.0001.

Reseni: Budeme vychézet z Taylorova polynomu funkce f(z) = In(1 + ), kde
xo =0, x =0.1. Nyni zndme |z — x|, zndme pozadovanou presnost, ale nevime,
kolik ¢lenu Taylorova polynomu budeme k tomu potiebovat. Sestavme si obecny
zbytek:

=T (x —x0)"™,  pro f(x) =In(1+ ).



(—1)" ' (n —1)!

V pitkladu 52 ¢) jsme odvodili n-tou derivaci ~ f"(z) = 1+ 2) , n>1,
€T n
ze které obdrzime (n 4 1)-nf derivaci ~ f"+Y(z) = =1l
(14 x)ntt’
a tu dosadime do R,,11(z). Po tipravé dostaneme nerovnost pro n:
(=)™ n! vt z € (0,0.1)
Rn = . = ’ =
Ben@] = |G gt | = | €< 0, 0.1)
ntl 0.1+ 0.1+
- ’ < < < 0.0001.

1+ - (n+1) = (148 (n+1) n+1

Posledni nerovnice se neda vytesit presné, ale nas zajimaji jako feSeni jen prirozena n.

Proto zkusime

0.13 .
n=2: 5 = 0.000333 £ 0.0001,

vidime, ze n = 2 nevyhovuje, a proto vezmeme dalsi ¢islo

0.1* .
n=3: - 0.000025 < 0.0001.

Nyni je nerovnost splnéna. Z toho plyne, ze n = 3 je nejmensi ¢islo spliujici pozadovanou
nerovnost, vSechna vétsi ¢isla téz splnuji tu nerovnost, ale my se omezime na mini-
malni pocet ¢lenu v Taylorové polynomu, ktery zarucuje predepsanou presnost, a sice

2 3

In(x+1)=x— i+ (: Tg(l’)).
2 3
Pouzitim tohoto vzorce dopoc¢itame ¢iselnou hodnotu
) 0.12  0.13
In(1.1) = f(0.1) = 0.1 — —~ + 5 = 0.1 — 0.005 + 0.0003 = 0.0953.
]
22
Priklad 141. Pro které hodnoty x se pti pouziti priblizné formule cosz =1 — >

nedopustime vétsi chyby nez 0.00017

Resend: V tomto pitkladu zndme pocet élentt v Taylorové polynomu, zndme téz presnost,

ale nezndme |r—x| = |z|, protoze xy = 0. Jako obvykle budeme vychazet ze zbytku
X 2202
Ropya() = (=1)""" cos& - @n+2) pro n = 1,
z! zt
— (=12 cose- 2| < L <0.0001.
|R4(z)| = |(—1)% cos& a1l < < 0.000

Posledni nerovnici vyfesime vzhledem k x:
r*<00024 = |z] <v0.0024=0.2213 = 2z (-0.2213, 0.2213).

POzZNAMKA: V odstavci 6. jsme téz pocitali ¢iselné vyrazy priblizné, avsak pomoci
diferencialu, coz nebylo nic jiného nez Tayloruv polynom 1. stupné,
u kterého jsme neurcovali presnost.



Priklad 142. Vypocitejte s piesnosti 10~ piibliznou hodnotu éisla v/66.

Resend: Piiklad se podobé pifkladu 140, ale Taylorav polynom, ktery pouzijeme, se zatim
nevyskytl v predchéazejicich ptrikladech. Proto prvnim krokem bude sestaveni
vhodného Taylorova polynomu. Viimneme si, ze hodnota /66 je blizko hodnoty v/64
a tu zndme (v/64 = 4). Tak tedy

2 1 1!
/66 = /64 +2 = {/64 (1+6—4> =4 {1+ 5 =4 (1+3—2)3 a nyni uvazovans

3 1
funkce bude f(z)=14- (1 + x)  kde 2o =0,z = 33 Dale muzeme spocitat urcity
pocet derivaci £ (0) a sestavit Tayloritv polynom n-tého stupné se zbytkem R, 1(x),

ze kterého zjistime, které nejmensi n bude spliiovat podminku |R,.1(z)] < 107°.
Avsak zde se nabizi dalsi moznost a to pouziti zobecnéné binomické véty:

fl)=4(1+z) =4 [i (;) a* + Rn+1(;g)] =

k=0

—4 [1 + (71") v+ (g) 2t (2) " +Rn+1(x)], kde Ry (z) = %W.

Derivace uvazované funkce se daji snadno spocitat:
F@) =r( 4oy fi@) =r(r—1)(1+a)y =2, ...
fM@)=r(r—=1)...(r—n+1)(1+2)"™", fO@)=r(r—1)...(r—n)(1+z) !
a po jejich dosazeni dostaneme

rir—=1)...(r—mn)(1+ &t

Bua(w) = (n+1)! = (ni 1) 1+ 5)"*"*1 an

. - . 1 1 1
V nasem prikladu je r = 3’ x € <O, §>, ¢ e (0, ﬁ)’ tedy

4R, (z)| = |4 (n

< 107°.

1 1 1 1
n+1) (1+¢)m+s n+1 320+l

Reseni pro n dostaneme opét jako v piikladu 140 postupnym dosazenim za

n=2 n=3, ...
1 2 5
N 4'3'(‘5)'(‘3) 40
=2: 4(3) —|= = <107°.
" ‘ (3) 329 1-2-3.323

- 36.6-323
Nerovnost je splnéna a to znamend, ze ptiblizny vzorec

1 L 1 1
N - 3 2] T o2
_4(1+3x+(2>x> 4(1+3:c 91:)

zarucuje zadanou ptresnost. Nyni dopocitame

3 1) . 1 1 1 1 4(9-1024+96 — 1)
T Y :4<1 ______ _>: = 4.04123.
0 f<32 + 3 32 9 322 9-1024 04123

Wl

flx) =4(1+x)




PozNAMKA: V tomto pifkladu jsme mohli pouzit i Taylortv polynom funkce f(z) = /=
v okoli bodu ¢ = 64, avSak k docileni piesnosti 10> bychom uréciteé
potiebovali polynom vyssiho stupné nez druhého, jelikoz x —zy = 2, a my

meéli x — xp = —.
32

22

Priklad 143. Urcete fad styku kiivky y = f(z) = cosx s kiivkou y = g(z) = e™ =
v bodé zy = 0.
Resent: Krivky y= f(x) a y= g(x) maji v bodé¢ o styk:
a) aspori n-tého vddu, prave kdyz plati f® (z¢) = g% (x0) pro viechna
ke{0,1,2,...,n};
b) prdvé n-tého vddu, prdave kdyz plati f*)(xy) = ¢*)(x4) pro vsechna
ke {0,1,2,...,n}, a navic ") (xq) # g (x0).

Pouzijeme-li Taylorovy polynomy obou funkci v bodé xy, pak predchozi definice
se daji vyslovit takto:

Grafy funkei y = f(z) a y = g(x) maji v bodé x, styk:
a) aspon n-tého rddu, pravé kdyz plati T,(x) @) = Th(T)g@);
b) prdvé n-tého vddu, prave kdyz plati T,(z) @) = To(2)g(2), @ téZ
Toi1 () () 7 Tota (T)g(a)-
Pti feseni daného piikladu pouzijeme zndmé Taylorovy polynomy obou funket:

22 ozt af 2 3
cosx:1—5+z_a+...’ e:1+z+5+§+---
2
Polozime-li z = —%, pak

2y x2+1( x2>2+1< x2)3+
e 2 = _— — —_— _ J— [
2 2! 2 3! 2
12
Nyni porovndnim vzorci pro cosz a e~ z dostavame, ze T5(x) ) = T3(x)g(), ale

Ty(x) p() 7# Ta(x)g(x), 2z cehoz plyne, Ze obé kiivky maji styk prave 3. radu.
[

PozNAMKA: Geometricky vyznam styku dvou kiivek y = f(z), y = g(z) v bodé zq je
nasledujict:
1) styk 0. tddu: obe kiivky maji spole¢ny bod [zg, f(z0)] = [0, g(x0)];
2) styk 1. fadu: obé kiivky maji spoletnou te¢nu ve spoleéném bodé;
3) styk 2. fadu: kromé spolecéné teény maji téz spolec¢nou oskulaéni
kruznici ve spolecném bodé, tedy i stejnou kiivost.

Priklad 144. Urcete konstanty a,b a bod xg tak, aby pfimka y = ax + b méla s kiivkou
y =% — 322+ 2 v bodé 1y styk aspoii 2. fadu. MuZe byt tento styk téz
3. tadu ?
Resent: Pifklad vyFesime pomoci rovnosti jednotlivych derivaci. Oznaéme pifmku
y= f(x) =ax+b akiivku y = g(x) = 2* — 32% + 2. Pro styk 2. fddu musi platit:
f(x) =az +0, glx) =2 =322 +2 =  arg+b=2zx}—323+2,
f(x) =a, g (x) =3x* — 6z = a = 3% — 6,
f'(x) =0, g"(x) =6x—6 = 0 = 6z — 6.



Z posledni rovnice dostavame xy = 1, potom z prostifedni a = —3 a nakonec b = 3.

Déle si muzeme vsimnout, ze f"”(x) =0 # ¢"(z) = 6.

Zavér zni: Pifmka y = —3z + 3 ma s kiivkou y = 2® — 322 + 2 v bodé zy = 1 styk
prave 2. radu. [ ]

Priklad 145. Pouzitim definice styku 2. fadu napiste rovnici oskulacni kruznice kiivky

4
y = — v bodé A =[2,2]. Nakreslete obréazek.
x

Reseni: Dana ktivka a zatim libovolnéd oskulaéni kruznice musi prochazet spolecnym
bodem A a musi mit stejné 1. derivace i 2. derivace v bodé A. Proto zderivujeme
rovnici dané kfivky i rovnici oskula¢ni kruznice v bodé A.

A
4
y=- 2 (x—m)2+(y—n)2:r2:A>(2—m)2+(2—n)2:r2,
4
v =2 | 1] 2@ mr 2 —n) =0 B @—m)+ @) (1) =0
y”:% 1|14+ W)+ @—n)y' =0 == 1+1+(2-n)-1=0.

Ze soustavy na pravé strané postupné
vypolitdme n =4, m=4 a r = 2y2.

Hledand oskula¢ni kruznice mé rovnici

(r =4+ (y—4)>* =8

P0zNAMKA: Rovnici oskulaéni kruznice ke kiivce y = f(z) odvozujeme ze soustavy
(¢ = m) +(y = n)? =7
(x—m)+(y—n)-y =0, kterou fesime vzhledem k m, n a r:
L+ () +y—n)y" =0

3
2

1+ (y/)2 y/ 14+ (y/>2 1+ (y/)2
n=y+ 1" ’ m=xr- ( 1" )’ T:( 1" )
Y y "]
1
Polomér oskulaéni kruznice nazyvame téz polomérem ktivosti a ¢islo k = —

r
kiivosti kiivky.

Priklad 146. Najdéte oskulacni kruznici kiivky y = 2% — 6z + 10 v bodé A = [3,7].
Resent: y-ovou soufadnici bodu A spocitdme dosazenim z = 3 do rovnice paraboly:

y =9 — 18+ 10 = 1. Déle spocitame y'(3) a y”(3), potom dosadime do vzorcu
z predchézejici poznamky:



Yy =2r-6|,=0, y" =2,

1 3
n=ltg=5m=3-0=3 r=-—"" =,

3\2 1
Tim je oskulacni kruznice uréena: (z — 3)* + (y — —) = -

Priklad 147. Urcete kiivost kiivky y = In v libovolném bodé.

cos T
/!
Reseni: Pouzijeme vzorec k = vl 5. Danou funkei prepiseme do vhodnéjsiho
(1 + (y/)z) 2
tvaru pro derivovani:
1
y=1In = —Incoszx,
cos T
1 sin 1
y = — <(—sinz) = =tgr, Y'=—5.
cos T cos T cos? x

Definiénim oborem jsou intervaly, na nichz je

costr >0 = =z¢€ <—g—|—2n7r,g+2n7r>, neJz.

Nyni dosadime a upravime vyraz pro ktivost kiivky c:

: ’
k cos? x 1 _ 1 B
9 \ 2 9 sin” x\ 2 9 Ccos”“x +8In” T\ 2
1+ tg“x costx |1+ — cos*x - | ———5——
COs* T COS* T
1
= —————=—— = COST.
) 1
cos* X - —
COS° T

Muzeme jesté dodat, ze kiivost kiivky k(z) = cosx bude nejvétsi v bodech

x =2nm, kmax(2nm) =1 a tedy polomér kiivosti v téchto bodech bude minimaln{

r (2nm) == =1.

1

min
]

Priklad 148. Ve kterém bodé ma graf funkce y = In x nejmensi polomér kiivosti? Jaka je
jeho hodnota?

Resent: Uréime polomér kiivosti v libovolném bodé jako funkci r(x) a potom najdeme

Tmin (o) jako extrém funkce r(x).
1 ~1
y:hll.’ x> 07 y,: I y”: _Qa
z x
3 1 : l’2—|—1 % 3 3
arwt (2 (B it ean?
(@) = _ ) ) ) |
|y"| 1 i — -
- =
’() (2+1)2 ! §(2+1)%2 _+(2+1)% _i B
r'(x) = |(z ~] =5 T . 1) -



5 9 5 1 5 z? +1 5 327 —2? — 1
=3V + 1—(z"+1)Va —i—l-;:\/ac —i—1<3— 5 >: 24l =

T
2x2 — 1

_ 2
=vzt+1 o

1
T’/({E) =0 = 2[[2 —1=0 = x= \/; (uvaiujeme jen x > 0).

Druhou derivaci nebudeme pocitat, abychom se presvedéili, ze

1 3
r(\/I> = M =2 3 . \/§ = &g je skuteéné minimalni hodnotou, protoze
2 1 2 V2 2
/3
z grafu funkce y = Inx vime, ze piimka z = 0 je asymptotou a rmax neexistuje,
jelikoz  lim r(z) = 4o0.

z—0t
| |

Priklad 149. Urcete krivost grafu diferencovatelné funkce v bodech lokalnich extrému.

Resent: Uvazujeme-li funkci y = f(z), pak v bodech lokélnich extrémi plati f'(x) = 0.
Potom
//|

k:

//|

ly _
5 =y
2

(1+®)?)
Priklad 150. Je-li funkce y = f(x) ddna svym grafem. sefad'te podle velikosti

y y = f(x)

xz

W r1 X2 XT3 T4

ndsledujicf hodnoty:  f(z1), f'(z1), f"(z2), ['(z3) a f"(24).
Resent: Piedevsim uréime znaménka jednotlivych hodnot:

f(x1) =0, protoze graf funkce protind osu x v bodé zy;

!
;,gl; i 8 } funkce je rostouci v obou bodech;
3
f'(z1) < f'(x3), protoze v bodé x; je thel s osou x mensi nez v bodé xs;

"
;,,E?; z 8 }, funkce je konkavni v obou bodech;
4

0> f"(x9) > f"(x4), protoze kiivost v bodé xs je mensi nez kiivost v bodé x4
(L (@)l < [f"(za)]).

Nyni sefadime hodnoty:

f' (@) < f"(w2) < flan) < f'(21) < f'(ws).



151.

152.

153.

154.

155.

156.

157.

158.

159.

160.

161.

162.

163.

164.

Rozlozte mnohoclen f(x) = x* 4 223 — 32 — 42 +1 v mocnindch (z +1) a vysledek
vyuzijte k vypoctu f(—1.1).
[f()=1+4(z+1)=3@+1)> —2(x+1)°+ (z+ 1), f(—1.1) = 0.5721]
Dokazte, ze mnohoclen f(x) = 2° — 2z + 23 — 2% + 22 — 1 m4 trojndsobny kofen x = 1.
(Né,vod: Pouzijte Tayloriuv polynom v mocninéch (z — 1). ]
[f(x)=3(@x—-1)°+3(x—1)*+ (z — 1)°]
1
Napiste Tayloruv polynom 4. stupné funkce f(z) =
$ —

[Ta(z)=1-(z—=2)+ (z—2)> — (x—2)° + (z — 2)"]

7 v bodé zy = 2.

Sestavte Tayloruv polynom 2. stupné funkce f(z) =+/1+ 2 v bodé zo =0 a s jeho

. 3 , .
pomoci vypocitejte \/; . Urcete presnost vypoctu této hodnoty.

z  x? \/§ 1 39
D@ =1+5-%. /5 7T2(§) = = =121, [Rs(w)] < 0.01

Sestavte Taylortv polynom 4. stupné funkce f(z) = e3* v bodé xy = 0. Napiste téz

prislusny zbytek.

9 9 27 3¢.81
[ = 14304 54 504 2t o) = S, 0 <l < e

Sestavte Tayloruv polynom 4. stupné funkce f(z) =In(l — z) -sin2zx v bodé zy = 0.
Ty(z) = —22° —2® + %x‘i}

Spocitejte sin 32° s piesnosti 1074
(Né,vod: Lze pouzit zndmy Tayloruv polynom T5(z) pro f(z) =sinz, xg = 0 nebo T>(z) pro zg = %}
[sin 32° = 0.5299]

2 .3
x
Urcete, pro jakd z se pii pouziti priblizného vzorce In(1+z) = x— 5 + 3 nedopustime
chyby vétsi nez 0.00017
[|#] <0.1- V4]

Pro polynom 3. stupné plati: f(1) = 3, f'(1) = =1, f(1) =4 a [f"(1) = 12.

Vypocitejte f(0) a f(2).
[f(x)=3—(z—1)+2(x—1)>+2(z— 1), f(0)=4, f(2)=6]

Stanovte tad styku kiivky a) y =tgz —sinz; b) y=2a* sosouz v bodéx = 0.
[a) 2.74d; b) 3. Fad]

Jaky fad styku maji kiivky y =In(1+2z) a y =z —2? v bodé z =07
(1. F4d]

Zvolte koeficienty a, b, c tak, aby parabola y = ax® + bz + ¢ méla v bodé z = 0 styk
druhého tadu s kiivkou y = e*®.

Najdéte oskulaéni kruznici danych kiivek v danych bodech: a) y =22, A =[1,7];
b) y=¢", A=10,7].

{a) (m+4)2+(yfz)2:ﬁ; b) (r+2)2+(y*3)2:8}

w2 ]

Ve kterém bodé ma graf funkce y = e” nejmensi polomér kiivosti?



13. Funkce definované parametricky

Priklad 165. Ukazte, ze dané parametrické rovnice definuji funkei y = f(x). Stanovte jeji
defini¢ni obor i obor funkénich hodnot. Eliminaci parametru ¢ najdéte jeji
explicitni vyjadreni, jestlize:

a) [x=t"+1, te(0,400); b) | x=2sin’t, t€<0,g>.
y=t"+2t> +2, y = 5cost,

Reseni: Funkcemi z = @(t) a y=1(t), t € I je definovdna funkce y = f(x), jestlize
funkce p(t) je prostd. Pro definiéni obor a obor funkénich hodnot plati
D(f) = H(p), H(f) = H(¢).
Je-li ¢(t) diferencovatelnd a (t) # 0 pro t € I, pak mame ekvivalenci:
©(t) je prostd <= ©(t) je ryze monoténni.

a) x=t*+1 =

dz
== (oznacujeme zkricené) © = 2t > 0 pro viechna t € (0,4+00) = = ¢(t)
je rostouci, tedy prostd pro t € (0,+00) =

r=1t"+1
y=t"+22+2=(>+1)>+1
y=1f@), = D(f)=H(p(t) = (1,+00) a H(f) = H($(t)) = (2,+00).

Jelikoz dané rovnice jsou velmi jednoduché, eliminace parametru je snadna:
t?+1= x, y=(t*+1)? = 2% + 1. Grafem funkce y = f(x) je ¢ast paraboly
y=1x2+1prox € (1,+00)

rovnicemi { je definovana jedina funkce

b) r=2sin’t =

T =4sintcost >0, t € (0 T

,§> = = () je prosta pro t € <O,

-

Do |

x = 2sin’t

rovnicemi { je definovana jedina funkce y = f(z),

y = Hcos?t
D(f) =(0,2) a H(f)=(0,5).
Eliminaci provedeme tak, ze secteme z + % =sin®t + cos?t = 1.
5
Grafem funkce y = f(z) je ¢ast piimky y =5 — 3% T € (0,2).
[ |

PozNAMKA: Eliminace parametru se vzdy nepodaif, pak o funkci y = f(x) jenom vime,
ze existuje, ale jeji explicitni zapis zustava "utajen”.

Priklad 166. Ovérte, zda nasledujicimi rovnicemi je parametricky definovdana funkce
y = f(x). V kladném piipadé urcete D(f) a derivace f'(z), f"(z):

a) x=2cos’t, tE€ <0,g>; b) r=1>+1, t € (1,+o00);
yZZSiH?)t, y:3t+2t3,
xr =arcsint, te(—1,1).

3
241 = VI P,

3 Y

o) r=In(1+1t*), te(0,+0); d){
Y



Resend: Prvni derivaci funkce y = f(x) spocitdme ze vzorce

dy dy’
dy  qt ¥ . § dy ¢ dy 1
I — _—= V= — " = — = = = — .« —
v= d_x iﬁ,kdex;«éO. Podobné y . @ e T #0.
dt dt
Obecnou n-tou derivaci obdrzime podobné:
dy(nfl)
dny dy(n—l) —d dy(n—l) 1 .
(’I’L) = = = t — A O
VoS T da dr a vt
dt

Tento vzorec plati pro vSechna n > 1.

T
a) | ©=2cos’t, t€<0,§>
y = 2sin®t,

=

= —6cos’t-sint <0 pro t¢€ <O, g) = z(t) je prostd (klesajici) =

existuje jedind funkce y = f(x),

te <0g> L e <0,2> = D(f): z(0)=2, x(%) ~0.
Nyni spocitame derivace
, Y 6sin®t cost sint
V=5 T Tocottemt  cost B0
72 SR D
dt =z cos?t —6cos?t sint  Gceostt sint’

Obeé derivace existuji pro t € (0, g)

Dané rovnice reprezentuji zndmou kiivku - asteroidu, jestlize t € (0,2m).
Y

[0,2]

[2,0] se smérnici k= lim (—tgt) = Foo.
t— 5
t— 2t

Zde mame t € <0, g>, coz urcuje ctvrtinu

kiivky lezici v 1. kvadrantu.

Pro t = g dostdvame bod [0, 2] na ose y,
\ t & v némz je osa y tecnou, tedy svisld primka

b) { r=1t"+1
y = 3t + 2t3
#=2t>0prodand t € (1, +o0) = x(t) je prostd (rostouci) =
existuje jedina funkce y = f(x),



t € (1,400) i SR (2,400) = D(f): x(1) =2, tlim x(t) = +oo,
—00

346t

2t

/

y:

g T

SHESS

31 dy' 1 31 1 3 1
= — — Qt //:_._:<_ 2)._:—— —.

2t TV TG 2 4t 1
Obeé derivace existuji pro vSechna t € (1, 400).

o) x = 1In(1+ ?)
2841 =
3

Y

2t
= s >0 pro t € (0,4+00) = () je prostd = existuje jedina funkce y = f(x),

te(0,400) — z€(0,+00) = D(f),

! y 2t2 2 3 4
Yy === "9 =(1+t)-t=t+t, #0prot #0,
X
1+ ¢2
dy 1 1 (1+3t%)(1 +¢2)
=2 ._ = 1 3t2 : =
V=g T 30— ot ’
1+¢2

y',y" existuji pro vechna t € (0, +00).

d) T = arcsint
y=+v1-—1t?
1
— >0pro te€(—1,1) = z(t) je prostd = existuje jedina funkce

y=f@), te(-11) — we(-5.7)=D()

23
—2t
) V1—1¢2 dy 1 1
y=Y4_21=-_ W - -8 te(-1,1)
x 1 dt 1
Nipe Vi-i
]
_ S . . 14t 3 2
Priklad 167. Dokazte, ze funkce y = f(x) dand parametricky z = = V=95 + 7
t € (0,+00) je fesenim diferencidlni rovnice z (y')® = 1 + 3 pro vSechna
x € D(f).

Resend: Zaéneme jako obvykle ditkazem, ze funkce y = f(z) je jedind pro t € (0, +00)
a urc¢ime jeji defini¢ni obor.
1 1 ) 3 2

r=gtn T =g < 0 pro vsechna t € (0,400) (z(t) je klesajici),

te(0,+00) — z€(0,400) = D(f),

Nyni spoéitdme y’ a dosadime do dané diferencidlni rovnice:
3 2

, Y T @2 3t+27

@ 3 27 342 7




1+t
ry)P=1+y = 5 BLl4+t = 14+t=1+t = rovnost plati.

Priklad 168. Urcete y-ovou soutadnici bodu A, ktery lezi na grafu funkce y = f(x) dané
parametricky a najdéte rovnici tecny a normaly ke grafu funkce f sestrojené
v bodé A, jestlize:

a) [x=t"+8, teR, A=10,7;
y=1t>—t+1,
3t 6
-7 teq, ,A:[_g};
by ) T rae e 5
3 (east D list 1)
= ca rt istu, @ =
y 1—|—t27 cas escartesova listu
c) [z=2e, teR, A=[27]
y=e",

Resend: Abychom uréili y-ovou soufadnici bodu A, potfebujeme z z-ové soufadnice zjistit
jeho parametr ¢, a pak dosazenim do y dopocitat y(tg) = ya.

a) 14=0: 0=t348 = t,=-2 = y-2)=7 = A=]0,7).

Tecna v bodé A mé znadmou rovnici y—ya= f'(x4) (x—x4), kde potiebujeme
y g oo2A-1 _5
tat  flza) =y (ta=—2) = ¢ =2=""7" t) = —.
socitat [(ea) =y (ta=-2) = y=U="_0 (="
Tim je rovnice teény uréena: y—7 = %(z -0 = y= % x4+ 7.
Normala méa podobnou rovnici, ktera se lisi smérnici
-1 ( ) 7 12 N 12 L7
— = —— (T —24): — (== = -2 .
Y—ya F(za) A Y 5 Y 5
6 3t 5+ /25— 16
b) - =—— = 6(1+t)=15t = 22 —5t4+2=0 = tjp=—"— =
) 5 1Tv e 1+8) * b 4
2
543 7 12
= — 1 = parametr bodu Ajety =2 = ys = —;
6t(1 + ¢*) — 3t* - 2t
. 1+ 2)2 6t , 12 4
= - = — t —_ =
e Tiw s e vty 7oL AU e B 1
(1 +2)?
Lok 12 4( 6) N 4 4
etna: y— —=—-(z— - =—-z
YT T3\ T 5 R S
ormala 12 3( 6) = 5 + ’
normdala: y— — = —-(x — = =-x+—.
YT T AT Y71
t 0 —e ! 1
2=2 = t4=0 = =e'=1 = "(tg) = =— =
c) € A ya=ée Y'(ta) 2t o 5

1
teéna:y—lz—Q(x—Q) = y=-—-T+2,



normala: y—1=2(z—-2) = y=2x—3.
u

Priklad 169. Méjme logaritmickou spirdlu o = e*¥. Dokazme, Ze teéna a pruvodic v libo-
volném bodé sviraji konstantni tihel.

Resent:

0 ~y Bod M je zvoleny zcela libovolné.
Potiebujeme dokazat, ze thel « je thel
konstantni a nezavisi na poloze bodu M.

Viz pt. 176 v Analytické geometrii.

Z obrazku je videét, ze ¢ + o + 7 — v = 7 (vnitini thly AONM) = a = — ¢, kde
7 je thel, ktery svird te¢na v bodé M s polarni osou o (s osou x), tedy tgy = v/ (M).
Logaritmickou spiralu napiSeme v parametrickém tvaru s parametrem ¢ :
r=pcosp = x(p)=e¥ cosp,

=osing = y(p) = e sinp.

Potom

,_ Yy _ ket sing+eMeosp  ksing +cosg | vydalime citatel o | _ Ktgp + 1
Y TR keke cosp —ekosingp  kcosp —sing | jmenovatel cosp | T f to
tgy —t
Nynf uréime tga =tg(y —¢) = % :‘ dosadime tgy = Y :% ‘:
ktggo—i—l_t ktgo+1—ktgp +tg? o
k—tgy 07 k—tgyp _ 1+tg’yp 1
.kt 1 — 2 - 20k
14+ gy + e k—tgp+ktgp+tge  k+ktge Kk
k—tgy k—tgy

1 1
Tim jsme dokazali, ze tga = A a tedy a = arctg z je konstantni thel pro celou

™ )
danou spiralu. Napft. pro konkrétni logaritmickou spirdlu o = e¥ je tihel T nebot

k=1 a a=arctgl. [ ]

P0OzZNAMKA: V tomto piikladé jsme uvazovali kiivku danou v parametrickém tvaru,
ktera je sjednocenim grafu vice funkci. Dalsi priklady vse vysvétli.

Priklad 170. Urcete konstanty b a c¢ tak, aby parabola y = 22 + bx + ¢ méla s kiivkou
=t>+1 , .
k - { :;: ;53 :i-i_t spole¢nou tecnu ve spoleéném bodé A = [2,2]. Napiste
rovnici této tecny.

Resent: Bod A je bodem dané kiivky c. Po dosazeni z = 2 a y = 2 uréime jeho parametr
j 3t + 1
t4 = 1. Smérnice tecny ke kiivce k je y/'(1) = y = +
T li=1 2t =1

Vezmeme v tvahu, ze bod A je bodem dané paraboly = 2=4+4+2b+c a téz,




ze smérnice tecny k parabole je 2 = ¢ =2x+1b =4+b = 4+b=2.

T A=2
2=4+4+2b+c

29— 4+ , ze které vypocteme b = —2, ¢ = 2.

Tim jsme obdrzeli soustavu {

Parabola y = 2? — 2z + 2 a kfivka k maji spoletnou tecnu y —2 =2(z —2) =
y=2r—2 vbode A=]22].
n

Priklad 171. Najdéte maximéln{ intervaly, na kterych jsou rovnicemi z =t — 6t + 1,
y = t + 2 definovdny parametricky funkce y = fi(z), y = fa(z). Urcete
definicni obory, obory funkénich hodnot a parametrické vyjadieni jejich
derivaci. Vysetiete, kde jsou funkce ryze monoténni.

Resent: Funkce x(t) =t>—6t+1 a y(t) =t + 2 jsou spojité pro viechna t € R.
(1) = 2 — 6 < >0, te(3,400) = x(t) je rostouci pro t € (3, +00),
= <0, te(—00,3) = x(t) je klesajici pro t € (—o0, 3).

Pro t € (—00,3) = x € (—8,+00) existuje funkce y = fi(x) s definiénim

oborem D(f;) = (—8,+00) a oborem hodnot H(f,) = (—o0,5).

Pro t € (3,400) = 1z € (—8,400) existuje funkce y = fo(z) s definicnim
oborem D(f;) = (—=8,400) a oborem hodnot H(f) = (5, +00).

df, , 1
I =Y = =5 g Prot€(-00,3),
df2 / y 1
YT T g ot Bt
Monoténnost vysetiime ze znaménka derivaci:
d 1
% =56 < 0, pro vSechna t € (—00,3) = fi(z) je klesajici pro vSechna
x j—
x e <_87 —I—OO),
df 1 . : ) ;
v 0, pro véechna t € (3,+00) = fa(z) je rostouci pro vsechna
x j—
x € (—8,+00).
Pro t = 3 dostdvame bod A =[-8, 5], v némz je & = 0.

Obé funkce maji stejny definiéni obor, lisi se obory funénich hodnot. To znamena,
ze grafy obou funkci budou nad sebou.

Y y = fa()
—
Danymi rovnicemi je dana ktivka c.
A 5 Jeji graf je sjednocenim grafii obou funkei
f ( ) f17 f2
y=fi(z
— {lz, fi(@)]} U{[=, fa(2)]}-
-8 x



Priklad 172. Ukazte, ze existuji dva maximalni mozné intervaly I, I C R takové, ze
rovnicemi x = 4t — %, y = 12t — t® jsou definovany dvé funkce y = f(z)
prot € Iy a y = fa(x) prot € Iy. Urcete definiéni odory obou funkei,
pruseciky s osami souradnic, intervaly ryzi monoténnosti a intervaly ryzi
konvexnosti a ryzi konkavnosti.

>0, t<2 = xz(t) je rostouci pro t € (—oo, 2)

<0, t>2 = xz(t) je klesajici pro t € (2, +00)

Pro t € (—00,2) =1} = x € (—00,4) existuje y = fi(z), D(f1) = (—00,4).

Pro t € (2,400) =1, = x € (—00,4) existuje y = fo(x), D(f2) = (—00,4).

Redeni: & =4 —2t =2(2—1) <

Pruseciky s osou x spocitame z podminky y = 0:

1202 =0 = t(12—3)=0 = t;, =0, thy=+V12 = +2V3,
thh=0 = Xi1=[0,0] €{lz, f(z)]},
ty=—-2V3 = X, =[-8V3-12,0] € {[z, fi(x)]},
t3=2v3 = X3=[8V3—12,0] € {[z, fo(2)]}.

Pruseciky s osou y ziskdme z podminky x = 0:
ft—t*=0 = td—-t)=0 = t, =0, t,=4,
th=0 = X;=[0,0] € {[z, i(«)]},
to=4 = Y =][0,-16] € {[z, fo(2)]}.

o 12-3t2 34—t*) 3(2-t)(2+t¢
S__ RS _34-B) 300040,
i d—2t 22—t 2 (2—1)
5 >0, t> -2,
g/:§@+ﬂ <0, t < -2,
—0, t=—2,
. klesajici pro t € (—oo, —2) tedy pro = € (—o0, —12),
y=ﬁ@ﬂ€< )
rostouci pro t € (—2, 2) tedy pro z € (=12, 4),

y = fa(x) je rostouct pro vsechna t € (2, +00) tedy pro x € (—o0, 4).

U
t T

3 1 <>0,t<2
2 42t <0, t>2"
t4£2

Funkce y = fi(x) je ryze konvexni pro vSechna ¢t € (—o0, 2) tedy pro x € (—o0, 4),
funkce y = fo(x) je ryze konkavni pro vSechna t € (2, +00) tedy pro x € (—oo, 4).

]
1
Priklad 173.*Najdéte asymptoty grafu funkce y = f(x) dané parametricky x = 1
ot
Yo

Resend: V piipadé parametrického zadan{ funkce veskera vysetfen{ jsou komplikovanéjsi,
jelikoz neexistuje explicitni zapis. Tak to bude i u asymptot. Nejdiive uréime jaka ¢
pripadaji v ivahu a potom se presvédéime, ze existuje jedind funkce y = f(z):



t#1, t#-2 = te(—-o00,—-2)U(-2,1)U(l,+00) =1,

T = W <0 provsechnatel = x(t) je klesajici = existuje jedina
1 1
funkce y = f(z) s definiénim oborem z € (—oo, —§> U <—§, 0) U (0, 400).
Nyni vysSetiime existenci Sikmé asymptoty:
t
y=kx+q, kde k= lim M = lim &,
z—too I t—to x(t)
1 +oo, t = 1F
to uréime z lim z(t) = oo = lim —— = < =
t—to ? t—=1Et —1 —o00,t = 1
t(t—1
k= lim —t+2:hm ( )— ,
t— 1t 1 t—>1+ T4 2
t—>1" ¢t —1
= T (f(e) ~ kx) = lim (y(t) — k(0)) = lim =
1= s VW TR = g v R et S Ry

1
Ptimka y= 3 je sikmou asymptotou.
T = 00

, . e . D r=c
Podobnym zpusobem vysSetfime existenci svislé asymptoty { Y = oo
1tlir? y(t) = oo
lim f(z) =400 = o )
z—c? f( ) lim ZL’(t) =C
t—t1
. t
lim —— =400 = = -2,
t—? ¢t + 2 ] ]
lim —— = li = lim — = ——.
M =¥ = Dyl =lngme =g
1
Piimka z = —3 je svislou asymptotou.
22 P
Priklad 174. Urcete poloméry krivosti ve vrcholech elipsy — + = 1.
a

Resend: Rovnici elipsy napiSeme v parametrickém tvaru:
{ r=acost, 0<t<2m
y = bsint.
Vzhledem k symetrii staci ur¢it poloméry kiivosti v bodech A = [a, 0]
s parametrem t; =0 a B =[0,b] s parametrem ty = g Nez pristoupime

ke konkrétnimu vypoctu poloméru kiivosti, upravime vzorec

() r(z) = "

pro kiivky v parametrickém tvaru. Nejdiive vyjadiime derivace
e
i) 1 _gi—gi 1 ji-—yi
dat ()2 T (x)3

y/:g y//:dy/_l:
z’ dt @




které dosadime do (*) a po upravé ziskdme polomér kiivosti jako funkci parametru ¢ :

(@) () ey

rt)= —————"FH{— =747 = -
ji—gi ji—yi |ij & — 9 &
(2)° (@)
Vratme se k elipse:
T = —asint, & = —acost, y=bcost, ¢ = —bsint.

V bodé A (t = 0) dostavame: #(0) =0, ¢(0) =b, #(0) = —a, §(0)=0 =

3

(0+b2)2 b3 bQ
N=—_ 7 - —_
r(0) 0-04+b-al ab a

a v bodé B (t: g) x(%) = —a, y(%) =0, x(%) =0, y(%) =—b =

3
<a2 + O) : PR

r(i):m:ab_ b

Priklad 175. Uréete kiivost asteriody # = a cos®t, y = a sin®t a) v bodé s parame-

T
trem t = tg, tg € (O, 5), b) jaka je kiivost a polomeér kiivosti v bodé
S parametrem ¢ = %

Resend: 1kdyz je kiivka v parametrickém tvaru, pro kiivost pouzijeme vzorec

1 Y|
k=-=—W1
r (1+(y/)2)2

jelikoz x, &, vy, y jsou pomérné dlouhé vyrazy a vypocet pomoci vzorce

k= M by byl velmi pracny.
($2 + y2> 2
.2
, Y 3a sin“t cost
a === = —tgt,
) Y &  —3a cos?t sint &
p_dy 11 1 _ 1
Y dt T cos?t —3a cos?tsint 3a costt sint’
1
3a cos*ty sint 1
k(to) = 2.\ cos2ty +sinZtoNs
(1+tgto)? 3a costty sintg - ( 0 0) ’
cos? ty
B cos® t B 1 B 2
~ 3acosttysinty 3a costy sinty  3a sin 2t
s 2 2 T 3a
0 i)tk )k
3a sin ) @



Priklad 176. Urcete polomér kiivosti v libovolném bodé cykloidy x = a (t — sint),
y=a(l—cost), t € (0,2m). V jakém bodeé je polomér nejvétsi?

Reseni: Pouzijeme vzorec z pifkladu 174
3

(- )
T(t) = T
i@ — g
a k tomu si pripravime derivace
t=a(l—cost), &=asint, y=asint, {=a cost,

které dosadime a provedeme tpravu:

w

2

3
(a2(1 — cost)? + a*sin? t) ’ a? (1 — 2cost + cos? t + sin® t)

r(t) = - -

 |acost-a(l —cost) —asint-asint| a?| cost — cos?t — sin®t|

9 — 2cost)2 - 2v/2(1 = cost)/1 — cost t
_ al cost)s _ a-2v2(1 - cost) St oV/2avT = cost = 4a sin -

|cost — 1| 1 — cost

t
Polomér r(t) bude nejvétsi, kdyz sin 3= 1, a to nastane v bodé A s parametrem

t = m, tedy se souradnicemi A = [ra,2a] a s polomérem r(7) = 4a.
]

Priklad 177.*Najdéte maximalni interval I C R, takovy, ze pro t € I je rovnicemi

t 1
T Yy = n definovana parametricky funkce y = f(x). VySetiete

jeji prubéh a nakreslete graf.

z=In

Reseni: Interval I spoéitdme z podminek

;>0
! >0,1-t#0,t#0 = bud 1—-t>0 ¢t<1}t€(0,1)
et | b £<0 )
nebo | " L,

Maximalni existencni interval I = (0, 1). Nyni se pfesvédéime, ze na tomto intervalu
existuje jedind funkce y = f(z) a uréime jeji defini¢ni obor. Déle budeme
sledovat jednotlivé kroky pro prubéh funkce y = f(x) dle kapitoly III. 11.

Da)
>0 tE(O,l)

) 1—¢t 1—t+1¢t 1
T = . = <0
t (=02 t1-1) y }@

Pro vsechna ¢ € (0,1) je z(f) rostouci = existuje jedina funkce y = f(x). Jeji
defini¢ni obor spocitame pomoci limit:

t
lim z(t) = lim In = —00
t—0t t—o+ 1 —

, T € (—00,+00) = D(f).

t
li t) = lim 1 =
Jim 2(t) = Hm In 7— = +o0

b) Funkce nenf sudd ani lichd ani periodicka (ovéite sami).



c) Pruseciky s osouxz: X =[ 0]
1 s
Yy = . #0 = neexistuji.

Prusecik sosouy: Y =10, |

t 1
—1 0= 1=t (—): ~ Y =102
r=InT— 0= - = 5 Y3 [0, 2]
d) Chovéni funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru:
1 1
iyl g =toe i y=lim g

l <0 at€<0a1)
, Yy g —(1—1) 0
y =—-= 1 3
x t _ 0 }Q)
t1—1) =

pro viechna t € (0,1), a tedy pro vSechna x € (—o0,4+00) je funkce y = f(z)
klesajici.

p_dy 11 1 1 — 0 |
dt & 2 1 t 0 0
t(1—1) -
G . ; . . ,
v=aa >0 pro vSechna t € (0,1), coz znamend, ze y = f(x) je ryze konvexni
x
pro véechna z € (—o0, +00).
@ Asymptoty: y = kx + ¢, kde
1
n 1
k= lim 2= lim —L—=— =0
T—+00 T t—1— o
In ——
1—1¢
lim (y— k) = lim ~ — 1
= lim — = m — = 1.
q T—+00 y & t—>1- ¢

Primka y =1 je asymptotou pro x — +o0.

Podobné prozkoumame, zda bude existovat asymptota pro r — —oo:

1 1
" : ) —(1—t
k= lim 2= lim —1¢ :\%\léfhm—tz:hmﬁz—oo -
T——00 I t—0+ 1 t t—0T 1 t—0F t
1—t t1—t)

asymptota pro x — —o0 neexistuje.

Zbyva vysettit, zda bude existovat svisla asymptota z = ¢ takovd, ze limy = £oo ?
Tr—cC

limy = lim — =400 = lim x = —oo (neni kone¢né ¢islo) = svisld asymptota
=7 t—0+ t—0+

neexistuje.



¢ 0 % 1
|
}
y |+ 2 1 &
| y=1
/ \ X
vz s 0
y// : % -
Y y =1 as.

Priklad 178.* Vysetiete graf kiivky ¢ dané parametricky x =t — 3t +2, y = t? — 4t + 4,
t € R. Ukazte, ze graf kiivky ¢ je sjednocenim grafu dvou funkei y = fi(x)

a y= fao(x). Urcete D(f1) a D(fa).

Reseni:

(Da)

3 3
>0, te <§,+oo> = x(t) je rostouci pro t € <§, —l—oo)

)

T=2t—-3

DN W

3
<0, te (—oo, 5) = z(t) je klesajici pro t € (—oo,

Pro t € (—o0

3 1
( ,§> existuje funkce y = fi(z), = € <_Z’+OO> = D(f1),
3 . 1
pro t € <§,—I—oo> existuje funkce y = fo(z), = € <—Z—L,+oo> = D(fs),

3 , 11 S
pro t = — dostavame bod A = [——, —}, v némz je = = 0.
2 4°4
c) Pruseciky s osami:
rt)=t*=3t+2=0 = (t—-2)t—-1)=0 = t; =1, t,=2
yt)=t*—4t+4=0 = (t—-2) =0 = t,=2
t=1:Y=[0,1, t=2: X=10,0]

d) Chovéni funkce v krajnich bodech definiénich oboru:
(i) s lm (£ 2)° = +oo

lim y .
TN (@) lim (-2 = oo

@ 3 . , 1
te <—oo, 5) = fi(z) je rostouci pro = € <_Z’ +OO>,
t € (2,400) = fo(x) je rostouci pro = € (0, +00),
2t — 2 3 !
=MD L co te(22) 5 e e Kesaiet proa e (1, 0),

=0, t=2.




dy 1 §&—g7 . . . )
"= - = =2(t—2 =2, x=2t—3, 1 =2
V= e ;o y=201t-2), =21 , &=2,
, 2-(2-3)—2t-2)-2 2
v (2t — 3)3 T 2t—3p®
3 : , 1
>0, te (5, +oo> = fo(x) je ryze konvexni pro x € <_Z7 -I—OO)
3 1
Y = —(Zt E 27 <0, te (—oo, 5) = fi(x) je ryze konkdvni pro x € <_£_1’ —{—oo),

=0 neexistuje
y'(t=2)=2>0 = X =][0,0] je lokdlnim minimem funkce y = fo(z).

@ Asymptoty: y = kx + q,

) —4t+4
E=1 == lim
93—1>r-&{10013 t—i—i—oo t2—3t+2
t— —o0
g= lim (y—kv)= lim (-4t +4-[1] (*-3t+2))=
F—r+00 t— 400
t— —o0

= lim (—t+2)=Foo = sikma asymptota neexistuje.
t — 400
t — —oo

Svisla asymptota = = ¢ rovnéz neexistuje, protoze limy = +o0o nastava jen
=7

pro x — +o00.

xr |1too 0 _i 0 oo
y |t 1 i 0 oo
s {‘ +oo N\ /
AN T f
Y A X
y = fi(z) y = fa(2)
y = fi(z)
Yy
c={lr, filx)]Ulz, folz)]} -
Y y—f2<$)
A
X X
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Priklad 179.* Vysetiete prubéh kiivky ¢ dané parametricky = = ﬁ, y=t-— T

t € R a nakreslete graf.

Resent :

N , >0, t € (—00,0)

;o (2 I A <0, t e (0,4+00)

g = - = 00) .
1+ ¢2 1+¢2 (14 t2)2 —O’t—O’

Pro t € (—00,0) je z(t) rostouci = existuje funkce y = fi(x)

) x€(172>:D(f1)7

lim z(t) = lim <1+

t——o0 t——o0

=1
)

Pro ¢t € (0,400) je z(t) klesajici = existuje funkce y = fo(x)

€ (1,2) = D(f2),
pro t = 0 dostdvame bod A = [2,0].
V tomto piikladé si vSimneme symetrie kiivky c :
w(—t) = x(t)
y(=t) = —y(t)

obdrzeli jsme symetrii podle osy x a pujde o symetrii mezi grafy funkci y = fi(x)

= [e(=t)y(-t)] = [2(t). 5] =

a y = fo(x) podle osy x. O tom se presvédéime podrobnym vysetfenim prubéhu

filz) a fax).

c) Bod A = [2,0] je jediny prusecik s osou x, protoze y = 0 jenom pro ¢ = 0, nebot

t t4+t3 —t 13
y 1+ 2 1+ 22 112

=0 = t=0

Prisecik s osou y neexistuje, protoze definicni obory D(f) = D(f2) = (1,2)
a 0¢&(1,2).

d) Chovéni funkce v krajnich bodech defini¢nich oboru:

(fi(x)): lim (t— ! )z—oo

. t——00 1 —|—t2
hm+y = ;
z—1 .
5t (1= )
L+t 2
_ Y _ (1422 (482148 3+t 3t+t°
YTE T —2i - —21 T T2 T
(1+1¢2)?
13+ ) 0, te€(—o00,0) fi(x) = jerostouci pro z € (1,2)
= <0, te€(0,400) = folx) je klesajici pro z € (1,2) .
=0, t=0 = vbodé A=][2,0] jeosaz tetnou



dy 1 3 3 1 3 (1 +2)2
" = s — = — | = — 2 —_— = — 1 2 - —_— =
T (3+3%) —=— =30+7) ot
(14 t2)2
3 (14 £2)° >0, t € (0,+00) = fao(z) je ryze konvexni pro x € (1,2)
=1 —( . <0, t € (—00,0) = fi(z) je ryze konkdvni pro z € (1,2) .
=0,0

@ Asymptota y = kx + ¢ neexistuje, protoze D(f1) = D(f2) = (1,2), avsak svisla
asymptota existuje, jelikoz lim y = +oo a jeji rovnice je x = 1.

z—1+t
)
|
z |1 2 1
! x
y |- 0 +00 0
|
y/ = /‘ 0 \I
asymp. asymp.
y=filz) y=falz)
Vidime, ze kiivka ¢ = {[z, fi(z)] U [z, fo(x)]}.
u
t° 1

Priklad 180." Vysettete prubéh funkce definované parametricky = =
prot € (0,1) U (1,+00) a nakreslete graf.

1—2Y " 15

Resent:
Da)

20- (1 —t)+¢*-2t 2t

3= (st e >0 pro vsechna t € (0,1) a

te(l,400) = x(t) je rostouci pro t € (0,1) at € (1,+00), tedy na kazdém
z téchto intervalu existuje jedind funkce y = f(x).



t=0 = 2(0)=0 )
t2
t—1" = lim2(t) = lim -—;F = +oo z € (—00,—1) U (0,400) = D(f).
b1t — lim QZ(t) — lim t? — (Z tOhO, vy.plyvé, ze dokonce existuje
t—1+ t—1+ 1 — ¢2 jedina funkce f(:r))
2
b= too = tE-I—moox(t):tEi—noolitQ =1 J

c) Prusecik s osou y je bod Y =[0,1](t =0).

Prisecik s osou z neexistuje, protoze y = # 0, ale pro t — 400 se blizi graf

k bodu X = [-1,0].

1+t

d) Chovéni funkce v krajnich bodech definiénich oboru:

1 1 1

o T T2 2 YT ST e T
1
Sl O = N ERTE srtool i 14 £2 2

_ T2t ~0. 0

, Yy () (1?2 ’

y—i,— 57 BGESRE <0,te(0,1)ate(l,4+00) .
(1_t2)2 :07®

Funkce y = f(x) je klesajici na intervalech (—oo,—1) a (0,+00).
® —2(1—t3) - (=2t)(1+ )2+ (1 —t*)? - 2(1 + %) 2t 1
(1+¢2) 2

(1 —1¢2)?

y d Yy

dt

1
T

(1= - 4t(1+2+1-¢%) - (1—t*)> 41 —1¢?)°
(1+12)3 -2t (1 +12)3

>0 prot € (0,1) = y= f(x) je ryze konvexni pro = € (0, +00)
y” <0 prot € (1,400) = y= f(x) je ryze konkdvni pro = € (—oo, —1) .

=0 prot—1" aprot— 1"

@ Asymptoty:

a) y=kx+gq
( 1
N T
% . 1 = l —_— =
y (= oo): lim == lim sy
b= lim Y- - 7
T — +oo T -
T — —00 I 1 —¢2
— —00) : — =
| (o) i e
i (y — kz) . ’ 1 1
= 1m — RT) = 1m = 11m = —.
1 T — 400 Y t— 1" Y to1: 1412 2

T — —00 t— 1t



1
Primka y = 5 je asymptotou pro z —+ —o0 a x — +00.

b) Svisld asymptota neexistuje.

@ " 0 1 400

181. Ukazte, ze danymi rovnicemi je parametricky definovana funkce y = f(z). Urcete jeji
defini¢ni obor, obor funkénich hodnot a doplite chybéjici souradnici bodu A, jestlize:

a){x:ﬁ—&teR A=10, ]

y =1>+3,
T T
= tgt, t <__7_>7 A=[-1,
b) [o=tat, te (-5 1]
y = sin®t,
c) | »=arcsint, te(-1,1), A:[g’ ]
y = 2t,

a) D(f) = (_OO,+OO)7 H(f) = <37+OO)7 = [0,7} (t = 2)
1 ™

A
b) D(f) = (o0, +00), H(f) = (0,1), A= [_17 7] (t - _,)
A

2 4
) DN =(-5.5)  HF=(-22),

~[56-3)

182. Urcete maximalni mozné intervaly, na kterych jsou rovnicemi z = t — Int, y = t
definovény parametricky funkce y = fi(x) a y = fa(x). Urcete definiéni obory téchto
funkci, obory funkénich hodnot a parametrické vyjadieni jejich derivaci.



2

Ti-1

212

t—1’

183. Pro t € I je parametricky ddna funkce y = f(x). Urcete y'(xo) a y"(zo) v bodé xy,
jehoz parametr je tqg € I, jestlize:

te (071> = yzfl(ac), D(fl) = <17+OO)7 H(fl) :(071>; y, te (071)

te <1,+OO) = yzfz(:v), D(fz):(foo71>v H(fQ):<17+OO); y/:

t € (1,400)

2 2 T
a){szt—t, to=0  b) xr = 3cos°t, to:Z-
y=3t—1°, ’ y = 4sin®t, ’
1
— t, to=- - =1
c) T = arccos 0= 3 ; d) T T 0 .
y=v1-—1t? y = arctgt,
;3 a3 ’ 4 4
a)y' =5,y =3 b)y'=—2,y" =0
/ 1 1 3 / "
C)y:?y:—%; d)y =-1,4y"=0
. . : 1+ 1Int
184. Dokazte, ze funkce y = f(x) dand parametricky = = TR
34 21Int C e 1. . / 12
y=— t € (e,400) je fesenim diferencidlni rovnice yy' = 2x(y’')* + 1.
185. Napiste rovnici tecny a normaly ke grafu funkce f v bodé A, je-li funkce déna para-
metricky:
a) r=27-13 A=10,7]; b) x =¢' cost, t4=0;
y =t +1, y = ¢! sint,
c) [ v=2(t—sint), ta=m.
y = 2(1 — cost),

27 28
b) tetna: y=x—1, normala: y=—x+1

a) teCna: y= _ z+ 30, normdla: y= 2 z + 30
c) tetna: y=4, normala: x =27

186. Ovéite, ze rovnicemi x = e +¢, y = 2, t € R je parametricky definovéna jedind
funkce y = f(x). Urcete jeji definiéni obor, intervaly monoténnosti a lokalni extrémy.

D(f) = (~00, +00), f(x) roste pro z € {1, +00),
f(z) klesad pro z € (—o0,1), M = [1,0] lokdlni minimum

187. Najdéte asymptoty grafu funkce y = f(z) dané parametricky:
1

t 1
=— y=—— teR-{-12}; b =Int, y=——.
A= YT {=1.2} ) r=Int, y =177
a) _1 .
{y_s ,{ 3
T = £oo y = oo

b) y=1 y=20
r= -0 | =400
188. Urcete polomér krivosti kiivky ¢ v bodé A, jestlize:
a)c: [ z=t*—-3t+2, A=[0,0]; b)c: [ z=t+t, A=]2,0].
y =t — 4t + 4, y=1tInt,
(Pouzijte vzorce z piikladu 174).

n%ﬁ}

[a)r:%; b) r =+

189.*Vysetiete prubéh funkce y = f(x) dané parametricky z =t —e™!, y =2+ e 2%
(Nezapomeflte ovérFit, ze témito rovnicemi je urcena jedind funkce.)

t € (—o0,400)

D(f) = (=00, +00), H(f) = (2, +00)

extrémy a infl. body neexistuji

SN R y = 2 je asymptotou pro x = +00




190.*Dokazte, Ze parametrickymi rovnicemi z = t3 + 3t, y = t3 — 4t je definovdna jedind
funkce y = f(z). Urcete jeji definiéni obor, vysetiete prubéh a nakreslete jeji graf.
[ te (_007 +OO) T

15 M, = [——26 7—16 } lok.max.
10 3v3’ 3v3

5 26 16

5

30 2040 O G 20 30 M, = [37\/? 7%] lok.min,
-10 I=10,0] infl.bod

e Y =10,0], X1 = [~14,0], X2 = [14,0] pris. s osami
L asymptoty neexistuji

191.*Vysetiete kiivku ¢ danou parametricky z =t? —4t, y =t> — 1, t € R. Ukazte, Ze graf
¢ je sjednocenim grafu dvou funkei y = f1(x) a y = fa(x). Urcete D(f1), D(fs).

te(—0,2) =>y= fi(z), D(f1)=(-4,+0), I =[0,—1] — infl. bod
t € (2,400) =y = fa(z), D(f2)=(—4,+0), I, =[0,63] — infl. bod
asymptoty neexistuji X=[-3, 0] prus. s osou x
n —00 0 2 4 +o0o 30
| ! |
. +00 0 —4 0 +oo 50
| } |
P 1 7 63 +o0 40
| |
20/
o \ /
| | 0 Tﬂ]
- y” = —~~ 0 ~— —~~ 0 ~— -
1 s
I A I

y = fi(z) y = fa(z)



14. Ptiblizné feSeni nelinedrni rovnice f(z)=0

Priklad 192. Dokazte, ze néasledujici rovnice maji alespon jedno feseni v daném intervalu I :
a) x> —322+3=0, I=(-1,3); b)e*+x =0, I=(—1,0);
1
c) arcsinz +2x+1=0, [= <—§,0>.
Reseni: Rovnice f(x) = 0 md alespori jedno teseni v intervalu I = {a,b), jestlize plati
ndsledugici dveé podminky:
(1) f(x) je spojitd v {a,b),
(2) f(a)- f(b) <0.
a) f(z)=2*-322+3, [=(-1,3).

Tato funkce je spojita pro vSechna x € R, tedy i v daném intervalu. Vypocitame
funkéni hodnoty v krajnich bodech intervalu

f(=1)=-1-343=-1<0, f(38)=27—-274+3=3>0.
Skutec¢né, funkéni hodnoty maji opacna znaménka a to znamena, ze rovnice

23 — 32? + 3 =0 m4 v intervalu (—1, 3) aspon jeden kofen, ale mozna to budou tii
koreny, nikoliv vice.

POzZNAMKA: Rovnice 3. stupné muze mit v oboru redlnych ¢isel bud jeden nebo dva
(jeden je dvojnasobny) nebo tii redlné koreny.

Na obrazku znézornime tyto moznosti:

3/—/ 3 3
T T2 ﬁ
-1 /71 3

1 1

—1

b) f(z)=¢"+2z, [=(-1,0).
Opét: uvazovana funkce je spojita v R, I C R,
f(—l):e_1—1:%—1<0,
f0)=e"+0=1>0.

Dokézali jsme, Ze rovnice e” + x = 0 mé alespon jedno Feseni v intervalu (—1, 0).

1 1 maximalni interval
c) f(z) =arcsinaz+2z+1, [= <—§, 0>. f(z) je spojita v <—§, 0> spojitosti této funkce |
je (-1, 1)

1 1
f(—§> = arcsin(—§> —-1-1= —% —2 <0,

f(0) =arcsin0+0+1=1>0.



Z toho plyne, Ze rovnice arcsin x + 2x + 1 = 0 m4 alespon jedno feSeni v intervalu

(49)

Priklad 193. Ovérte, ze nasledujici rovnice maji pravé jedno feSseni ¢ v daném in-

Resen

tervalu I. Vypocitejte prvni tfi aproximace i, o a x3 metodou puleni
intervalu a odhadnéte |z3 — &|, jestlize
a2 —6r+2=0, I=(-1,1); b)2*+272—-72=0, [=(23).

s’

i: Rovnice f(x) =0 md pravé jeden koren & € (a,b), plati-li kromé podminek
(1) a (2) =z predchdzejiciho prikladu téZ podminka
(3) f(x) je ryze monoténni v (a,b).

Plati-li podminky (1), (2) a (3), potom proni aprozimaci x1 dostaneme metodou

b
puleni intervalu podle vzorce 11 = % atd.

Pro odhad presnosti n-té aproximace ¢i vzddlenosti x,, od korenu & plati

h—
|z, —&| < 2na7 x, konverguje ke &.

a) f(z)=2>—-6z+2, [=(-1,1)

(1) f(z) jespojitav [ =(—1,1),
(2) f(-1)=-1+4+6+2=7>0,
f)=1-6+2=-3<0,
(3) fl(z)=32>—-6=3(2*>—-2)<0proze (—1,1).
(f(x) je klesajici na intervalu (—1,1) )

Z toho usoudime, 7e v intervalu (—1,1) ma rovnice z® — 6z + 2 = 0 pravé jedno
feSeni a prvni aproximace je

_a+b —1+1 0
S
Uréime znaménko funkéni hodnoty v bodé z; = 0:  f(zy) = f(0) =
a jako dalsi bod vybereme jeden z krajnich bodu intervalu (—1, 1), v némz m4 funkéni
(

v
hodnota opa¢né znaménko nez f(0). Bude to bod 1, protoze f(1) = —3 < 0, takze

ay + by

= 0.5.
2

a1:0,b1:1 = Ty =

Podobné urcime znaménko funkéni hodnoty v bodé x5 = 0.5 a k nému zvolime jeden
z bodu a; nebo by tak, aby funkéni hodnota v ném meéla opacné znaménko nez f(xq):
f(zg) = f(0.5) =0.125 -3+ 2 = —0.875 < 0,
f(0)=2>0,
a2 + bg

2
Provedené aproximace znédzornime schematicky, kde znaménka nahore znamenaji
znaménka ptislusnych funkénich hodnot.

Ay = 0, bg =05 = x3= = 0.25.




Pro vzdalenost x5 od kofenu £ dostavame odhad:

b—a
|23 = &| < 53

1
= |1‘3_§|§Z-

b) f(x)=a2*+2Tx —72, I=1(2,3)
(1) f(z) jespojitd v I=(2,3),
(2) f(2)=8+54— T2 <0, £(3) =27 +81 - 72> 0,
(3) fl(x)=32>+27T>0prox el = f(x) je rostouci na intervalu (2, 3).

Rovnice z?® + 27x — 72 = 0 m4 pravé jeden kofen na intervalu (2, 3)

. . . 2+3
a prvni aproximace je x; = 5 = 2.5,
f(zy) = f(2.5) = 2.5+ 27-2.5 — 72 = 15.625 + 67.5 — 72 > 0,
< = a1 = 1= 2. = $2:a1+b1:2.25
f(2) <0 2, by =25 ; ,
f(z2) = f(2.25) =11.4+60.75 — 72 = 0.15 > 0,
b
F2)<0 = a=2 b=225 = 3= GQ; 2 =2.125,
b—a 1
23 — | < S |$3—§’§§-

Priklad 194. Ovétte, ze nasledujici rovnice maji prave jedno feseni v daném intervalu I a
zjistéte, zda je mozné k jeho piibliznému urceni pouzit Newtonovu metodu.
Kdyz ano, zvolte poc¢atecni aproximaci g, vypocitejte nasledujici aproxi-
maci z; a odhadnéte chybu |z; — £, jestlize:
1
a) lnx+x=0 I={(0.1,1); b) x2+?—10x:0, I = (9,10).

Reseni: Rovnici f(z) =0, x € {a,b) lze vyresit priblizné Newtonovou metodou, jestlize
plati nasledugici podminky:
(1) funkce f(x) ma v intervalu {a,b) druhou derivaci f"(x), kterd zde neméni
znameénko,

(2) fi(x)#0a f"(x) #0 pro vsechna x € {(a,b),
(3) fla)- f(b) <0.

Z platnosti téchto podminek plyne existence jediného korenu & € (a,b). Pocdtecni

aprozimaci xo € {a,b} zvolime tak, aby f(xg) - f"(xo) > 0. Potom x1 = x¢ — J{’<(IO))
To
. . . . o f(xn71>
a pro libovolné n € N plati rekurentni vzorec x, = T, 1 — T)
Tn-1

Pro vzddlenost x,, od korenu & plati odhad

f(@n :
|z — €| < |(m—)” kde m = ming | f'(x)[}.
PozNAMKA: Newtonova metoda se téz nazyvd metodou tecen, jelikoz priblizeni z,,
dostaneme jako prusecik tecny ke grafu funkce f(z) v bodé [mn_l, f (mn_l)}
s osou x. Platnost podminky (1) a (2) zarucuje, ze posloupnost xy, o, ...,
Tp,... se bude blizit ke kofenu & bud jenom zleva nebo jenom zprava.



pro f"(xz) < 0: pro f"(x) > 0:

X

‘ e /)
/1'1/372 b:l’o

a) mx+2x=0, I=(0.1,1)
1 -1
(1) f(@)=lmr+z, f(r)=-+1 [f'(x)=— <0provsechna z € I,
x x
1
(2) fl(x)==+1+#0, f"(x)#0 pro vsechna z € I,
T
(3) £(0.1)=In(0.1)+01=—-In10+01<0, f(1)=Inl+1=1>0.
Z podminek f(xq) - f"(xo) >0, zo € {0.1,1}, f"(x9) <0 = f(x9) <0 stanovime
xo = 0.1. Pouzitim Newtonovy metody vypocitame prvni aproximaci:

f(O.l)_01_0.1—11110_1+1n10;1+2.3;
f0.1) 11 11

f(z1) = f(0.3) =In0.34+ 0.3 =—-0.903 , m=mingy|f'(z)] = f(1)=2.

T =0.1-

0.3,

f()] . 0.903

Odhad: |z1 —¢| < = 0.451.
m 2
, 1
1 2 224 — 2 — 1023 2z —5)—1
2 _ _ _

6
f'r) =2+ - > 0 pro vSsechna z € I,
x
2
(2) fl(x)=2r——5—10#0, f'(x)#0 pro viechna x € I,
T

(3) f(9) =81+ ——90<0, f(10)=100+ — —100=—— >0,

81 100 100
xo = 10, protoze f(10)- f”(10) > 0.
Nyni spocitame prvni aproximaci:
1
f£(10) 100 0.01 .
=10 — =10 — =10 — —— =10 - 0.001 = 9.999
o 7(10) w02 10 9.993 ’
1000

1
f(z1) = £(9.999) = 99.980001 + 9908 99.99 = —0.009999 + 0.010002 = 0.000003,



2
m = ming.0)| f'(z)] = f(9) = 18 — —— — 10 = 8 — 0.00274 = 7.99726,

729

|f(z1)]  0.000003 . .

dhad: el < _ ~4.10".
Odhad: |y — ¢ < ==~ 7.99726 0 .

Priklad 195. Ovérte predpoklady pro pouziti Newtonovy metody pro feseni rovnice
23 4+ 522 — 10 = 0 na intervalu (1,2). Zvolte pocdtecni aproximaci z;
vypocitejte x1, xo a odhadnéte |xg —&].
Resent: (1) f(z) =2 +52%—10, I=(1,2),
f(z) =32*+10x >0, f"'(x)=6x+10>0 proz € I;
(2) f'(x)#0 a f"(x)#0, pro vSechna z € I;
(3) f()=—4<0, f@2)=18>0,
xo = 2, protoze f(2)- f"(2) >0

Pristoupime k vypoctu jednotlivych aproximaci:

f(zo) o B s

Ty = Ty —
f'(xo) 32
Flar) = f(1.438) = 3.313,  f'(z1) = f(1.438) = 20.584,

Zbyvéa provést odhad |zy — &| < f ( [/ (2)] ,kde  f(zq) = f(1.277) = 0.237 a
m = ming o) | f'(x)| = f'(1) = 13.

Vybrali jsme f'(1), protoze f'(x) >0 a soucasné f’(x) je rostouci na (1,2).
0.237

Hledany odhad: |zo —¢| < 43 = = 0.018.
]

Priklad 196. Najdéte vSsechny uzaviené omezené intervaly, v nichz lezi jediny koten rov-
nice f(x) = 0. Ovéfte, zda je mozné k jeho pfibliznému urceni pouzit New-
tonovu metodu a zvolte pocateéni aproximaci zg:

a) 2’322 -9r+5=0; b) lnm—g—i—lz(); c)e*—x—2=0;
d) |z] —In(4 — z%) = 0.

Resend: Prvnim krokem je zde nalezen{ intervala, spliiujicich podminky pouziti Newto-
novy metody ptiblizného feseni rovnic. K tomu potiebujeme urcit chovani funkce
f(x) pomoci nékterych funkénich hodnot, znaménka prvni a druhé derivace.

a) Budeme uvazovat funkci f(z) = 2% — 322 — 9z + 5;
f'(z) =32% — 62 — 9 =3(2? — 22 — 3) =3(z — 3)(z + 1),
() < >0, proz € (—oo,—1), v € (3,400) = funkce je rostouci
<0, proz e (-1 ) = funkce je klesajici ’

_1) < > 0, x>1 = funkce je ryze konvexni

1" _ _
f"(x) = 62 —6 = 6(x <0, r <1 = funkce je ryze konkdvni



Sestavime tabulku dulezitych hodnot:

T ~1 1 3 +00
| | |
fla) |reo 10 -6 22 oo
fay= 7~ 0 > o 7
p@s 0=

7Z této tabulky je jasné, Ze rovnice z3 — 322 — 9z + 5 = 0 bude mit tii redlné kofeny

H<—1, —-1<&<l, &>3.

Nyni zptesnime intervaly (a;, b;) tak, aby & € (a;, b;), i =1,2,3 a aby na téchto
intervalech platily podminky Newtonovy metody:  f(a;)- f(b;) <0, f'(x) a f"(x)
neménila znaménka na (a;,b;) a f'(z) #0, f"(x)#0.

To znamena, ze body —1,1,3 nemohou byt krajnimi body uvazovanych intervali.
Proto sestavime podrobnéjsi tabulku hodnot f(z) = 23 — 322 — 9x + 5.

v -3 -2 -1 0 3 1 3 4 5

(@) —2T2 3 1‘0 5 —% ;6 —52 —;5 1‘0
Pos 70 N0
/() = - 0 -

Prvni kofen bude & € (—3,—2). Na tomto intervalu je f'(z) >0 a f"(x) <0
a f(=3)=-22<0, f(—2) =3 > 0. Pocdtecni aproximaci zvolime xy = —3,
jelikoz f(—=3)- f"(—=3) > 0.
1 1 1
Druhy kofen &, € <o, 5> . fi(x) <0, f'(z) <0, f(0)=5>0, f(§> = -2 <0
1 1 1
Pocdtecni aproximaci zvolime xy = 3 protoze f <§> - (§> > 0.

Treti kofen & € (4,5) : f'(x) > 0, f"(x) >0, f(4) = —15 <0, f(5) = 10,
xo = b, protoze f(5)- f"(5) > 0.

2
pay-Loto2or 20 w02 = () jerostoud
2 2 <0, z€(2,+00) = f(x) je klesajici’
-1
f//(x) = < 0



Nyni sestavime rovnou podrobné;jsi tabulku hodnot, ze které snadno vybereme
odpovidajici intervaly:

T 0 % 1 2 4 6 oo
flz) |7° —5 % lnl2 ln41—1 ln61—2 —o0
f'(@) = / 0 N
f(x) =i ~

Kofeny rovnice Inz — g + 1 =0 budou celkem dva:

€

¢ € <% 1) fa) >0, ) < O,f(%) — S0, f1) = % 0,

2
1 N L,/1
o IG) () =0
£ € (4,6): f'(z) <0, f'(x) <0, f(4) =Ind—1>0, f(6)=1n6—2 <0,
2o =6, f(6)-f"(6) > 0.

o =

c) flx)=e" -2 -2

N oz >0, >0 = f(x) jerostouci
fla) =et =1 < <0, =<0 = f(x) jeklesajici’
f"(x) =¢">0.
€T —2 -1 0 1 2
L 11 -1 e—3 ez _ 4
f(l') ef e % # % %
f'(z) = ™ 0 /'
f//(‘r) j ~—

Rovnice e* — 2 — 2 = 0 ma dvé feseni:

f e (=2,-1): Fa) <0, f(0) >0, (-2) = 5 >0, [(-1]) = ~1<0,
vo=—2, f(=2)- f"(—2) > 0.
&E(L,2): fix) >0, f'(x) >0, f(1)=e—3<0, f(2) =c>—4>0,
zo=2, f(2)-f"(2) > 0.
d) f(x)=|z|-ln(4d-2%) = 4—-2°>0 = =z€(-2,2)

Tato funkce je sudd f(—x) = f(z) pro vSechna z € (—2,2). Proto se omezime
na vysetteni kladnych korentu:



r>0: f(z)=x—1In(4— 2?)

—2% 2 >0, z€(0,2)
/ 1 _ _ " ! ’
fx) =1 4 _ o2 1+4—x2 < < 0, neexistuje ’
204 —2%) 4+ 2220 8+ 222
2 — =
f(z) = (4 — 22)2 (4 — 22)? > 0.
. 1o 1 2 2
f(r) |-Ind 1-In3<0 5—Ing>0 +00
f)= a
f'(x) = -

|z| —In(4 — %) = 0 m& dveé feseni &, & symetrickd podle pocdtku

(& =& ):

gle<1,§>; Fi(x) >0, f"(z) >0, f(l):1—1n3<0,f<g>:——1n—>0,

-3 ) r@)o

2 € <—; —1> D fi(@) <0, f(z) > Qf(—%) = % —~ lnz >0, f(-1)=1—1n3
e <os= b 1) r(3) o

197. Dokazte, ze nasledujici rovnice f(x) = 0 maji vzdy alespon jedno feseni v daném
intervalu [:

1
a)r—ssine—1=0, I=(0,5); b)a®—arctgr—1=0, I=(LV3)

c) nx—2x+3=0, I={(1le).
[a) £(0) <0, f(g)>0; b) f(1) <0, f(V/3) >0; €) f(1) >0, f(e) <0]

198. Ovéite, ze nasledujici rovnice f(z) = 0 maji vzdy pravé jedno feseni v daném intervalu
I. Metodou pileni intervalu vypoéitejte aproximaci xo a odhadnéte |zo — &|:

1

a) 2® +22—-4=0, I=1(1,2); b)?—w2+2:0, I=10,2);
x

c) x®+52>—5=0, I=/(0,1).

1
a) Tr1 = 1.5, T2 = 1.25, |CC2 — §| S Z
1
b) JZl:l, 1’2:1.5, |x2—§|§§
1
C) Tr1 = 0.5, T2 = 0.75, |$Cz — §| S Z



199. Ovértte, ze nasledujici rovnice maji vzdy pravé jedno teseni v daném intervalu I a
zjistéte, zda je mozné k jeho ptibliznému urceni pouzit Newtonovu metodu. Jestlize
ano, pak zvolte poc¢ateéni aproximaci xq, vypocitejte x; a odhadnéte |z — &|:

a) 2 +322-5=0, [=/(1,2); b) z* +32* - 6=0, I=/(0,2);
c) arctgr + 22 —1=0, I= (-3 -1).
a) ano To =2, 11 = E, |1 — €] < 0.363
b) mnelze  f'(0) = f"(0)=0
c) ano xo = —V3, 1 = —1.435, |z1 — €&] <0.031

200. Najdéte vsechny uzaviené intervaly, v nichz lezi pravé jeden kofen dané rovnice
f(z) = 0. Oveite, zda je mozné k jeho piibliznému urceni pouzit Newtonovu metodu
a v kladném pripadé zvolte pocatecni aproximaci xg:

a) 2% + 312 — 9z + 3 = 0; b) 2" +2x—-2=0; c) arcsin§+2x—2:0;

1

[a) & €(-5-4), xzo=-5]
& e <O, %>, To =
£3€<g,2>, To = 2

b) £€(0,1), xo =1
) £e(z1),  wm=
| d) € (1,2), xo=1




~ o~

I Limity
1\"
lim <1+—> —e, lim /n =1,
n—00 n n—00
: In(1
lim (1 + a:) =e, lim n(l+2) =1,
z—0 z—0 T
T _ 1 1
lim c =1, lim ST 1.
z—=0 T z—=0 o
IT Derivace

(k) =0, k je konstanta, (%) = a-2*',  « je konstanta,

(sinz) = cosu, (cosx) = —sinu,
—1
t g , t g ’
(tg) cos?x (cotg ) sin? z
1 1
(lnx)/:E, (log, )" = oo a >0,
(e”) = €", (a*) =a”-Ina, a>0,
1 —1
(arcsinz)’ = : (arccosz)" = :
V1—a? V1—2?
1 —1
I [
(arctga:) = m, (arccotg:v) = m,

[f(z) £ g(2)] = f(2) £ 4 (),
[f(z) - g(x)}/ = f'(z) - g(x) + f(x) - ¢'(x), zkrdcené (uv) = u'v+ uv’,

. . o wy v —uw
= , zkracené¢ (—) = ————,
v V2

9@ = [0@ M f@)]" _ 9@ i@ | /() A F(a OAC) e flz
(£ = [eserinso) @) 0 @)+ g(o) - T e 0) > 0

dyn=t 1
() — ydt = neN i#0.

-, Y



IITI Taylorav vzorec

"(x "(x M) (z
@) = fGeo) + L5 (o gy B0 (o T oy
Fr(e)
kde R,1(x) = m(m—mo)"“, bod £ je mezi x a xg.
Proxy=0:
x? "
em:1+$+§+"'+—'+Rn+1,
! n!
2 3 n
(e +1) =@ — o+ 5+ 4 (1) R,
' P - g
Slnﬂf:gf—g*‘a—"““—l) W+R2n+37
2 g
COS.’L'Zl—E—l-I——{—(—l) m—i—Rgn_i_Q.
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