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I. Linearni algebra

I.1. Vektory, vektorové prostory

Napiste souiadnice

Priklad 1. Jsou dény vektory @ = (—4,7), b= (-2,0), €= (5,1).
& c)é+a d)2a+b—4¢ e)2¢—3b+a.

vektoru: a) (—a); b) 3¢
Reseni:
a) Vektor (—a) je vektor opa¢ny k vektoru @ a podle definice jeho souradnice budou
(—ad)=—d=—(—4,7) = (4,-7).

b) Podle definice o ndsobeni vektoru redlnym ¢islem spocitdme 3¢ = 3(5,1) = (15, 3).
V dalgich prikladech jde o linedarni kombinaci vektoru:
¢) F4+d=(51)+(-4,7)=05-41+7) = (1,8);
d) 2d+0—4F=(=8,14) + (=2,0) — (20,4) = (=8 — 2 — 20,14 + 0 — 4) = (30, 10);
(=6

e) 2¢—3b+d=(10,2) — (=6,0) + (—4,7) = (12,9).

!

Priklad 2. Pro jakd m, n jsou si vektory @ = (2m,3) a b= (2,m+ n) rovny?

Reseni: Dva vektory se rovnaji prave tehdy, kdyz se rovnaji jejich odpovidajici souradnice:

2m =2 = m=1 L e
{ 3 —m+n S op—o Pak d=0b=(23).
n
Priklad 3. Jsou dény vektory a = (y — 1,x), b= (x 4+ 1,3y). Urcete ¢isla z a y tak,
aby platilo a) 3@—b=0; b) b—a=(0,8)

Resend:
a) (3( - 1), 3x>—(x+1,3y):(0,0) = By—-3—2—-1,3x—3y) =(0,0),

3y—3—2—-1=0
3r—3y=0 = zr=y = 3r—-3—2—-1=0 = 2x =4,

r=y=2 = a=(1,2),b=(3,6) = b=

b) (z+1,3y) — (y—1,2) =(0,8) =
{x+1—y+1:0 N {x—y:—Q
3y—x =28 —r+3y=8 "
2y=6.Tedy y=3 a z=1.

Po sec¢teni obou rovnic dostaneme

Priklad 4. Jsou déany vektory o = (1,-2,3), = (4,1,0), @ = (=3,5,1). Urcete
vektor Z, ktery vyhovuje rovnici: a) ¥ =2 ;
b) ¥ —2U0=37+2(d— 70— 2u).

Resent:

a) Rozepiseme linedrni kombinaci na pravé strané v souradnicich, a tim spoc¢itame



soutradnice vektoru
r=2(1,-2,3)+(4,1,0) — 3(—=3,5,1) = (2,—4,6) + (4,1,0) + (9, —15,-3) =
=(2+4+9, -4+1—-15, 6+0—3) = (15,-18,3).

b) 7 dané rovnice si vyjadiime vektor & jako linedrni kombinaci zbyvajicich vektoru:

27 =2U+42u—-20—4wW = T¥=-2u+v+2wW, potom v souradnicich dostaneme
¥ =-2(1,-2,3)+(4,1,0) + 2(-3,5,1) = (-2+4—-6,44+ 1+ 10,—-6 +0+2) =
= (—4,15,—4).
[

Priklad 5. Jsou dény vektory @ = (2,3,0), b= (1,2,—3,—5), = (
d = (1,3,—4,0). Uréete vektor Z spliujici  a) 7 = 2(@ + b);
b) 2 2b=¢—3F+d
Resent:
a) 7 neexistuje, protoze vektor @ € V(Es) a vektor b€ V(E,) (vime, Ze
@+b existuje jenom kdyz @€ V(E;) ataké be V(Ey)).

. 1 L
b) 37=c+d—2b = f:§(5+d—2b> =

—

xr =

(0,—1,4,2) + (1,3, —4,0) — (2,4, —6, —10)) -

L 2,2 4).
T3

(—1,—2,6, 12) —

W

/_\OJl)—‘

Priklad 6. Vyjadiete vektory d a b jako linearni kombinaci vektoru o a -
a) @a=(0,-7), b=(7,0), @=(1,-3), 7=(2,1);
b) @=(10,9,4), b=(0,3,1), @ =(-1,0,2), 7= (4,3,0).
Resend:
a) Sestavime linedrni kombinaci, kterou potom vyjadiime v soufadnicich:
a= o+t = (0,—7) = Ozl(l,—B) + Qo (2,1),

o1 + 2 Qg = 0
-3 a1+ oo = -7 -
Po vynésobeni prvni rovnice ¢islem 3 a po secteni obou rovnic dostavame

(0,—7) = (a1+2a2,—3a1—|—a2) =

Tag=—7 = «ay=—-1,a0 =2 Potom a=2u—7.
Podobné b= i+ o = (7,0) = Bi(1,-3) + 5(2,1) =
Prt2fy =1 . Resfme podobné jako pro vektor @ a postupné dostdvame
=361+ B2=0

Th=21 = (=3 fi=1 = b=u+37
b) a= o+ ot = (1079,4)2041( 1,0, 2)—}-0@(4 3, 0) =
= (10,9,4) = (—Oél —|—4052,3042,2041) =

—041+4CY2:10
3ag =9 = ag =3 .
20 =4 = ap =2

Dosazenim se presvédcime, ze i prvni rovnice je splnéna, tedy @ = 2 4+3 ¢. Podobné

b=pii+ s = (0,3,1)=p51(=1,0,2) + 5(4,3,0) =
= (0,3, 1) - (_51 +46273527251) =



—Bi1+48,=0
3 ﬁg =3 = 52 =1
25 =1 = B =1/2
Nyni po dosazeni do prvni rovnice dostdavame nepravdivy vyrok —1/2-+4 = 0. Z toho
plyne, Ze neexistuji zadna ¢isla [y, [o spliujici pozadovany vztah a vektor b
nelze vyjadrit jako linedrni kombinaci vektoru « a .
Jinymi slovy: vektory l;, @ a U jsou linedrné nezavislé. [ |

Priklad 7. Rozhodnéte, zda nésledujici soustavy vektoru jsou linedarné zavislé nebo
linedrné nezavislé.

a) d=(2,3), b=(1,-4), ¢=(-1,5);
(

b) @=(2,3,-1,0), b=(0,4,3,—5), = (0,0,0,0);
c) @=(3,-1,5), b=(0,2,3,), = (0,0,2);

d) @=(2,-1,3), b=(1,0,2), = (—4,2,—6);

e) a=(1,1,—1,-1), b=(2,0,1,0), = (0,1,0,3)

f)esi/zbdvojrozmérném prostoru kazda skupina tif a vice vektoru je zavisla.
b) Kazdé skupina vektoru obsahujici nulovy vektor je zavisla.
c) I kdyz vektory jsou ziejmé linedrné negévislé, piesvédél’me se o tom podle definice.
Sestavime linearni kombinaci ad + b+ y¢ =0 a uré¢ime konstanty «, [, 7.
a(3,-1,5)+ 5(0,2,3) +v(0,0,2) = (0,0,0) =
BY0" =0

= Ba,—a+28,5a+35+27)=(0,0,00 = —a+20 =0 .
Sa+38+2y =0

Postupne Vyp001tame ze jedinée a=0,pak =0 a v=0 splnup vztah
ad+f b+ v &= 0, coz podle definice znamend, ze vektory @, b ¢ jsou nezavislé.
d) Podivame-li se pozorné na vektory da, b, ¢, snadno zjistime, ze ¢= —2d
a proto celd trojice je linearné zavisla.
e) Z rozepsané vektorové rovnice ad+ b+ v&=0 v soufadnicich
a(l,1,-1,-1)+ £(2,0,1,0) +~v(0,1,0,3) = (0,0,0,0)
obdrzime soustavu pro konstanty «, (3, 7v:

a+2p =0

Q@ +v=0 ze které uréime, ze jediné fesSeni je a = f =y = 0.
—a+f =0 > To znamena, ze vektory jsou linearné nezavislé.
-« +7=0

]
PozZNAMKA: V dalsi kapitole Matice a determinanty se vratime k vysetfeni linedrni

zavislosti ¢i nezavislosti skupiny vektoru.

Priklad 8. Zjistéte, zda nésledujici vektory tvori bazi uvedeného vektorového prostoru:
a) @=(3,5.0), 5= (0.0,4), €= (0.3.7). V(Ey):

(
b) a=(2, ) ( 1,0), ¢=(0,3), V(Ey);
) a’:( ) = (37170)7 ( 7578)7 V<E3>u
d) a=(1, ) ﬁ( 1,7,0), V(Es);
e) 6:(1,3 —2),b:(4,2 4), ¢=(0,0,0), V(E3);
f) @=(2,0,—1), b=(-1,3,1), = (0,1,0), d = (4,-3,1), V(Es):;
g) = (1, 2 3,1), b= (0,1,2,—3), ¢= (0,0,1,2), d = (0,0,0,1), V(E,)



Resent:

a) Snadno zjistime, ze vektory @, b, jsou linedrné nezavislé, a tedy tvofi bazi prostoru
V(E3). Vzpomenme si na definici: V prostoru V(E,) kazdd linedrné nezdvisld skupina
n wvektoru tvori bazi tohoto prostoru.

b) Tii vektory ve dvojrozmérném prostoru jsou vzdy zavislé, coz znamend, ze dané
vektory @, b, ¢ netvoii bazi V(E,).
c) Zde zjistime, ze pro vektory plati zavislost 2d + b=2a proto dané vektory netvorii
bazi V (Es).
d) Odpovéd je ziejmd: vektory netvori bazi, jelikoz baze V (E3) je tvofena tfemi linedrné
nezavislymi vektory a zde jsou dany jen vektory dva.
e) Opét netvori, protoze kazda skupina vektoru obsahujici nulovy vektor je vzdy zavisla.
f) Netvoii bazi, protoze pocet vektoru je vétsi nez 3, coz je dimenze prostoru, tedy
vektory jsou zavislé.
g) Z vektorové rovnice ad + b+ ~ &+ 8d = 0 obdrzfme soustavu
o
2+
3a+20+7y
a—30+2v+6 =0
ze které snadno vypocitame: o = 3 =~ =9 = 0. Tedy dand skupina ctyt vektort je
linedrné nezdvisld a tvori béazi prostoru V(E,).

i1l
coco

Priklad 9. Ovérte, zda mnozina V spolu s uvedenymi operacemi je vektorovym prosto-
rem:
a) V ={ay + ax + azr?; ay,as,as, v € R}, kde operace s¢itdni mnohoclent
a nasobeni realnym ¢islem jsou definovany obvyklym zpusobem;
b) V ={(a,1—a,b); a,b € R}, kde s¢itani a ndsobeni ¢islem jsou bézné
operace mezi vektory;

c) V je mnozina vSech rostoucich funkei definovanych na intervalu (a, b).

Reseni: Aby neprazdnd mnozina V tvofila vektorovy prostor, musi pro kazdé @, v € V

a k,ki, ke € R platit nasledujici podminky:

Hu,veV —u+veV,

2Q)ueV —kueV,
3)0=(0,---,0) €V,
HieV—(—0)eVa i+ (-d)=0,
5) ki (ko @) = (k1 k2) 4,

ka1
(k14 ko) @ = ky @ + ko 4,
k(i+7)=ku+ k7.
a) Prifadime-li mnohoclenu a; + asx + azz® vektor @ = (ay,as,as), pak velmi snadno
ovéiime platnost vSech podminek. Napf.
d = (a1,a2,a3), b= (b1, by, by):
6+5:(a1+bl,a2+bg,a3+b3) g
ay + as + azx® + by + box + b3x? = ay + by + (ag + be) x + (as + bs) 2%
kd=(kai,kaykas) <= k(ay+ ax + azz?) = kay + kasr + k aza®;
0=(0,0,00 <= 0+0x+02> atd.



Zde jsme uvazovali mnozinu mnohoclenu 2. stupné, avsak snadno se muzeme presveédéit,
ze mnozina vSech mnohoclenu n-tého stupné téz tvoiri vektorovy prostor.

b) Zvolme dva prvky 4 = (a;,1 — ay,b1) a ¥ = (az, 1 — ag, by) mnoziny V' a zkusme

utvorit @ 4+ v = (a1 + as, 2 — a; — az, by + by). Je ziejmé, ze u + U ¢ V, protoze
2 —a; —ag # 1 — (a1 + ag). Dalsi ovérovani podminek je zbytecné.
Mnozina V' netvori vektorovy prostor.

c) Mégjme dvé rostouci funkce f a g na (a,b). Potom f+ g je téz rostouci funkce,

10.

11.

12.

13.

14.

avSak (—f) je funkce klesajici ¢ili (—f) ¢ V a dand mnozina V netvofi vektorovy
prostor.
u

(4,5,—3). Spocitejte vektor -

(107 8, 0)}

Jsou dény vektory @ = (1 ,—1,3), ¢
a) ¥r=2ad+3b—¢ b) 2(¥+ad)=3(C+

vl
|
8 I

a) (—2,—4,12); b)

W =

Urcete ¢isla x, y, z € R tak, aby pro vektory a = (z,y,1), b= (1,z,2),
¢ = (4,3,-3) platila rovnost @+ 2b=C.
[x=2 y=-1, z=-2]

Urcete vektor & splinujici rovnici 2 (¥—u) = ¥—4 (¥4+2u+37), kde @ = (—1,2,5,1)

5= (4,-2 —3.0).
v ) F (—42 12,6 —6)}
£ (42126

—

Urcete vektory a a b jako linearni kombinace vektoru a U anaopak @ a U
jako linedrnf kombinace @ a b, jestlize @ = (0,—11), b= (11,0), @ = (3, —1),
U =(2,3).
a=2u—-37, b=3u+17

[ ﬁ:l—ll 3+ a), 6:1—11(%—36) }
Zjistete zda vektory tvoii bézi vektorového prostoru V/(Ej).
a) (2,2,4), (0,3,7), (3,5,0);
b) (3,8,2), (4,-7,3);
c) (1,5,-3), (0,0,0), (4,0,1);
d) (2,3,-1), (1,0,0), (2,3,0), (0,1,—2);
e) (2,-1,4), (0,1,3), (0,0,5).

[a) ano; b) ne; c¢) ne; d) ne; e) ano]



I.2. Matice a determinanty

_ . : 340 -1 2 3 o
Priklad 15. Jsou déany matice A = ( 1 9 5) a B:( 0 9 _7 ) . Spocitejte

matici: a)3A; b)A+B; c¢)2A-3B; d)A-B.
Reseni:
340 9 12 0
a)3A3(—1 2 5)(—3 6 15)’

b) Matice A a B jsou stejného typu (2,3), proto je lze scitat:
(340 12 3\ [ 3-14+2 0+3) _
A+B—(—125)+( 02—7)‘(—1+0 249 5—7)—

(29

d) A - B neexistuje, protoze sou¢in A - B je definovan jediné kdyz matice A je
typu (m,n) a matice B je typu (n,p), pak matice A - B je typu (m,p).

2 —1
Priklad 16. Nechi A — ( =23 ) B=| 0 3| Spocitejte A-B,
4 —1 2
-2 5
B-A, A%, AB — BA, pokud takové matice existuji.
Reseni: Soutiny A-B a B - A existuji. Oznatme A-B=C, B-A=D.
Matice A je typu (2,3) a matice B je typu (3,2), tedy matice C bude typu (2,2)
a matice D bude typu (3,3).
Prvky matice C spocitdme podle pravidla o soucinu:
ci1 = a1 by +a1abyy +Faigby =1-2+(=2)-0+3-(-2) = —4,
c12 = a11 b1y + a1 by +a13bz = 1- (1) +(-2)-3+3-5=38,
Co1 = A1 b1y + G by + agz by =424 (—1)-0+2-(=2) =4,
Cop = Qg1 b1g + ana boy + a3 bzg =4 - (=1) +(=1)-3+2-5=3.

Tento soucin se da téz spocitat velmi prehledné pomoci tabulky:

-1
0 3 |=8B
-2 5

AN
I

1 -2 3 1-2-2-0+3-(-2) [ 1
(4 ~1 2) 12-10+2-(-2) |4-(-1)—1-3+2-5




Podobné spoc¢itame B - A = D opét pomoci tabulky.

1 =2 3
=A
(i 5 o)

2 _—1 2-4 | -44+1 6-2 _9 _3 4
B = 0 3 0+12 0-3 046 = 12 —3 6 - D
—92 5 2420 | 4-5 |-6+10 18 -1 4

Soucin A% = A - A neexistuje a podobné rozdil AB — BA té7 neexistuje, protoze
souciny AB a BA nejsou matice stejného typu.

n
Priklad 17. Necht A = (2 _? ) Spocitejte A% a A - AT,
Reseni:
3 5 3 5 3:3+5-6 3-54+5-(-1)
2 . — . — —=
A"=4-A (6 —1> (6 —1) <6-3—1~6 6~5+(—1)-(—1))
(39 10
—\ 12 31 )
A. AT 3 5\ (3 6\ _(9+25 18=-5)\ _ (34 13
V6 —1 5 -1 ) \(18-5 36+1 /) \ 13 37 )°
n
Priklad 18. Spocitejte A-B, B-C, C - B, kde
2
3 4 =5 1 1
A:(2 6 3 _4>,B: s |-¢=(4506 -3)
Reseni:
2
AB — 3 4 =5 1 ' 1 B 6+4+25+5 (40 ).
\2 6 -3 —4 -5 -\ 4+6+15-20 o 5 )
5
2 8 10 12 -6
1 4 5 6 -3
B-C =1 _; (456 =3) = —20 —25 =30 15 |
5 20 25 30 -—15
2
1
C-B:(4 5 6 —3)- 5 :(8+5—30—15):(—32).
5

Priklad 19. Spocitejte matici X, pro kterou plati A-B = 2X + AT, kde

()2



Priklad 20. Naleznéte x,y € R takova, aby platila rovnice

o) = [2)- Gl

Reseni: Predevsim provedeme souc¢in na pravé strané, potom urcime transponovanou
matici a nakonec porovname vzniklou matici s matici na levé strané.

31\ (1 -1\l _( 3+4 =3+5\ _ (7 2\ _ (7 6
—2 2 4 5 ) T\ -248 2410) “\e612) T \212)
T x+y\ _ (T 6
v—y 12) 7 2 12)

Z toho dostavame soustavu { Ty = = x=4,y=2

rT—y=

Priklad 21. Urcete hodnost matice A
2 -1 1 1 -1

3 =110 0
A = 1 121 1
4 -3 0 0 -2

Resend: Matice je typu (4,5), a to znamend, Ze jeji hodnost bude h < 4. Abychom uréili
hodnost h, prevedeme matici na trojuhelnikovy tvar pomoci iprav, které zachovavaji
jeji hodnost. Prvni tprava bude zména poradi sloupcu: jako prvni napiseme ¢tvrty,
pak paty, tieti, druhy a prvni sloupec.

1 -1 1 -1 2 1 -1 1 -1 2 1 -1 1 -1 2
A— 0 01 -1 3 n 0 01 -1 3 2) 0o 21 2 -1 3)
1 12 11 0o 21 2 -1 0 01 -1 3
0 -2 0 -3 4 0 -2 0 =3 4 0 -2 0 =3 4
1 -1 1 -1 2 1 -1 1 -1 2
3) o 21 2 -1 4 0o 21 2 -1 L= 3
o 01 -1 3 0o 01 -1 3
0o 01 -1 3 0O 00 0 O

Popis tprav:
1) Ke tfetimu fadku pricteme prvni fadek vyndsobeny (—1), ostatni fadky opiSeme.
2) Vyménime druhy a teti radek.
3) Ke étvrtému fadku pricteme druhy radek.
)

4) Ke ¢tvrtému fadku pficteme tiet vynasobeny (—1).



V trojuhelnikovém tvaru zbyly t¥i nenulové fadky, coz znamend, ze hodnost

h(A) =min{3,5}=3. Posledni dprava 4) byla celkem zbytecnd. Stacilo si v§imnout,
ze posledni dva fadky jsou zavislé a jeden z nich jsme mohli okamzité vynechat

a napsat h = 3. [ ]

Priklad 22. Urcete hodnost matice v zavislosti na volbé parametru k£ € R

0 3 1—-k
3 1+k 0
k 2 0
Resend: Tieti sloupec napiseme jako prvni a ostatni posuneme o jedno misto vpravo
1—-k 0 3 . 1—-k 0 3
03 1+k | 2 0 3 1+ k
0 k 2 00 6—k—Fk

1) K trojnésobku tretiho tadku pricteme druhy fadek vynasobeny —k.
Pro & = 0 je matice reguldrni. Tim dostavame trojuhelnikovou matici, jejiz
hodnost je zavisla na prvcich na hlavni diagonale.

a) h=3 <« {G_kl_‘k’iig} = {Zzz,—i%}’

h=3 <= keR\{-31,2}

b) Dosadime-li do trojihelnikové matice nékteré k € {—3,1,2}, vzdy ndm
zbydou dva nenulové nezavislé radky, resp. sloupce. Tedy

h=2 << ke{=-31,2}.

[ |
Priklad 23. Urcete hodnost matice v zavislosti na volbé parametru a € R
1 0 3 4 0
-2 1 -1 —10 1
1 -1 a—3 6 —1
3 =2 a—2 16 0
2 0 7-a a*—a+8 0
Reseni: Napiseme sloupce v nasledujicim pofadi: 5. sl., 2. sl., 1. sl., 3. sl., 4. sloupec:
0o 0 1 3 4 1 1 =2 —1 —10
1 1 =2 -1 —10 . 0 -2 3 a—2 16 )
1 -1 1 a—3 6 | Xl o o 1 3 1 | 2
0 -2 3 a-—2 16 -1 -1 1 a-3 6
0 0 2 7—a a*—a+8 0 0 2 7—a a>—a+8
1 1 =2 -1 —10 1 1 =2 -1 —10
) 0 -2 3 a—2 16 . 0 -2 3 a-—2 16 A
210 0o 1 3 1210 0o 1 3 4 | R
0 0 -1 a—14 —4 0 0 0 a-—1 0
0 0 2 7—a a>—a+8 0 0 0 1l—a a*>—a
1 1 =2 -1 —10
" 0 -2 3 a—2 16
~1 0 0 1 3 4 = h=3 pro a=1,
0O 0 0 a-—1 0 h=4 pro a=0,
0 0 0 0 a(a—1) h=5 pro a € R\ {0;1}.



Popis tprav:
1) nové poradi radku: 2. f., 4. T, 1. ., 3. ., 5. radek,
2) ke 4. radku pricteme 1. radek,
3) ke 4. tddku pricteme 3. fadek a k 5. fddku pricteme 3. fadek vyndsobeny (-2),
4) k 5. fadku pricteme 4. fadek.
[

Priklad 24. Méjme vektory @ = (1,3,0,2), b= (—1,0,1,1), ¢= (0,1,4,—1),
d= (0,4,5,2). Urcete, zda vektory jsou linedrné nezavislé ¢i zavislé. Jaka
je dimenze vektorového prostoru V', ktery je danymi vektory generovan?
Resent: 7 danych vektorti vytvoifme matici a uréime jeji hodnost h. Bude-li h =4
(pocet vektoru), pak vektory jsou nezavislé, bude-li h < 4, pak jsou vektory zavislé
a v obou pripadech je dim V = h.

130 2 130 2 130 2
101 1| vnp]lo31 3211014 11|23

014 1] (o141 o331 3|7

045 2 045 2 045 2

13 0 2
O A S 5 vektory jsou linedrne zévislé a dim V = 3
00 —11 6 y Jsou linearné zavislé a dim .
00 —11 6

Popis tuprav:
1) ke 2.t4dku pricteme 1.7adek,
2) vymeénime 2. a 3. fadek,
3) ke 3. fadku pricteme 2. fadek vyndsobeny (-3) a ke 4. fddku pricteme 2. fadek

vynésobeny (-4).
u

Priklad 25. Urcete, pro které hodnoty parametru k& € R bude vektor ¢ linedrni kombi-
naci vektort @ a b: d=(-1,—-1,2), b=(2,1,-1), ¢= (k,0,2k +1).

Resent: Vektor & je linedrn{ kombinaci vektora @ a b pravé tehdy, kdyz trojice vektoru
a, b, ¢ jelinearné zavisla. To nastane prave tehdy, kdyz matice utvorend ze souradnic
vektoru @, b, ¢ ma hodnost h < 3:

-1 -1 2 D -1 -1 2 2 -1 -1 2 3
2 1 —1 ~ 1 2 —1 ~ 0 1 1 ~
k0 2k+1 0 k 2k+1 0 k 2k+1
-1 -1 2 )
~ 0 1 1 = k+1=0= k=-1= ¢é=(-1,0,—-1)=—-a—b.
0 0 k+1

Popis uprav:
1) vyménime 1. a 2. sloupec,
2) ke 2. tddku pricteme 1. Fadek,
3) ke 3. tddku pricteme 2. fadek vyndsobeny (—k).



Priklad 26. Vypoctéte determinanty:

a) 3 5 b) 2+1 3—21 | o) sina cos
—4 27 34+21i 2—1 | sinf8 cosf |’
Resent:
3 5
a) 4 2’ = 3:-2—(—4-5) = 26
241 3—24 . . 4 .
b)‘3+22’ 9_i| = 24+4)(2—4i)—(3+29)(3—2i) = 4+1—-(9+4) = =§;
sina  cos« . . .
c) sinfB cosf | = sinacos f — cosasinf = sin(a — f).
]
Priklad 27. Vypoctéte determinanty Sarrusovym pravidlem:
1 2 1 1 a ac 4 49 80
a) 2 -3 4]; by |1 b be|; ¢ |-1 7 0
-3 5 -7 1 ¢ ¢ 2 21 40

Reseni:
a) K determinantu pfipiSeme prvni dva fadky, potom se¢teme sou¢iny ve sméru hlavni
diagondly a odecteme souciny ve sméru vedlejsi diagonaly:

N\t -
; g i :1-(—3)-(—7)+2-5-1+(—3)-2-4—(1-(—3)-(—3)+
35 7| A5 14(-7):2:2)=21410-24-9-20+28 = 6,
1 2 1
2 =3 4
b) N+ -
1 a ac
1 b be = bl+act+abc—abc—bt—ac?® = 0.
1 ¢
1 a ac
1 b be

Ke stejnému vysledku bychom mohli dospét po tpravé prislusné matice. Staci
si vSimnout, ze tfeti sloupec je nasobkem druhého sloupce, ¢ili sloupce jsou linearné
zavislé a determinant ma hodnotu 0.

c) Jisté si vSimneme, ze ze druhého sloupce lze vytknout 7 pred determinant a ze tettho
sloupce 40. Tim zjednodusime zapis a potom dopocitame:

4 49 80 47 2
~1 7 0| =7-40-|-1 10| =7-40-(4—6—4+7) = 280.
2 21 40 31

47 2

~1 10



Priklad 28. Vypoctéte determinant rozvojem podle nékterého radku nebo sloupce:

7T 6 9 -7

3 1 3 3

det A = 1 1 9 _9
-1 -2 -1 3

Resent: Zvolime rozvoj podle prvniho fadku, jelikoz jeho prvky jsou pomérné vysoka
cisla
det A = aiy Ay + a1z Az + a13 Ayz + aig Ay,
kde Aj; = (=1)"*7 A}; a A} je determinant matice typu (3, 3) vzniklé z puvodni
matice A vynechanim 7 - tého fadku a j - tého sloupce.

1 3 3 3 3 3
det A = 7-(=1)*| =1 2 =2| +6-(—1)*| -1 2 -2 |+
-2 -1 3 -1 -1 3
3 1 3 3 1 3
+9-(-)*| -1 -1 =2 = 7-(-1)°| -1 -1 2| =
-1 -2 3 -1 -2 -1

=76+3+12+12—-2+9)—-6(184+6+3+6—-6+9)+9(—9+2+6—-3—12+3)+
+7(3—246—34+12—1) =7-40—6-364+9-(—13)+7-15 = 280—216— 117+ 105 = 52.
Doufame, ze se ¢tenar presvédcil, ze takovy primy rozvoj je velmi zdlouhavy.

V dalsich prikladech budeme postupovat Sikovnéji.
[

Priklad 29. Vypoctéte determinant vhodnou ipravou a vhodnym rozvojem podle fadku
nebo sloupce:

4 4 8 2
1 3 4 1
det A = 1 2 4 3
3 -3 —4 —1

Resent: 7 prvniho fadku vytkneme 2 pied determinant a ze tietiho sloupce 4, potom
upravime tteti sloupec tak, aby na prvnim misté zustala 1 a dale byly samé nuly:

2 2 1 1 2 2 [1] 1

B 1 3 1 1| -1 1 00| _
det A = 2-4 1 2 1 3 —8_1 0 0 9 =
-3 -3 -1 -1 -1 -1 0 0
(nym’ provedeme rozvoj podle 3. sloupce a tim dostaneme jediny determinant matice 3. fédu)
—1 1 0
= 8- [1]- (=D | =1 0 = (opét provedeme rozvoj podle 3. sloupce) =
-1 -1 0
= 8--(—1)2+3-‘ j _H = —16-(1+1) = —32.
|

Priklad 30. Vypoctéte determinant upravou matice na trojuhelnikovy tvar:

1 3 4 -3
9 4 -7 8
det A = 29 10 4 —9

2 12 5 7



1 3 4 -3 13 4 -3 13 4 -3
=2 4 7 8| nplo2 1 2|nlo2 1 2|3
detA =1 95 10 4 9|~ |04 -4 -3|"]00 -6 7|
2 12 5 7 06 -3 13 00 6 7
13 4 -3
2 1 2
V2 b2 g g 7| 2] 70 T 2 q0—6)14 = —168.
00 -6 -7 00 0 14
00 0 14

Popis tprav:

1) k 2. fadku pricteme 1. tddek vyndsobeny 2, ke 3. tddku pricteme 1. fadek
vynasobeny (-2) a ke 4. fadku pficteme 1. fadek vyndsobeny (-2);

2) ke 3. radku pricteme 2. fadek vyndsobeny (-2) a ke 4. tadku pticteme 2. radek
vynasobeny (-3);

3) od 4. fadku odecteme 3. fadek;

4) provedeme rozvoj podle 1. sloupce;

5) provedeme rozvoj podle 1. sloupce.

Podivame-li se pozorné na trojihelnikovy tvar matice A, pak zjistime, ze hodnota
determinantu se rovna soucinu ¢isel na hlavni diagonéle, coz je znamé tvrzeni.
Tedy upravy 4) a 5) byly zbytecné a

Priklad 31. K danym maticim spocitejte matice inverzni, pokud existuji.

2 3 —1 3 2 3 -2 2 3
A:(o 1 1)’32(1 2)’02(—6 4>’D:(—1 -5
Resent: Matice A~! neexistuje, protoze A neni ¢tvercova,
detB =6—-2=4#0 = B! existuje,

detC =12—-12=0 =  C7! neexistuje,
det D =—-10+3=-7#0 = D! existuje.

1 T
Oznacime-li matici B = ( b biz ) , pak B7l = ( B Bz ) —

ba1 Do ~ det B\ B21 B

1 b —biz \ _ 1 2 =2\
~detB\ —by by ) 4\ -1 3 )

B> N =

=~ = N =

|
-
I
I ] =
\]
N
|
— Ot
|
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|
| = 3| ot
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1 -1 1
Priklad 32. Vypocitejte inverznf matici A=, je-li A = | 2 2 0

0 3 -1
Resent:

a) Pouzijeme vyraz

A A A\

A21 AQQ A23 s det A = —24+6-—2 7é 0 = matice 1471 existuje.
det A
A31 A32 A33

Nyni spocitame jednotlivé algebraické doplinky:

2 0 2 0 2 2
All - ’ 3 -1 ‘ = _27 A12 - = 0 —1 ' = 27 A13 = ‘ 0 3 ’ = 67
—1 1 1 1 1 -1
AQl__’ 3 —1 ’:27 AZZ_ 0 _1':_17 AZS__‘O 3':_3a
11 11 1 -1
A31 - ‘ 2 0 ‘ = _27 A32 - = 20 ‘ = 27 A33 - ‘ 9 ) ‘ = 4.
Dosadime do A~! a dopoéitame
. S
1 -2 2 6 1 -2 2 =2 1 1 1
At=c 213 =5 21 2= —3
_ _ 3
2 2 4 6 -3 4 3 _9 9

2
b) Spocitdme A~! jesté jednou pomoci Gaussova algoritmu, podle kterého upravujeme

matici <A|E> tak, aby vznikla matice <E|A*1>:

1 -1 1]l100 1 1 -1 1] 10 0 ,
2 2 0lo010 D 0 4 —2| —2 1 0 2
0 3 —-1]|00 1 0 3 —-1| 00 1
1 -1 1 1 0 0 1—111 11?0
1 11 Lyl
~lo 155 0o 2|0 a1 0 R
0 3 -1 0 0 1 3 3
00 3] 3 73
1—10_2;_2 10 0| —1 1 -1
1
1| 3 3 3
0o o0 -| 3 _3 001 3 -2 2
21 5 =3 1 2
11 -1
1
A—1: 1—51
3
3 _2 9
2



Popis postupu: Veskeré tupravy jsou radkové,
1) 1. tddek vynasobime (—2) a pricteme k 2. fadku,

2) 2. tadek vydelime 4,

3) 2. tadek vyndsobime (—3) a pficteme k 3. fadku,

4) 3. tadek pricteme k 2. fadku a k 1. fadku pficteme 3. fadek vynasobeny (—2),
5) 3. fadek vyndsobime (2) a k 1. fadku pricteme 2. fadek.

POZNAMKA: Je-li matice A typu (4,4) nebo vyssi, pak k nalezeni A~! je Gaussuv
algoritmus vyhodnéjsi.
|

Priklad 33. Urcete matici X, pro kterou plati A- X - B =2A + E, kde

1 3 2 =5
a=(28) 2=(13)
Resend: Danou rovnici vynasobime zleva matici A~!
A—l.A.X.B:A—1<2A+E>
pak pouzijeme rovnost A™'A = E a postupné vznikne
E-X B=2A'"A+A ' E,
X -B=2E+ AL
Nyni obé strany rovnice vyndsobime zprava matici B~

X BB ! = <2E + A‘1> B! a po upravé dostdvame
X = <2E + A*1> B

Spoéitdme si matice A~', B~ dosadime a dopo¢itdme matici X.

3
—9 =
1 [ 4 -3 > L1 (=35 3 -5
-1 . 1_ = _
=S ) deea(E )0 2)
2
3
xolof 10, -2 3 3 -5\
= 01 1 1 2 )~
2
3 3
Y2 (3—5)_ g °
= 3 1 2 )= 9
1 2 g
2 2

Priklad 34. Urcete matici X, pro kterou plati A - X = B, kde
3 2 -2 10 -3
a=(31) s=(Z 2 3)
Resend: 7 dané rovnice zjistime, ze matice X musi byt typu (2,3), aby platil vztah

A - X = B. K tomu, abychom hledanou matici spocitali, vynasobime zleva danou
rovnici matici A~! a obdrzime X = A~'B.

1 4 =2 1 4 =2
-1 _ S
A —12_1()(_5 3>—2<_5 3>,p0t0m




x_L( 4 -2y (210 3\_1/ 4 0 2\_( 20 1
2\ -5 3 62 -7) 2\ -8 10 —6)"\ -45 -3)

]
Piiklad 35. Reste maticovou rovnici B-X + X = A - B”, kde
(1) e (1)
Resent: Rovnici upravime vytknutim matice X za zdvorku zprava <B —|—E> X = AB7T,

-1 -1
potom vynasobenim zleva matici <B+E> ziskdme matici X = <B+E> A BT,

Nyni spocitame potiebné matice a pak dosadime:

(Bem)=(52) (0 0)=(53) = (Bem) " =1( X 75)
am=(35)(73)-(a &)

-1 3 -1 7 2 730
_ T _ ) _
X = (B+E) AB_<—8 3) (14 48)_<—14 —64)'

Priklad 36. Urcete matici X z rovnice
2 1 1 2 3 8
(4 2>'X'<—1 —3)+(6 16>:0
Resent: Danou rovnici napiSeme v maticovém zépisu:
A-X-B+C=0 = A-X-B=-C.

Podle predchazejiciho ptrikladu bychom mohli vyjadtit matici X pomoci maticového
sou¢inu X = —A~'C B!, avsak je ziejmé, ze A~! neexistuje, protoze jsou radky
zavislé, a tedy det A = 0. Proto pouZzijeme jen matici B~!, kterd existuje.
Vypocitdme B~! asoucin —C - B7!, takzie A-X =-C- B!

(12 L1 (=3 =2\ ([ 3 2
B_(—1 —3) - B ___1( 1 1)_(—1 —1)’

3 8 3 2 1 -2 -1 2
_C.B!=—_ . - _ _
cmi=—(3) ()= )=(21)
Tim jsme dostali rovnici (i ;)-X: ( -1 2).

. .y , a b . y SRSV
NapiSseme matici X v prvcich: X = ( ¢ d ) a rozepisSme predchézejici soucin,

ze kterého dostaneme soustavu pro nezndmé a, b, ¢, d:

2 1 a b\ [ -1 2 2a+c 2b+d\ [ -1 2
4921 Vea)= 2214 = da+2¢ 4b+2d )~ \ =2 4 =~

2a —+ c = —1

4a + 2¢ = =2 Tato soustava ma nekoneé¢né mnoho feSeni:
20 + d = 2~ c=—-1—-2a, d=2-2b, a,beR.
4b + 2d = 4



37.

38.

39.

40.

Potom fesenim dané tlohy je nekoneéné mnoho matic

a b
X:(—l—Za 2—2b)’ kde a, b € R.

Vypocitejte souciny:

2 (54) (s

30 -1 1 1 3
5)’ b)[(—l 2)*( 4 2)} (5 —1)’
13 11
o(122)(15) w( o) 23),
2 2 -5 8
-1 0 3 2 -1 3 0
)| 212 5 3 -1 ]-|1];
-1 35 2 1 2 2
too oy 2 1o (9
f)(1 1)'1—11'_}
2 01

1 -1 1 2 03
Jsou dany matice A= 0 —1 1 a B=| 0 —1 1 |]. Urcete souciny
2 1 10

A-B a <B~A)T.

Spocitejte matici X, ktera vyhovuje rovnici A(BT — E) =2X — B, je-li
1 2 3 1
a-(a) m-(30)

Urcete hodnost matic:

R 12 3 -1 5
A= B=|l02 -1 1 3
-2 3 5 ) 2101—47
1 5 11 10
1 20 -1
2 -1 1 2
C—4310
1 -3 1 3



41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Urcete hodnost matice v zavislosti na volbé parametru k& € R
2k —2 3 0 0

0 k—1 3 0
0 2 k 0
0 0 0 k-3

h=4prokeR\{-2,1,3}
h=3proke{-21}
h=2prok=3

Rozhodnéte, zda dané vektory tvoii bazi prostoru V(E,) (pouzijte hodnost matice):
a) (2,-1,1,3), (1,0,2,—1), (0,1,—1,1), (3,0,2,3);

b) (1,2, -1,-2), (0,1,1,1), (2,1,0,1), (1,—2,—2,1);

c) (1,2,-3,0), (1,1,0,1), (0,0,2,1), (0,1,0,1), (3,—1,1,0).

[a) ne; b) ano; ¢) nel
Urcete, pro které hodnoty parametru A € R jsou dané vektory linearné zavislé:
a) (2,—-1,3), (4,1,5), (—1,2,)\);
b) (1,2,4), (2,\,—4), (—1,-2,2)\);
9 _

c) (2,—1,-1,3), (3,1,2,—1), (1,—-3,-4,7), (1,3,\,4).
[A)A=—2 b) Ae{-24}; ¢) AeR]

Zjistete, zda vektory jsou linedrné zavislé ¢i nezavislé a urcete dimenzi vekto-
rového prostoru, ktery je jimi generovan:
a) (2,1,4), (3,—-2,1), (3,5,11);

b) (2,—1,1,3), (1,1,3,1), (~1,3,2,1), (—1,0,—3,2).
[a) LN, dim = 3; b) LZ, dim = 3]

Vypoctéte determinanty:

- 1 2 3 2 -1 3
) | _oht Y by 3 =2 15 o) |13 -l
@ 4 5 6 1 2 1
[a) 1; b) 0; c) 9]
Vypoctéte determinanty:
1 0 2 2 1 2 3 4 12 16 24 33
) 2 1 3 —4| b) 0 -1 2 =31 ) 20 25 35 45
V221 4f —2 23 5| |20 27 36 55
-2 2 0 4 -1 3 8 6 28 38 51 78
[a) 24; b) 0; c) —20]
. : B 3 1 B 4 3 .
Jsou dény matice A = ( 4 _9 ) , B = ( 11 ) . Urcete

A" B! (AB)"".
() (L) ek ()

Urcete inverzni matice k maticim:

2 1 2 1 1 -1 ég_i’_;
a) 1 2 11]; b) -4 -5 6 |; ¢
00 1 -3
545 -3 -3 4 L9 3 0
10 -1 -4 -9

a) neexistuje; b) (2 -1 2
0

w [\
—
I
— —
v
(¢
p—
| |
w N+
o o NI

O = N
— w NI



49. Spocitejte matici X =z rovnice

o (55) (s i)x=(0 )
w (L 3)x(52)=(320)

2 -1 30
¢) 2A+AX =BX — X, kde A_(6 4),3_(2 5).

D (y S)im (i)l

(pouzijte 2A=(B—-A—-E)X)



I.3. Soustavy linearnich rovnic

Priklad 50. Vyteste danou soustavu linearnich rovnic

9 T+ 2y i 7 i pomoci a) Cramerova pravidla;
X Z = —
5z — 3y + 2z = —13 b) inverzni matice.

Resend: K tomu, abychom mohli pouzit jak Cramerova pravidla, tak i inverzni matice,

musi byt matice soustavy A regularni (jinak feceno: ¢tvercova s nenulovym
determinantem). Pfipomenme si, ze regularni matice A zarucuje existenci jediného
feseni. Danou soustavu napiseme ve tvaru A - X = B, kde

1 2 1 T 1
5 =3 1 z —13

Spocitame det A =0410—-6 -0+ 3 —4 =3 # 0. Nyni vime, ze A je reguldrni
a prejdeme k feseni soustavy.

a) Vypocitame determinanty det A,, det A,, det A, odpovidajici jednotlivym nezndmym:

1 21
detA, =| -4 0 1|=-264+12+3+8=-3,
~13 -3 1

kde det A, je determinant matice vzniklé z matice A tak, ze sloupec odpovidajici
neznamé z je nahrazen sloupcem B. Podobné

1 1 1
detAy: 2 -4 1|=-4-264+54+20+13—-2=06,

5 —13 1

1 2 1
det A, =1 2 0 —4|=-40—-6—-12+52 = —6.

5 —3 —13

det A -3 det A 6 det A —6
otom & det A 3 Y det A 3 » # det A 3

b) Vratime se k maticové rovnici A - X = B, ze které spocitdime X = A~'- B. Urcime

T
) 1 All A12 A13
= . A9y Ags Agg =
det A\ A, Ay Ay
01| |21 2 0]\
3 1| 5 11 5 -3 .,
1 _‘21 11 _'1 2 1 —?5)—?1_12
-3 1 5 1 5 -3 5 1 u
2 1] |11 1 2
01/ 2 1| 20
. 3 -5 2
Al=— 3 -4 1 |;
3\ 6 13 —4



3 =5 2 1 3+20— 26

1
X-A'B=-| 3 24 1| za)=2 3+16-13|=
3\ 6 13 -4 ~13 3\ _6-52452
L[ -3 1
— 6 — 2 ; m:—lijQ,Z:—Q.
3\ —6 2

PozNAMKA: Ctenaf se urcité presvedéil, ze oba pouzité postupy jsou i v tomto

jednoduchém piikladé velmi pracné a pouzitelné jen v piipadé existence

pravé jednoho Teseni.

Priklad 51. Zjistéte, zda je mozné pouzit pii feSeni nasledujicich soustav rovnic Crame-

rovo pravidlo, resp. inverzni matice.

20 + 3y = 7 6r — 2y = 10
a){3x— y = 5’ b){—3x+ y = 27
r + 3y — 5z = —10 2 — y + 3z =
c) -y + 2z = 5; d)g —z + 2y — 2z =
r + 2y — 4z = -7 4dr — dy + dz =
Reseni: Vsechny soustavy maji ¢tvercové matice soustav.
Je-li determinant matice dané soustavy < ;8 ; pak < Ilzeelze pouzit jak
Cramerova pravidla tak i inverzni matice.
2 3 o
a) 3 1 =—11#0 = lze pouzit;
6 —2
b) ’_3 1 ‘—0 = nelze;
1 3 =5
c) |0 -1 2|=446-5-4=1#0 = Ilze
1 2 —4
2 -1 3
d |-1 2 —-1|=2044+15-24—-10-5=0 = nelze.
4 -5 b

POzZNAMKA: V pripadé, ze determinant matice soustavy je roven 0 vime, Ze soustava
nemuze mit pravé jedno feSeni, ale nerozhodli jsme, zda méa nekoneéné
mnoho feSeni nebo zda feseni neexistuje. [ ]

Priklad 52. Reste soustavu Gaussovou eliminacni metodou:

r — vy + 2z + 3u = —6
y + 2z — u = -1

2z + vy + 2z + 3u = 3~

3v. — y + z — u = =2

Reseni: Podle Gaussovy eliminac¢ni metody potfebujeme rozsifenou matici soustavy
upravit pomoci ekvivalentnich tprav na trojihelnikovy tvar:

w



T Yy z U
1 -1 2 3|-6
0 12 —1]-1
2 11 3 317
3 -1 1 -1 | =2
1 -1 2 31| -6
0 1 2 -1 -1
“1lo0 1 -1 -1 5
0 2 —5 —10 | 16
1 -1 2 31| -6
0 1 2 —1 | -1
“lo o -1 o0 2
0 0 0 -8 0

OO O

1 2 3| -6

1 2 -1 |-1 3 -

3 -3 315" (3.téddek vydélime 3)
2 =5 —10 16

1 -1 2 3]|-6

0 1 2 —1 | —1

0 0 -3 0 6

0 0 -9 —8 | 18

Z vysledného trojuhelnikového tvaru matice usoudime podle Frobeniovy véty, ze
soustava A - X = B ma jediné feseni, protoze h(A) = h(A|B) =4 (pocet
neznamych). NapiSeme k této trojuhelnikové matici prislusnou soustavu

r — vy + 2z + 3u = —6
y + 2z — U —1 , ze které snadno precteme feSeni:
—z = 2 u=0 z=-2, y=3, v =1.
—8u = 0
[ ]
Priklad 53. Reste soustavu
- + vy + z + 2u = 9
3z — y — 2z + 3u = -5
2z 4+ vy + u = -3
dr + y + 6u = 2

Reseni: Soustavu vytesime Gaussovou eliminacni metodou, ale nez napiSeme rozsitrenou
matici, prohlédneme si pozorné soustavu a stanovime poradi sloupcu tak, aby uprava

byla snadnéjsi.

1. sloupec budou tvorit koeficienty pred neznamou z,
2. sloupec budou tvorit koeficienty pred neznamou v,
3. sloupec budou tvorit koeficienty pred nezndmou =z,
4. sloupec budou tvorit koeficienty pred nezndmou w.

z Yy T u

1 1 -1 2 9
-1 -1 3 3| -5 druhy radek dame jako posledni
o 1 2 1 |-3 a pak upravime obvyklym zpusobem
0 1 4 6 2
1 1 -1 2 9 11 -1 2 9 11 -1 2
o 1 2 1|3 01 21 ]|-3 01 21
0 1 4 6 2 01 46 2 00 25
1 -1 3 3| -5 00 25 4 00 25
1 1 -1 2 9
o 1 2 1 |-3
~1 o 0 2 5 5 = h(A)=3+#h(A|B)=4.
0 0 0 O 1



Podle Frobeniovy véty soustava nemad teseni. Stejny vysledek vyplyva z posledniho

fadku prepsaného do tvaru rovnice: 0 =1, coz je nepravdivy vyrok.
]
Piiklad 54. Reste soustavu
r + 2y — z + u = =2
22 — y + 2z — wu = 4
- 4+ y + 2z — 3u = -1~
br — y — 4z + 6u = 4
Resent: Sloupce napiSeme v pofadi nezndmych z, u, x, y:
z u xr oy
-1 1 1 2| =2 -1 1 1 2| =2
1 -1 2 -1 | 4 0 0 3 1| 2
2 -3 -1 1 ]-1 0 -1 1 5 |-=5
-4 6 5 -1 | 4 0 2 1 -9 | 12
—1 11 2 | =2 —1 11 2 | =2 —1 11 2 | -2
N 0 -1 1 5|5 | 0 -1 15 |5 | 0 -1 1 5 | -5
0o 03 1 2 0 0 31 2 0 031 2
0 21 -9 | 12 0 0 31 2 0O 000 0

h(A) = h(A|B) = 3 <4 = podle Frobeniovy véty mé soustava nekoneéné mnoho
feSeni zavislych na jednom parametru. NapiSme soustavu piislusnou k posledni matici:

-z + _Z i i i gy = :g Zvolime z =t, kdet € R
vy = ' a postupné uréime
3z + y = 2

y=2-3t, u=x+by+5=t+5(2—-3t)+5=15—14¢,
z=u+r+2y+2=15-14t+1t+2(2-3¢)+2=21-19¢.
Vysledné feseni napiseme jako ctverici, ktera se da zapsat vektorove

(z,y,z,u) = (t,2—3¢,21—19¢,15—14t) = (0,2,21,15)+(1, -3, —19, —14)¢, ¢ € R.

PozNAMKA: Kdybychom zvolili jinou nezndmou jako parametr, pak ¢tvefice feseni
(x,y, z,u) by méla zcela odlisny zapis.
|

Priklad 55. Reste soustavu.

32151 + 4%’2 + 53}3 + Ty — 2.7)5 = 3
r1 — To + 3ZL’3 + 2ZE4 + 3?1)5 = 5
2:[‘1 + 3!)32 + Trs — T4 + Ty = 2

21’1 + 71’3 + 4[E4 = 6

Resend: Zvolme nésledujici poradi fadku: 2., 3., 4., 1. a upravme prvnf sloupec

Tr1 T X3
1 -1 3
2 3 1
2 0 7
3 4 5

Ty
2

4

Ts

3

-1 1
0

1 -2

W O N Ot

1
0
0

0

—1

)
2
7

3

)

1

—4

2
)
0
)

3 5
) -8
—6 —4

—11 | =12

Snadno zpozorujeme, ze 4. fadek je souctem 2. a 3. fadku, a proto ho muzeme



vynechat.
Ty Ty X3 T2 Ts

1 -1 3 2 3 5 1 2 3 -1 3 )
0 5 -5 -5 =5 | =8 ~ 0 -5 -5 5 -5 | =8 =
0o 2 1 0 -6 | -4 o o 1 2 -6 | -4

= h(A) = h(A|B) =3 < 5.

Zvolime xo =1, x5 =35; t, s€ R a potom
T3=—2x9+6x5—4=-2t4+6s—4,
—b5xy=5x3—Hx9+5w5—8=5(—2t+6s—4)—5t+5s—8=—15t+35s— 28,
x4:3t—7s+§,

5
a:l:—2x4—3$3—|—x2—3x5+5:—2(3t—7s+2—58)—3(—2t+6s—4)—|—t—33+5:

56 29
=t—-T7s——+17T=t-17 —
S 5~|— 3—|—5,

29 28
(21, T2, 3, T4, T5) = <€+t—7s,t,—4—2t+6s,€—i—3t—7s,s> =
29 28
- (E,o,—z;,?o) +(1,1,-2,3,0) -t + (=7,0,6,—7,1) -5 t,s€R.
[ |

Priklad 56. Pomoci Frobeniovy véty provedte diskuzi feseni soustav v zavislosti na hod-

notach vyskytujicich se parametru:

22 + 3y + =z = 6 r + Yy - z = c
a)s -z + 3y — 2z = —=5; b)) ar + 2y — 3z = 5;
ar + 6y + 2z = ¢ 22 — by + bz = 2
r + 2y + 3z = 5 d) ar — 2y = a
) 3z + y + 2z = k; 3z + (a—5y = 3
22 — y — 2z =0 vyteste soustavu pro a = 2,a = 3;
+ ¥y =
e) r — ay = a2 .
ar — Yy = a

Resend:

a)

Zvolime nasledujici poradi sloupcu: z, y, =
z Yy
1 3 2 6
-1 3 -1 | -5 ~
2 6 a & 0 a—4 | c—12

1 3 2 6
0 6
0

e ma4 jediné feseni pro a # 4, h(A) = h(A|B) = 3,

1 1

Soustava e m4 nekonecné mnoho feseni proa =4 a c¢=12, h(A) = h(A|B) = 2,

e nemdfeSeniproa=4 a c# 12, h(A) =2 +# h(A|B) = 3.

z T
1 -1 1 |c¢ 1 -1 1 c
2 =3 a |5 ~ 0 -1 a—2 | 5—2c¢
b b 2 |2 0 0 240b | 2+0bc



e m4 jediné feseni pro b # —2, h(A) = h(A|B) = 3,

Soustava e m4 nekonecné mnoho feseni prob= -2 a c=1, h(A ) h(A|B) = 2,

e nemd feSeni prob=—-2ac#1, h(A) =2 # h(A|B)

Parametr a neovliviiuje pocet feseni, tj. a € R.

T Yy =z

12 315 1 2 3 ) 1 2 3
3 1 2|k ~ 0 =5 =7 | k—15 ~ 0 =5 —7
2 -1 -1 10 0 -5 =7 —10 0 0 O

Pro k=5 = nekone¢né mnoho feseni, h(A)=h(A|B) =2,
pro k #5 = fedeni neexistuje, h(A)=2+# h(A|B) =3,

soustava pro zadné k nemuze mit jediné teseni.

d) Zde bude lepsi zacit determinantem matice soustavy

a —2

A=lg 45

=a(a—5)+6=a>—5a+6=(a—2)(a—3),

A#0 = a€R\{2,3} = existuje jediné feseni.

Postupné dosadime do dané soustavy a =2 a a = 3:

a=2: 20 —2y =2 = nekonecné mnoho feseni: y = x — 1,
3r—3y=3 (x,y)=(t,t —1), t e R;
s L, 3r—3
a=3: { 37 —2y=3 = nekonecné mnoho feseni: y = 5
— 2y = 3t—3

Zavér: soustava ma pro vSechna a € R feSeni.

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 —a | d? ~ 0 —a-—1 a?—1 ~ 0 —a-—1 a?—1
a —1 a 0 —1—a 0 0 0 1—a

Pro a # 1 feSeni neexistuje, h(A)=2+# h(A|B )
pro a =1 existuje jediné teseni, h(A)=h(A|B) =
pro a = —1 existuje nekonetné mnoho teseni, h(A )

h(A|B) = 1.

Priklad 57. Reste homogenn{ soustavy Gaussovou eliminaéni metodou

r + y — 4z =0 r — 3y + 5z
a) r + 2y + 3z =0 b) 2 + 4y — bz
r + 6y + 10z = 0~ 4 — 2y + bz
4z + Ty + 5z =0 6r + 2y
(s + oy — z + w =0
¢) 22 — 3y + 2z + 3u — v = 0
-r + Yy + =z + u = 0
22 — y + 2z + S5u — v =0

Y

+ 1+ |

—10
k—25

S5u
3u
Tu

o O OO



b)

eni: Vime, ze homogenni soustava ma vzdy trividlni feseni. Zbyva urcit, zda

existuje téz netrivialni feseni. Ve vSech ptipadech napiseme matici soustavy, nulovy
sloupec pravych stran nepiseme. Je-li h(A) = n (pocet neznamych), pak existuje jen
trividlni feSeni, je-li h(A) < n existuje téz netrivialni reseni.

Mnozina vSech feSeni tvoii vektorovy prostor V dimenze n — h(A).

1 1 -4 1 1 -4 1 1 -4
1 2 3 N 0 1 7 N 0 1 7 3o
1 6 10 0 5 14 0 0 —21 o
4 7 5 0 3 21 0 O 0
jediné teseni je trivialni z =y =2 =0.
z Yy x u
5 =3 1 =5 5 =3 1 =5
5 4 2 3 0 1 3 -2 AR
5 —2 4 -7 0 1 3 =2 0 0 0 7 ’
0O 2 6 3 0 2 6 3

h=3 = soustava ma netrivialni feseni, dimV =1,

52z — 3y + x — du = 0
y + 3z — 2u = 0

Tw = 0 = u=0, =t y=-3t, z=-2t,
S

(x,y,z,u) =(1,-3,-2,0)t, teR.
r Yy z u v
1 1 -1 1 0 1 1 -1 1 0
9 _3 2 3 —1 0 -5 4 1 —1
1 1 1 1 0 0 2 0 2 0
29 -1 2 5 —1 0 -3 4 3 —1
v u oy
1 1 1 0 -1 1 1
1 -5 0 -1 4 1 —5
o 9o ~lo o o 2 2of =3 =
3 —3 0 0 0 2 2

soustava mé netrivialni feseni a dimV = 2.

x z
1 0 -1
0 -1 4
0O 0 O
0 -1 4
-z + u + y =0 y=t, z=s
—v + 4z + v — dy = 0 u = —t,
u + y = 0 v=4z4+u—>by=4s—6t,
r=z—u—y=8+t—t=s
(,y,z,u,v) = (s,t,s,—t,4s —6t) = (0,1,0,—1,—6)t + (1,0,1,0,4) s, t,s € R.
[ ]

Priklad 58. Méjme vektory @ = (2,1,-3,1), b= (1,2,3,4), &= (3,—1,0,—2),

d= (10,7,3,12). Urcete vSechny konstanty «, 3,+,d splaujici rovnici
aa+ﬁb+fyc+5d—0



Resent: Spocitdme konstanty a provedeme diskuzi:
a) existuje-li pouze trividlni feseni o = § = v = d = 0, pak vektory budou linedrné
nezavislé.
b) existuje-li aspori jedno netrividlni feseni (aspon jedna z konstant «, 3,7,¢ je
ruznd od nuly), pak vektory budou linearné zavislé.

Nalézt «, 3,7, d znamena vyresit homogenni soustavu. Vektory napiseme ve sloupcich

2 1 3 10 0

L ar i 1 2 -1 7l | o
ad+pb+yc+dd=a 3 + 05 3 |7 0 +90 s =10
1 4 —2 12 0

a po porovnani soutadnic dostavame homogenni soustavu:

20 + [ + 37 + 100 = 0
a + 28 — v + 76 =0
—3a + 30 + 36 = 0
a + 48 — 2y + 120 = 0

kterou vytesime Gaussovou eliminac¢ni metodou: 3. fadek vydélime tfemi a napiSeme

jako prvni
-1 1 0 1 -1 1 0 1 -1 1 0 1
2 1 3 10 0 3 3 12 0 1 1 4
1 2 -1 7 0 3 —1 8 0 3 —1 8
1 4 =2 12 0 5 =2 13 0 5 =2 13
-1 1 0 1
0o 1 1 4 = h =3 = existuje netrivialni feseni,
0 0 —4 —4 tedy vektory jsou zavislé a
0 0 =7 =7

d=—t, y=t, f=3t, a=2t, (a,0,7,0)=(23,1,-1)t.
Konkrétni zavislost vektora bude
264—35—1—5— d =0 nebo J:26+35+5
n

Priklad 59. Kolik feSeni maji nasledujici soustavy v zavislosti na hodnotach vysky-
tujicich se parametru? Pro zadané hodnoty parametru soustavy vyteste:

r + y — 2z =0 ar — 2y + =z =0
a)d z + ay + =z = 0; Db) r — 2ay + 2z = 0;
x — y — z =0 r — 2y + az =0
r — 3y + 22z =0
) 2z + y + =z = 0, a=2,b=6
3z + ay + bz = 0
Resent:
a) r oz oy
1 -2 1 1 -2 1 1 -2 1
1 1 a ~ 1 -1 -1 ~ 0o -1 2 ~
1 -1 -1 1 1 a 0 3 a—-1



b)

1 -2 1
~ 0 1 =2
0

< pro a = —5 existuje nekoneéné mnoho feseni
0 a+5

pro a # —5 existuje jen trividlni feseni

Pro dané a=2+# —5 plati x =y =2=0.

2 y
1 -2 a 1 -2 a 1 -2 a
1 24 1|~ 0 —2a+2 1-a | ~|020-a 1-a
a -2 1 0 —2+2a 1—a? 0 0 2—a—a’
1 —2 a

~ |10 2(1-a) l—a =
0 0 —(a—1)(a+2)

pro a € R\ {-2,1} je h(A) =3 a soustava md jen trividlni feseni,
< pro a € {—2,1} je h(A) <3, existuje nekonecné mnoho feseni.

Pro dané a =1 je h(A) =1, dimenze prostoru feseni je 2. Jediny nenulovy fadek
nam da rovnici z — 2y + x = 0, ze které dostavame z =2y —x a potom vSechna
feseni budou (x,y,z2) = (t,s,2s —t) = (1,0,—1)t + (0,1,2) s, s,t € R.

x Yy =z
1 -3 2 1 -3 2 )
2 1 1 ~ 0 7 -3 = h= < , jestlize posledni
3 a4 b 0 a+9 b—6 3
dva Fadky bud < Zavisle bo bude-li determinant | . 5. | =
va ra y udou nezévislé neno pude-11 determinan CL+9 b—6
=0, a:5—gb
:7(b—6)+3(a+9):7b+3a—15< 0
7&0, a#5—§b

Pro a=2, b=6 mame 2#5-7-2 = feSeni bude trividlni z =y =2 =0.
u

o Reste soustavy:

60. Cramerovym pravidlem

2z — y 4+ 3z = 13
r + 3y — 2z = —8;
r + 2y + 2z = 0

[x:17 y:_2a 223}

61. Pomoci inverzni matice

r + vy + 2z = 1
2y + 2z = —1;
3r + 2y + 3z = 3



62. Gaussovou eliminac¢ni metodou

'x —
—-r +

xr +

63.

xr +
2 —
3z

64.

x R
3z —
4r —

65.
1
—2 T

y
3y
2y

y

+

+

+

—+ 2$2
o)
o)
-+ 21’2

z 4+ 2v =
z + 3v =
+ v =
3z — v =
zZ 4+ u =
+ 2u =
2z — u =
z + u =
2z
11z — 15w
z — 3u
132 — 15u
— 3x3 + X4
+ 4373 — T4
+ 31‘3 -+ T4
— 2x3 — T4

9
-3
—2
=1, y=-3, z=1, v=2]
-3
3 .
77
—1
[x=1 y=-1, 2=2, u=0]
=1
— 0’
= 4
[(z,y,2,u) = (1,0,0,0) + (12,3,0,1) ¢t + (—6,—1,1,0) ]
— Ty = 5
+ 21’5: 7
— Ty = 2
+ 21’5: 0

[FeSeni neexistuje]

e Pouzitim Frobeniovy véty proved'te diskuzi feSeni soustav v zavislosti na hodnotach
vyskytujicich se parametri:

66.

2x
3z

68.

+ o+ 4

2y
3y

ay

+

+

-

4~ =
3z =

ya =

w
|

pro a # 1 je jediné feSeni
pro a = 1,¢ = 2 je nekone¢né mnoho feseni
pro a = 1, ¢ # 2 feSeni neexistuje

[jediné feseni pro viechna a € R]

jediné feseni pro a € R\ {-2,1}
nekone¢né mnoho feSeni pro a = 1
zadné feseni pro a = —2



e Reste homogenni soustavy:

69.
-r +y + 2z + u =0
xr —y + z + u =0
r + vy — 2z + uwu = 0"’
r + vy + 2z + 3u =0
[dimV =1, (z,y,z,u)=(1,1,1,-1)t; teR]
70.
r + 2y + 4z — 3u = 0
3z + 5y + 6z — 4u = 0
4z + by — 3z 4+ 3u = 0
3z + 8y + 24z — 19u = 0
[dlmv = 27 (‘T7yaz7u) = (8?_65 170)t+ (_775707 1) 53 t,s € R}
71.
22 + 3y — 2z =0
r — y + 2z =0
r 4+ 9y — 8z = 0~
r + y + =z =0
[(z,y,2) = (0,0,0)]

72. Méjme dany Vektory a, b c, d. Urcete viechna ¢isla o ,B,7,0 tak, aby platilo
ad+ S b+ v+ 9 d=

—

a)d=(1,2-3), b= (0 2,—1), g=(2,4,0), d=(2,-2,3);
b) @=(1,0,2,3), b= (4, 1), @=(6,1,1,2), d=(—1,1,-5,2);
¢) @=(3,0,0,0), b= (4,— 100) = (2,3,—1,0), d=(1,2,—2,5).
a) (a,8,7,0) =(2,-3,-2,1)¢t, t € R;
b) (a,8,7,0) = (1,1,—1,-1)¢t, t € R;
¢) (a, 4,7,9) = (0,0,0,0)
73. Pro jakd a ma soustava nenulové feseni
ar + 4y + 7z = 0
3r — 4y + 5z = 07
r + ay + 4z = 0
[a € {0,1}]

74. Kolik feseni maji néasledujici soustavy v zavislosti na hodnotach vyskytujicich
se parametru? Pro zadané hodnoty parametri soustavy vyteste:

ar + 2y = 0 _ ..
a) { v+ by O,a—l,b—?),
ar — y + 7z =0
b) 3x + 4y + 20z = 0 ,a=2;
r — 4ay + 16z = 0
r — 3y + 2z = 0
c) ar + by + =z 0 ,a=1 b=-5
2y + 2z = 0

pro a =1, b = 3 jen nulové feseni;

1
b) oo FeSeni pro a € {0, 1}, pro a = 2 jen nulové fesenf;

|: a) oo fesenf pro a-b =2,

c) oo Fesen{ prob=2—7a,

proa=1, b=-5, (z,y,2) = (7,1,-2)¢t, t € R



I.4. Linearni zobrazeni E, do E,, resp. V(E,) do V(E,,)

Priklad 75. Necht L je linedrni zobrazen{ V(E,) do V(E,,) dané matic{ A. Urcete
obrazy vektoru u a -

3 2
a) A= | -1 1], ﬁ:(é) 5:(_2);
0 1

3 2
b) A_<;l?:%>, u=1 2|, v= -3 |;
1 2

c) A=(12,-34), u=(-23027 ¢=(00,01)7.

Regeni
A
L: V(En) — V(Em)
typu(m, n)

a) Matice A je typu (3, 2), a proto reprezentuje zobrazeni L z prostoru V(E;)
do prostoru V(Ej).

3 2 1 3
Li)=A-u=| -1 1 (0): -1 1,
0 1 0
3 2 3 1
Lw)y=A-v=1| -1 1 -(_4): -7 1;
01 —4
A
b) L: V(Es) — V(Ey),
typu(2,3)
4 2 =2 3 14
2
" - 4 2 -2 —2
L(v)=A 02(21_1) -3 —(_1),
2
A
c) L: V(Ey) — V(E1) ,
typu(1,4)
—2
L@)=A-u=(12-34) g =(—2+6+8)=(12),
2



Priklad 76. Necht L je zobrazeni F5 do FE3 zadané soustavou:

/

r = x + 2y — =z r = x + y + =z
a) Yy =2 + 2y — z; b) ¢y = y — 2 ;
7 o= x + 2y — =z 7 o= x + 2y

¥ = x — y + 3z
c) y = y + 2z .
Z = —z

Urcete matici A odpovidajici zobrazeni L a stanovte dimenzi obrazu L(E;).
Zjistéte, zda existuje zobrazeni L~! a v kladném piipadé najdéte matici
inverzniho zobrazeni.

Resent:
a)
1 2 -1
Matice A= 1 2 -1 je tvorend z koeficientu transformaénich vzorct.
1 2 -1

Vime, ze h(A) = dim L(E,). V nasem piipadé h(A) =1 = dim L(E3). Skutecné,
ze zapisu je vidét, ze a' =y’ =2/, tedy L(E3) = {[t,t,t],t € R}. Matice A neni
reguldrni (det A = 0), A~! neexistuje a téz inverzni zobrazeni L~! neexistuje.

b)

11 1 11 1 11 1
A=|01 =1 |,[0o1 =1 ]~[01 =1 |=h=2 dimL(E;) =2
12 0 12 0 01 —1

Opét matice A nenf reguldrni a A~! spolus L™! neexistuji.

1 -1 3
A=|0 1 2| =h(A) =3=dimL(Es).
0 0 —1

Matice A je reguldrni a A~!' a L' existuji. Mezi reguldrnimi zobrazenimi a
jejimi maticemi plati vztah:

L +— A, L7t +— AL

L? «— A2 Lo L' =identita +— FE = jednotkovd matice.

Nyni vypoéitame A~! Gaussovou metodou:

1 -1 3 (100 1 -1 0|10 3
o 1 2010 }|~(0 1T O0]012]~
0 0 -11]001 0 0 —-11]001
10011 1 5 1 1 5
~1 01010 1 2 - Al=[0 1 2
0010 0 -1 0 0 -1




Priklad 77. Linearni zobrazeni L je dané matici A. Vypocitejte L(a), L(2d),
= 7 ~ 3 01 -
L(2a@+3b), L(L(a)), kde A = ( 1 9 0 ) , a=(2,-1,3)7,
b=(-2,1,-1)T.

w3 95) (1))
b) vy

Pii vypoctu L(2ad) a L(2d+3 uzijeme vlastnosti, ze zobrazeni L je linearni:

son-sun-» ( 1)-( 1),

L(2d+3b) =2 L(a@) + 3 L(b) = ( _12 ) +3- ( _? (2)

() (D=0

Posledni obraz L(L(EL’)) neexistuje, protoze odpovidajici maticovy soucin A - (A @)
téz neexistuje.

1) —2
0/ b=
1

Priklad 78. Méjme linearni zobrazeni Ly, Ly dand maticemi A;, Ay. Naleznéte matice

zobrazeni Lj o Ly, Lyo Ly, L', Lyt (LioLy)™' a (LyoLy)™' (pokud
existuji), kde

2 5 -3 2 5
Al:(l 0 2)’ A2:(1 4 )

Regem’: L «— Al, Ly «— AQ,
Ll o LQ — Al AQ, LQ o L1 — A2 Al,
L7t +— A7L

Protoze sou¢in A; A, neexistuje (2,3) x (2,2), neexistuje ani slozené zobrazeni
Ll e} LQ.

2 5 2 5 -3 9 10 4
A2A1:(1 4)'(10 2):<6 55)< h Laola.
. ) P 11 4 -5
7 inverznich zobrazeni existuje jediné, a to L;' s matici A, =3 ,

ostatni inverzni neexistuji.



Priklad 79. Méjme dano zobrazeni bodu FEy — F5. Napiste matice odpovidajici

b)

a) symetrii podle osy x, b) symetrii podle osy y, c¢) otoceni
souradnicové soustavy kolem pocatku o tthel «, d) symetrii podle piimky
y=~rkux.
Y,
¢ [2,y] .
| y = -y
| x . , .. 1
0 } Symetrie podle osy x ma matici ( 0 _(1) )
¢ [z y]
ylk
[ Y] oo - o [z,y] {x’: —x
y' = y
T : U A |
O Symetrie podle osy ¥y méa matici ( 0 (1) >

c) Odvodime transformaéni vzorce pro soufadnice pevného bodu P pii otoceni pravoihlé

souradnicové soustavy kolem svého pocatku o thel a. Ozna¢me puvodni souradnice
bodu P = [z,y] a po otoceni P = [z, /], kde

Yy P
y/
AQB 1% r=0P,, 2=0B, AB=PC,
: y=PP, y=BP, (CB=DPA.
C
@ .
@] P L

Nyni odvodime 2’ a ¢’ pomoci z, y a «:

¥'=0B=0A+AB =0A+ PC =0P;,-cosa+ PP -sina=x-cosa+y-sina,
Yy =BP=CP—-CB=PP-cosa—OP,-sina=1y-cosa—x-sina.

Otoceni osy x o thel « do polohy osy z’ je totéz jako otoceni bodu P kolem pocatku
o thel (—a) pii pevné ose x. Toto zobrazeni spliiuje transformacni vzorce:

/

Yy = —x-sina+y-cosw

¥ = x-cosa+y-sina
—sina  cos«

[ - cosa sino
a ma matici A (—«a) = ( )

Otoceni bodu P o thel « (osy x o tthel —a) ma matici A (o) = ( (;(i)r?g —s(l)rslg ) :

kterd vznikla z matice A(—a), kde za « jsme dosadili (—«) a vyuzili vlastnosti

cos(—a) =cosa a sin(—a) = —sina.



d)

Y P =12y
y = kx
tga = k.
VP = [z,y]
(0 >
O T

Na prvni pohled se zd4, ze symetrie podle piimky y = k z je dost slozité zobrazeni.
Avsak pouzijeme zobrazeni z a) a z c¢). Ozna¢me hledané zobrazeni L = LgoLgoLy,

L(P)=Ls (Lg (Ll(P))>, kde jednotliva zobrazeni jsou:
Ly je otoceni bodu P o tihel (—a) tj. ptimka y = kx se dostane do polohy osy x,

Lo je symetrie bodu podle osy x,
L3 je otoc¢eni bodu o uhel «, tj. pifimka y = kx se dostane do puvodni polohy.

L:LgoLQOLl — A:A3<A2A1>:
[ cosa —sina 1 0 ' cosa  sin o
o sin «v CoS «v 0 -1 —sina cos«
_ [ cosa —sina | [ cosa sinav \
~\ sina Cos v sinae —cosa |

cosa — sina sin v cos «v + sin o cos o
sin av cos v + sin o cos « sina — cos?a

[ cos2a sin 2 o
sin2a —cos2a )’
Nyni si spocitdme sin2a a cos2a pomoci tga = k:
2 sin « cos «

20 — ?iinacossz _ W _ 22tga ’
SIN“o + Ccos“« SInN“o + cos“« tgfa+ 1
cos2a
sin2a = ———, podobné cos2a = 1_—162
k2+1 k2 +1
Vysledny tvar matice A odpovidajici symetrii podle pfimky y = kx je
1—k? 2k
A= | M ]’zzi , kde det A = —1.
E+1 k2+1

80. Jsou dana zobrazeni L., Ly s odpovidajicimi maticemi A;, A,. UrCete matice
zobrazeni

LioLy, LioLy, LyolLy, Li* (LyoL;)~!, pokud existuji, kde
2 —1 -1 2 0
2) Al:(3 2)’ A2:< 4 -1 3>;

b) A =| —

— =
N — DO
>
I

VR
|

(NI
— =
=)
~



81.

82.

83.

84.

s [ 1 —4 (-6 5 -3 1
a)A_(u 1 )=l 5 4 6 )04 T3

ostatni neexistuji

0o -2 2
51 N A
b)A1 Az = ( -3 2 1 ) , AsAy = ( 8 _1 )7 (AQAI) =3 ( 8 5 >

-3 1 2

ostatni neexistuji

Zobrazeni L : V(E3) — V/(E3) je dané matici A. Urcete vektor i, jehoz obraz

2 21 3
pii zobrazeni L je vektor v = 3 1,A=1 01 3 |. [Navod: 7= Ai]
-2 0 2 4

[ = (7%,79,4)T}

Necht zobrazen{ L : V(E3) — V(E;) je ddno matici A. Urcete viechny vektory,
které se zobrazi na nulovy vektor, je-li

A= ( _; _§ _g ) . [Névod: A = 0]

[@=(1,1,1)" -t, t € R]

Linearni zobrazeni L : E,, — E,, je dané matici A. Urcete ¢isla n,m a dimenzi
prostoru L(E,) C E,,, je-li

23 1 2 i%:i’
a)A=|00 -1 2 |; b)A=

00 3 —6 b2

31 1

ayn=4, m=3, dim=2
b)n=3, m=4, dimn=3

Necht zobrazeni L; je otoéeni bodii o thel & a Ly otoceni bodi o thel B.
Spocitejte matice zobrazeni Ly o Ly, Li'. (Pouijte pr. 79.)

(ot mamer B ) (e )]



85. Necht zobrazeni L je symetrie podle piimky vy = 2 x. Spocitejte souradnice obraz

bodu P = [3, —1], @ = [2,4]. (Pouiijte pt. 79.)

34
L<—>A—< i g)
5 5
=[]

L L(Q) = [2,4] = Q,bod Q lezi na piimce y = 2




I.5. Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

Priklad 86. Najdéte vlastni cisla a odpovidajici vlastni vektory matic:
-3 2 2 2 1 2
2(31) w1 ()
Resent:

a) Najit vlastni ¢isla a vlastni vektory ¢tvercové matice A znamend najit vektor @ # 0,
pro ktery plati A« = Au. Jinymi slovy: vzor a obraz jsou kolinearni vektory pro li-
nearni zobrazeni dané matici A. Takovy vektor « se nazyva vlastnim vektorem
a ¢fslo A vlastnim éislem matice A. Oznacime @ = (u1,us)? a rozepiseme vztah

Ad = \u:
-3 2 U1 . )\Ul —3U1 + 2UQ: >\U1

(—2 1)(U2)_(>\U2) = {—2U1+ Uy = )\UQ —
1) {(—S—A)ul + 2uy = 0

—2U1 + (1—)\)UQ: 0 -

Hleddme nenulové teSeni této homogenni soustavy. K tomu je zapotiebi, aby
determinant matice soustavy se rovnal nule:

—-3-A 2

I I

Posledni rovnice se nazyva charakteristicka rovnice.
()\+1)2:0 = Al = Ay = —1.

Nyni dosadime A = —1 do (1) a dopo¢itdme vektor 1 :

=0 = (=3-A)1-XN+4=0 = I+42X+1=0.

{ “2u + 2up = . Zde mame zaruku (z det A = 0), ze rovnice budou zavislé,

—2 (I 2 Uy = 0
proto staci dosadit jen do jedné z rovnic. V naSem ptipadé

U =uy = ﬁ:(})-t, te C\ {0}.

Muzeme se téz presvedcit, ze plati Au = A :
-3 2\ (1Y)_ (1
-2 1 1) 1)
PozNAMKA: V dalsich piikladech budeme postupovat rychleji. Z dané matice A okamzité
sestavime determinant matice A — A E, tj. na hlavni diagonéle matice A

odecteme A. A tento determinant polozime roven 0. Tak dostaneme cha-
rakteristickou rovnici.



Pro A = —1 hledame feseni rovnice 3u; + 2uy = 0. Tuto rovnici lze zapsat jako

skalarni soucin (3,2) - (uy,uz)” = 0. Vektor @ = (uy,uz)” je kolmy

2)~h,t1€C\{@.

k vektoru (3,2) a tedy je @ = ( _3

Pro My =4 hleddme fesenf rovnice —2wv; +2vy = 0. Vektor ¥ = (v, v2)7 je kolmy

k vektoru (—2,2) a tedy je 7= ( 1 > ty, to € C\{0}.

Pro takto urcené vektory plati : Ad = —1, Av=47.

PozNAMKA: Vlastni vektor ¢asto zapisujeme pomoci pifslusného reprezentanta
bez uvedeni jeho nenulovych nasobkii.

-2 1 -2 1-A
2+ v4-20

)\2—2/\+5:O = )\172:#21:‘:22

c)( ! 2) = ‘FA 2‘:0 = (1-X2?+4=0 =

[Vime, ze dand matice musi mit prvky a;; € C, ale vlastni ¢isla a vlastni vektory
hleddme v oboru komplexnich ¢isel.]

Mo=1+2i (1—(1+2i)>u1+2u2:0:—2iu1+2u2:() = ﬁ:(i)-tl,

AN=1—-2i: (1—(1—22))U1+2U2:0:>22U1+2’U2:0 = U:( 1>t2,

t1, to € C\ {0}.

Presvedcili jsme se, ze dvéma vlastnim komplexné sdruzenym ¢islum odpovidaji
dva vlastni vektory, jejichz soutadnice jsou téz komplexné sdruzena cisla.

]
Priklad 87. Najdéte vlastni cisla a vlastni vektory danych matic:
5 6 —3 2 1 -2
a) 6 9 0 ]; b)[ -1 0 0
-3 0 9 1 1 -1
Resent:
5—A 6 -3
a) 6 9—- A 0 =0 = (G-NO-XN?>=-909-)N)—-36(9—-)\) =0,

-3 0 9-2A
O=N[G=NO-X)—-45]=0 = O-NHN-14N)=0 =
= AM=9 =0, M=14.

K vypoctu vlastnich vektoru stac¢i dosadit do takovych dvou fadku determinantu,
aby vzniklé rovnice byly nezavislé.

A =9: {—4u1 + 6uy — 3uz =

0
61y —0 = u1 =0, uz=2us =

i=(0,1,2)7 -, Ad=09a



A3 =14 6w; — Dws =0 = U)Q—gwl
3 )
—3w; — dws =0 = w3 = —gwl

b) | =1 =X 0 |=0 = (@2=MA1+A)+2-2A—(1+A) =0,
1 1 —1-2X

2=XNA+A)+1-32=0 = 22+2X22 -2 -X+1-31=0,
“AMHAN-A+1=0 = N-XN4+A-1=0 = NA-1D+(O\-1)=0,

()\ — 1)(/\2 + ].) =0 = /\1 = ]_, )\273 = =41.

)\1 -1 Uy + Uy — QU3 =0
—U1 — U2 =0 :>u2——U1:>U3——(U1+U2>—O
a=(1,-1,0), Al =,
(2—7:)7}1 + Vg — 2U3 = 0
/\2 =1: ) 1 )
- —vU; — 1U9 =0 = WV9g=——0U] = Uy=1U;
1,0
vy = §<(Q—Z>'U1+U2> =
7=(1,i,1)T
A3=—i = w=(1,—4i,1)T. Zde jsme vyuzili, Ze @ bude mit komplexné

sdruzené soufadnice s vektorem v.
n

Priklad 88. Budiz A ¢tvercovd matice typu (3,3) s redlnymi prvky. Rozhodnéte, zda
jeji vlastni cisla a resp. reprezentanty vlastnich vektoru by mohly byt :

a) 1, -1, 144 b) 2, 2+, 2+1;

1 2 1
c) 1, 1+4, 1—1i a 2 1, 2+ |, 2 :
0 1 1—12
3 2 2
d) 1,144, 1-i a /R PR S R O (S R
-1 2+1 2—1
1 2 2
e) i, 1+1i, 1—i a 01, 11, 1
0 1 —1



Resent:
a) NE, protoze rovnice 3.stupné s realnymi koeficienty md bud’ vsechny kofeny redlné
nebo ma jeden redlny a dva komplexné sdruzené.

b) NE;

c) dislal, 144, 1 —i by mohla byt vlastnimi ¢éisly, ale vektory nemohou byt vlastnimi
vektory. Souhrnna odpovéd je NE.

d) ANO cisla a soutadnice vektoru splnuji pozadavky.
e) NE viz a).
]

Priklad 89. Méjme ctvercovou matici A. Urcete jeji vlastni ¢isla a vektory. Jaka jsou

vlastn{ ¢isla a vektory matice A2 a A7! je-li A= ( ? g ) ?

Reseni: Nejdrive spocitame vlastni cisla a vektory matice A.

2—-X 0

L 5.3 |=0 = (2-MB-XN=0 = A\=2 =3

Al =2: U+ u =0 < ﬁ:(_}>p1,
. 0
Ao =3 —n =0 <= U= 1

Nyni spoéitdame A? = (

7 charakteristické rovnice ‘ B 8_ A\ ‘ =0 = M =4, =09,

|
—
|
Y
— N
w o
N——
|
[ Nl
VR
|
— o
N O
~_
I
\_//\
|
DN -
Wl o

1
- — A 0
2 _ _1 _1
1 1 =0 = )\1*27 >\2*37
— — =)
/\—1- ! ! =0 = +u =0 <= U= !
1= 5" 6u1 6U2— Uy T Uz = Y=\ -1 )P
1 1 - (0
)\2—5. —E'Ul— < U—(1>p27 plec\{o}




Vse shrneme:

£y
I

A =2
Matice A ma vlastni ¢isla < )\1 5 a vlastni vektory <
2 pu—

=1
I
_ O

A\ =4 =22

N a vlastni vektory <
2 P P

Matice A? m4a vlastni éisla <

<l
I

£l
I
/\ /—\
|

£y
I

A =
Matice A~! mé vlastni ¢isla <
Ay =

<y
Il

a vlastni vektory < E

Wl N

kde p; € C\ {0}.

Zameérneé jsme spocitali vSe primym vypoctem. Samoziejmé jsme mohli pocitat
i takto:

Ad=)i = A2i=A(AG) = ANG) = \- Al = N2,
déle podobné plati  A3@ = N34, ...

Vynasobime-li vztah A4 = A\ @ matici A~! zleva, pak
1
T= AT = Ald= Xﬁ

Vlastni vektory vSech zobrazeni A, A%, A3, A~!... jsou stejné.
m

Priklad 90. Méjme matici A typu (3,3) s vlastnimi éisly —2,1+14,1 —1i. Uréete vlastni
¢isla matice A% a A7l
. 1
Resend: Ma-li matice A vlastnf ¢fslo A, pak A2 ma A2 a A~! ma T
Tedy matice A? bude mit vlastni ¢isla (=2)2 =4, (1+10)2=1+2i+ % =24,
(1—i2=1-2i+i>=-2i
1 1 1—2 1—2
a matice A~! bude mit vlastni éfsla ~ —=, - = : ! — = Z,
2 14+i  (144)(1—1) 2
1 14
1—i 2

91. Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory matic

2 (5 0) (a0 3) a(3s) o (50)

3 -1 0
. )| 6 -3 2
8 —6 5

)
~
O N =
O O =



i -5 1 . -2 -2 T
o2 (D )n( 1) o ()2
1 0 . 1 1
0 1 1 1 1+ 1—1
e)1,—-1,2; 0 |p, | -2 |t 1 |s; f) 1,247 2 |p, 2 t, 2 |s
I 1 0 0 1 2-2i 2+2i |

92. Ukazte, ze obraz vektoru @ v zobrazeni daném matici A je kolinearni s u. Existuji

dalsi vektory s touto vlastnosti ? Naleznéte je, jestlize u = ( _i ) VA= ( g }1 >
[(1,3)"]
1 —1 —1
93. Matice ma vlastni ¢isla —3,7, —i a vlastni vektory | 2 |, 01, 0
0 1471 1—1
Odpovézte, zda je mozné, aby matice A% méla nésledujici vlastni éisla a vlastni vektory:
1 1 1
a)9,—1,—1; 2 1, 01, 0 |;
0 2+ 2—14
1 —1 —1
b) —-9,1,—1; 2 1, 0 1, 0 |;
0 141 1—1
1 —1 —1
c)9,—-1,—1; 2 1, 01, 0
0 141 1—1

[a) ¢fsla ano, vektory ne; a) ¢isla ne, vektory ano; c) &isla i vektory ano]

94. Urcete vlastni éfsla a vlastni vektory matic A, A%, A=! | vite-li, 7e A = ( _g 8 )

cnny (e 2)]



II. Analyticka geometrie v [E3

I1.1. Skalarni souc¢in dvou vektoru

Priklad 95. Jsou dédny body A = [3,4,—2], B =[3,6,1], C =[2,4,0]. Urcete souradnice,
velikosti a tihel vektoru f@ a 1@

Resend: Souradnice vektoru 1@ =B-A=(3-3,6—-4,1+2)=(0,2,3). Pouzijeme-li
jednotkové vektory i = (1,0,0), j= (0,1,0), k= (0,0,1), pak stejny vektor se da
vyjadrit jako linearni kombinace téchto vektoru:

AB=(0,2,3)=0-7+2 j+3-k=2]+3k

Podobné ﬁ:C—A: (—1,0,2) = —i + 2k

Velikost vektoru @ = (ay, ag, as) vypocitdme podle vzorce |@| = /a? + a3 + a2.
V nasem piikladé ]1@] =4 +9 =113, |/@] =V1+4=1/05.

Uhel dvou vektorti uréime ze skaldrnfho sou¢inu téchto vektoru, ktery zapiSseme jak
podle definice tak i pomoci souradnic:

b

¢ € (0,m),
©

ST

a161 + a2b2 + (Zgbg

jl - 1o

a b= ]d\-\l;]-coswzalbl+agbg+a3b3 —  Cos p =

Dopocitame tihel vektoru E a 1@ :
(0,2,3)-(~1,0,2) 0+0+6 6

cos p = = = 1
7 V13 -5 V65 V65 7
cOZ znamena, ze @ € (O, g)

Priklad 96. Vypomteﬁe skalarni souciny vektoru: a) (2,1)-(—1,5), b) (3,4,—2)-(3,0,1),
c) (20+3j+4k)-(=2)), d) Bi+2j+Fk)-(G+]—5k).

Resent
a) (2,1)-(—1,5)=—-2+5=3;
b) (3,4,-2)-(3,0,1)=9+0—-2=T7;

c) (20+3]+4k)-(-2))=—4i-j—-6]-—8k-7=4-0-6-1-8-0=—6;
vektory muzeme zapsat i bez pouziti i j k: pak
(27437 +4k)-(=27) = (2,3,4) - (0,—-2,0) = —6,
d) (3?+2j+1§)-(?+]—5/§):(3,2,1)-(1,17—5)_3+2 5=0. Vysledek

je nula, z toho vyplyvéa, ze dané vektory jsou navzdjem kolmé.



Priklad 97. Uhel vektori @ a b je ¢ = g a |@| =3, |b| = 4. Spoditejte :

= - -

a) (@+0b)-(@+0b), b) (3@—2b)-(2a+0b).
Reseni: . . .
a) Rozndsobime soucin ¢len po ¢lenu (@ +0) - (@+b)=ad-da+b-

QL

+a-b+b-b=
b.

| vime, ze  G-ad=lal-|dl-cos0=|a* atéz i b= a|
L , 1
— G2 +2-5+[B[2 = 9+2(a]- 5] cos ¢+16 = 9+2:3-d-cos T+16 = 25+24-5 = 3T.

(]

=,

b) Soucin roznasobime a pokracujeme podobné jako v a) (3d — 25) -(2a+0b) =
—6d-G—4b-d+3a-b—2b-b=6la2—a-b—2|b] :6-9—3-4-cosg—2-16:

=54 —-6—32=16.
|

Piiklad 98. I%déte thel hlopifeek rovnobezika ABCD, jestlize AB =27+ a
AD = —j +2k.

Reseni:

Uhlopﬁéky rovnobéznika se daji vyjadrit pomoci

vektoru stran  m = /@ + /ﬁ, n= zﬁ — E

A

Potom 1M =2i+2k #=2i+2j—2k a

mei o (2,0,2)-(2,2,-2)  4—4 0 L T
cosq = ——— = = - o= -
| - |7 V812 V96 2

Priklad se da spocitat i jinym zpusobem. Staé¢i si vSimnout, ze oba vektory /@ a E

majf stejnou délku |AB| = |AD| = /5, coz znamend, Ze uvazovany rovhobéznik je
kosoctverec a z planimetrie vime, ze thlopticky kazdého kosoctverce jsou navzajem
kolmé.

]

Priklad 99. Pusobenim sily f = (2,4,6) [N] se bod M posunul o orientovanou tisecku
§=(3,2,—-1) [m]. Vypocitejte praci A sily f.

Reseni: 7 fyziky vime, ze prace se vypocita pomoci skalarniho sou¢inu

Priklad 100. K vektoru a = (—3,4) najdéte vsechny kolmé vektory s jednotkovou délkou.

Resent: Oznacéme hledany vektor b= (b1, bs), ktery musi spliiovat:
bld <= b-a=0, [b=1L1



V soufadnicich dostdvame soustavu:

3
{ <b17b2>‘ (_374) =0 = —3b;+4b; =0 = by=-0b
bP+bi=1 b%—i—b%:l

3 2 25 16 4
b2 (—b) 1 22— e by = 4=

Vysledkem jsou dva vektory (;l i) a (—é —§>

Priklad 101. Pro jakou hodnotu parametru p jsou dané vektory navzajem kolmé:
a) (0,2,-3), (®®+p,2p+1,2); b) (2p,p°,—1), (p,2,36);
c) (1,—1,p,0), (p—1,p? 1,4)?
Napiste soutradnice jednotlivych vektoru.
Resent:
a) (0,2,-3)-(p*+p,2p+1,2)=0 = 22p+1)—6=0 = 4p=4 = p=1;
b) (2p,p* —1)(p,2,36) =0 = 2p*+2p* —36=0 = p* =9 = po=+3;
c) (1,-1,p,0), (p—1,p*,1,4) =0 = p—1-p*+p=0 = (p—1)*=0 = p=1.
]

102. Vypoéitejte skalarnf souciny:  a) (2,—=5)-(6,3); b) (2i+j)- (3] +k);
¢) (1,3,-5)-(2,1,1); d) (1,-2,0,3)-(4,1,—1,0).
[a) -3; b) 3; ¢) 0; d) 2
103. Je dén AABC, kde A = [-1,2,3], B = [1,1,1], C = [0,0,5]. Dokazte, ze tento
trojihelnik je pravouhly a vypocitejte ihel 5.
la=m/2, B =m/4]
104.* Najdéte uhel mezi vektory @ =2m + 71 a b= —31m+ 21, jestlize vektory m, 7
sviraji thel 7/3 a maji jednotkovou délku. (Navod: zvolte 1 = (1,0).)
[27/3]
2,—4). Najdéte vektor

— 11, #-&=20.
@ = (2,3, -2)

105. Jsou dény 3 vektory @ = (2,—1,3), b= (1,—3,2), &= (
=

T = (1, x9, x3), ktery spliuje podminky & - -5, -

3,
b

106. Urcete pro jaka p jsou vektory navzijem kolmé:
a) (2p7 p74>7 (_17172)7 b) (_271+pap270)7 (3_p7p727p2+]-)7

c) (3,4,—1), (4p,—3p,0); d) (1+p,1—p,3,—2), (=2,2,p,p+3);
[a) 3;b) -2, 1; ¢) p € R; d) -2



I1.2. Vektorovy soucin dvou vektoriu v [Ej

bxd a presvédcte se, ze (EL’X l;) La
=(~1,3,2).

Priklad 107. Vypocitejte vektorové souciny a x b a
a (@xDb) Lb,jestlize @=(5,3,1), b

Reseni: Pro vypocet vektorového soucinu pouzijeme jeho vyjadieni v souradnicich

— - — =

. 7k t g k . . ~
Axb=|a ay az|=| 5 3 1|=3i—115+18k,
L by by ~1 3 2
F=axb=(3,-11,18), d=bx

—bxd=—=(-311,-18),
Ze skaldrnich sou¢inu a -_)Ez 15—-33+18=0 a b-C
vyplyva, ze alcablc

=-3-33+36=0

P0zZNAMKA: To samoziejmé vyplyva pifmo z definice vektorového soucinu.
]

Piiklad 108. Uréete vektor  ze vztahu: 7 =2ad X i — 3k X  kde @=21—7+ BE,

b=4]+5k.

Resend: Souciny @ X i a kxb spocitame primym vypoctem, kde pouzijeme vztahy:
ixi=jxj=kxk=0aixj=k=—jxi,jxk=i=—kxjkxi=j=—ixk
AXi=(20—]+3k) xi=2ixi—jxi+3kxi=20+k+3j=3]—+Fk,
Exb=kx(Aj+5k) =4k xj+5k x k= —47.

Potom Z=2(3]+k)—3(—47)=12i+6j +2F.
]

Priklad 109. Vypocitejte plosny obsah AABC a délku vysky v, kde A =[7,3,4],
B =1[1,0,6], C =[4,5 2.

Reseni: ¢ D

Podle definice vime, ze

|AB x AC| = |AB||AC] sin a = Sapcp.

A B

tak, 70 Sanpc — AL x AC|, kde AB — (—6,—3,2), AC' = (—3,2,—6).
2

SAABCZE‘ -6 -3 2 |:1|14z‘—42j—21k]:1-7.]2@‘_6j_3k}:
23 2 6| 2 2
T o 49

Délku vysky wv. spocitdme z plosného obsahu rovnobéznika (resp. trojihelnika):

SABCDZ‘EX@}=|@‘-ZJC = 49=+36+9+4-v. = Uc—7 7.
[



Priklad 110. Vypocitejte ‘6 X 17’, jestlize |u| =2, |v] = -, @ -U=3.

Reseni: Podle definice je |@ x @] = |i]- 7] -sin ¢, kde thel ¢ vypoéitdme ze skalarniho
soucinu:

CoS ¢ = jﬁ.v_,: =1 == =0 = ’uxv}:O.
jaf - o] 23

Priklad 111. Najdéte moment sily f = 37+ k vzhledem k bodu  a) A = [1,2, —1];
b) O =10,0,0], jestlize f pusobi v bodé B = [2,—1,3].

Resent: f
B_— | y o -

V mechanice se pouziva vektorovy souc¢in pro vypocet

momentu M sily f pusobici v bodé B vzhledem

k bodu A: ]\Zzﬁxf.

A
a) V nasem piipadé E = (1,-3,4), f: (3,0,1) a
B A L
M=|1 —-3 4|=-3i+115+9k;
3 0 1
i j ok L L.
b) OB — ) pak M=OBxf=|2 —1 3|=—i+7j+3F
3 0 1

112. Spocitejte vektorové souciny: a) (3,—1,2) x (0,4,5); b) (2i+3j — 4k) x (27):
©) (+27—F)x@27i—]+k).

b) 8i+4k

a) (-13,-15,12)
c) (1,-3,-5) ]

113. Vypocitejte jednotkovy vektor ¢, ktery je kolmy ke kazdému z vektoru 5,5
i=(2,-1,1), b=(1,2,—1).

. 1
[c =+ =3, —5)}
114. Vypocitejte plosny obsah AABC o vrcholech A = [2,3,4], B =[-1,2,-3],
C =1[5,4,-2].
5 V1]

|| = 3,|0] =2 athel vektoru @, v je

115. Vypocitejte |(2 + 7) x (@ — 37)],

/6.
(21]



I1.3. SmiSeny souc¢in v Ej

Priklad 116. Vypocitejte objem rovnobéznosténu, jehoz hrany jsou tvoreny danymi vek-
tory a@=(1,2,0), b=(-2,1,3), ¢=(2,—-3,-5).

Regent: SmiSeny soucin  a- (b x ¢) = (@ x b)-¢ se vyjadii v souradnicich

B ap G2 as
a- (b X 5) = b1 bg bg
Ci Co C3

’ Velikost tohoto soucinu se rovna objemu

rovnobéznosténu z vektoru da,b, ¢. Konkrétneé

¢ B 1 2 0
V=li-bxd|=|-2 1 3||=
2 -3 =5

— | —5+1249—20] =4.

QL

Priklad 117. Vrcholy étyfsténu jsou A = [2,-3,5], B=10,2,1], C =[-2,-2,3],
D = [3,2,4]. Vypocitejte objem ¢tyfsténu a délku vysky vp spusténé
z vrcholu D na podstavu ABC.

Resent.
Objem ctyfsténu se rovna 5 z objemu
rovnobéznosténu sestrojeného z vektoru
A§, Ai%, Aﬁ
A B
-2 5 —4
1 1 1
Vapep = — | (A§><A8)-A3| =—|| -4 1 —2||==]2-10+80+4-20—-20| =

6 6 6
1 5 -1

1 36 =6

= : =

Délku vysky wvp spocitame z objemu rovnobéznosténu, ktery vypocitame dvojim
zpusobem: pomoci smiSeného soucinu a pomoci zndmého vzorce pro objem hranolu
(plosny obsah podstavy vyndsobeny délkou vysky télesa).
} (z@ X z@) : 1@| = ‘zﬁ X z@‘ - vp, kde podle predchazejiciho

ij ok L
|(ABx AC)-AD| =36 a |[ABxAC|=|| -2 5 —4||=|-6i+12]+18F

-4 1 =2
—6|—i+2j+3k|=6vI+4+9 =614 Potom
36  3V14

?_] =
P 614 7




Priklad 118. Urcete parametr « tak, aby vektory a = (a+ 1, a, 2), b= (3,1,—4),
¢ = (—1,2,2) byly komplanarni (tj. rovnobézné s jednou rovinou).

Reseni: Tti vektory jsou komplanarni, pravé kdyz se jejich smiSeny soucin rovnd nule.

. a+l o 2
a-(bxe)= 31 —4]=0 — 2@+)+4a+124+2+8(a+1)—6a=0
-1 2 2

— 8a+24=0 — a=-3 — da=(-2,-3,2).

119. Rozhodnéte, zda body A =[1,2,—1],B=10,1,5],C = [-1,2,1],D = [2,1,3] lezi
A% jedné rovine. (Névod: pouzijte smiSeny soucin t¥{ vektoru.)
[ano]

-,

120. Vypoéitejte souciny: a) (2i+)) ((3Z—E)><2E);b) [(3,2,—1)x(1,0,-1)]-(2,1,0);

c) urcete objem rovnobéznosténu sestrojeného z vektoru z bodu b).
[a) 12; b) -2; ¢) 2]



I1.4. Rovina v [E;

Priklad 121. Napiste rovnici roviny ¢ dané bodem A = [3,4, —5] a normélovym vektorem
n=(-2,3,7).

Resent:
A7 . . -
Oznac¢me M = [z,y, z] libovolny bod lezici
e
v roviné p. Potom vektory AM a 7 jsou kolmé
. M I (o Sy <
A a jejich skaldrni soucin 7 - AM = 0.
0

Napiseme tento soucin v soutadnicich za predpokladu, ze 7 = (a,b,c) a bod

A = [20, Yo, 20] :

(a,b,¢) - (x — 20,y —¥Yo,2—20) =0 = a(x—x0)+b(y—1y)+c(z—2)=0
dostali jsme tzv. obecnou rovnici roviny:

ax+by+cz+d=0,kde d=—(axo+byo+ c2p)-

Vytesime nas priklad ciselné:
(=2,3,7) - (z—=3,y—4,2+5)=0 = —2(x—-3)+3@y—4)+7(z+5)=0
0: 2x+3y+72+29=0.
n

Priklad 122. Urcete jakou polohu vzhledem k soufadnicovym osdm a souradnicovym ro-
vindm zaujimaji roviny:

a) 2z —3y+z=0; b) z=2; c) 2z+y=0;
d) z—2y+5=0; e) y=-3; f) t+y+z=a, a#0;
g) = =0.

Resent:

a) Rovina prochazi pocatkem souradnicové soustavy [0, 0, 0];

b) rovina je rovnobézna se soutfadnicovou rovinou (zy) a je tedy kolméa k ose z;
c) rovina obsahuje osu z a samoziejmé i pocatek a je kolma k roviné (xy);

d) rovina je rovnobézna s osou z a je kolma k roviné (zy);

e) rovina je rovnobézna s rovinou (xz) a je kolmd k ose y;

f) rovina vytind na osich x,y, z stejné tseky:;

g) rovina je soutadnicovou rovinou (yz).

Priklad 123. Napiste rovnici roviny o, kterd prochazi bodem A = [3,2,—-5] a
a) obsahuje osu y; b) je kolm4 k ose y;
c) je rovnobézna s rovinou «: 2z + 3y — z = 10.

Reseni:
a) Rovina obsahujici osu y mé obecnou rovnici az + ¢z = 0. Pouzijeme A € o

a dopoc¢itame koeficienty a,c: 3a—5c=0 = a= 3 c =

zvolime nejjednodussi feseni ¢ =3, a=5 =— p: bx+32=0.



b) ply <= y=konst, Acp = p:y=2

c) olla <= n,=7,: 0:2x+3y—z+d=0,
A€p: 2:343:-2454+4d=0 = d=-17 = o:2x+3y—2—17=0.
n

Priklad 124. Napiste rovnici roviny ¢ prochézejici body A = [1,2,—1], B = [3,-3,2],
C' =[2,0,1] a urcete vzdalenost bodu P =[—2,1,6] od roviny p.

Resent:

7 danych bodu a z obecného bodu M roviny o

¢ M =[xy, 2] utvoiime tii vektory 1@ 1@ AM , které jsou
s rovinou rovnobézné, jsou tedy komplanérni
A B a jejich smiseny souc¢in se bude rovnat nule:
0

—
AB = (2,-5,3), AC=(1,-2,2), AM=(z—1,y—2,2+1),
2 -5 3
—
ABxAC)-AM=| 1 -2 2 |=0 = —d@-1)—(y-2)+(z+1)=0,
r—1 y—2 z+1
o: 4x+y—z—"T7=0, kde koeficienty u proménnych jsou soufadnice normalového
vektoru 7 = (4,1, —1) roviny p.
Nyni uréime vzdalenost d bodu P od roviny g podle
aIp+byp+CZp+d‘_‘—8+1—6—7 20 _10\/§
Va2 + b2 + 2 '

d =

JI6+r1i+1 | Vis 3

Priklad 125. Body A =[-1,0,2], B =3,2,0] vedte rovinu a) « rovnobéznou
s osou z; b) B rovnobéznou s vektorem « = (3,1, —2). Urcete od-
chylku ¢ rovin a, S.
Resent:
a) a:ar+by+d=0, A€ca: —a+d=0 = a=d,
Bea: 3a+2b+d=0 = b=-2d.
Zvolime d=1,pak a=1, b= -2 adostavame a: x—2y+1=0.
b)
i

A Rovnici roviny 8 muzeme urcit dvojim zpusobem:

-
iﬁ M =/[z,y, 2] 1) ze smiSeného soucinu (ﬁ X 11’) AM =0,

2) pomoci normalového vektoru = AB x @
A B a skalarniho soucinu 7 - AM = 0.

Pouzijeme druhou moznost (prvni jsme pouzili v predchazejicim piikladu), kde
AB = (4,2, —2) a potom

—

i 7k
F=ABxid=|4 2 —2|=(-22-2).
31 -2



Jako normélu vezmeme vektor (1, —1, 1), ktery je kolinearni s vektorem (—2,2, —2).

Rovnici roviny 3 dostaneme ze skalarniho soucinu 7 - 217\7 = 0.
(L,-1,1) - (z+1,y,2—2)=0 = z4+1—-y+2-2=0 = f: z—y+2—1=0.
Odchylka ¢ dvou rovin se vypocita jako tihel prislusnych normélovych vektoru.

¢ =L, B) = L(ita, Tig) € (0,7/2),

|la - 7| .
= e L [, =(1,-2,0), = (1,-1,1),
114 2| 3 3
pak cos ¢ = =

V5 V3 V5 V5

Priklad 126. Bodem A = [3,0, —1] ved'te rovinu p rovnobéznou s vektory @ = (1,2,3) a

b=(-2,1,-5).
Reseni: B )
Jako obvykle pouzijeme obecny bod M = [z,y,z2] a
- —
b M utvorime vektor AM.
— N
[ — Vektory AM, d, b musi byt komplanarni.
0o A @ Podminka komplandrnosti se dd zapsat dvéma zpusoby:
_> 5 — . - .. .
1) AM - (@ x b) =0, z cehoz dostaneme obecnou rovnici roviny:
r—3 vy z+1
1 2 31=0 = —-13(z—3)—y+5(2+1)=0, p: 132+y—52—44 =0.
-2 1 -5

— ' . . 7’ e . d o — ' 7’ ~ . /7
2) AM =ud+vb =AM je linedrni kombinaci vektoru @, b, kterd v souradnicich
nam da rovnici roviny v parametrickém tvaru:

r—3 1 —2 r = 3 + u — 2v
y | =ul 2 | +v 1 y = 2u + v ; wu, veR.
z+1 3 -5 z = —1 + 3u — dv

Ve srovnani s obecnou rovnici roviny je parametrické vyjadieni komplikovanéjsi,
protoze kromé soutradnic bodu x, y, z obsahuje i dva parametry, takze pti volbé xg, yo
prislusné zy se spocita az kdyz z prvnich dvou rovnic uréime uy a vy a dosadime
do posledni rovnice.

[

Priklad 127. Najdéte spolecné body tii rovin:
a)r+2y+3z=1, 20 —3y+22=9, S5r4+8y—z=T,
b)x+3y—5=0, r—y—22+4=0, 2042y —2z=1.

Resend: Hleddme bod (resp. body), jehoz souradnice musi spliiovat vSechny tii rovnice.
Proto vytesime prislusnou soustavu a podle poctu feSeni zjistime, zda trojice rovin
ma jen jeden spolecny bod nebo jich ma nekoneéné mnoho nebo nema zadny spolec¢ny
bod.

a)

r+2y+3z=1 1 2 3|1 1 2 311
2 —-3y+22=9 = 2 -3 219 ~ 0o -7 -4 7 ~
Sr+8y—z="7 5 8 —11| 7 0 —2 —16 1| 2



ok ool 1 2 3] 1 12 3] 1
~ | Brédek vy _e;mz('h), ~ (o 1 8| -1] ~ (01 8| 1] =
a napiseme jako druhy. 0 —7 —4 7 00 52 0
r+2y+3z=1
h(A) = h(A|B) = 3 = jedno feseni = y+8z=-1 = z2=0,y=—-1,2=3.
52z=10
Dané tii roviny maji jediny spoleény bod P = [3,—1,0].
b)
T+ 3y =95 13 0 ) 1 3 0 )
rT—y—2z =—4 = 1 -1 =2 | 4 ~ 0 -4 -2 =9
20+2y—22z =1 2 2 =2 1 0 -4 -2 -9

= h(A) = h(4B) =2

Soustava mé nekonecéné mnoho feseni
zavislych na jednom parametru ¢ :

{ T+ 3y =5

{ 1
dy+2. —g9 = wolimey=t pak x=5-3tz=(9—41).

9
Dané tti roviny se protinaji v piimce m : X = [5, 0, 5} +t(-3,1,-2).
P0OzZNAMKA: Mnozina vsech rovin, které prochézeji spolecnou piimkou m se nazyva
svazek rovin.

Piimka m je tzv. osa svazku. Svazek
je urcen, zname-li dvé jeho ruzné roviny
a: ar+by+cz+di =0 a

Bi a2x+b2y+cgz+d2 = 0.

Libovolna rovina uvazovaného svazku
se da zapsat ve tvaru

ki(aix + biy + c12 + dy) + ka(agx + bay + c2z + da) = 0,
kde k1, ke € R a aspon jedno ¢islo z Cisel k; a ko je ruzné od nuly. Je-li k; # 0, pak
svazek rovin mé rovnici: L
2

a1z 4+ b1y + 1z + dy + k(asx + by + coz +dy) =0, kde k = T
1
V tomto ptikladé jsme nasli osu svazku. Snadno se presvédcime, ze tieti rovina
2x 4+ 2y — 22z =1 patii do svazku uré¢eného rovnici
r+3y—5b+k(r—y—22+44)=0 amé koeficient k =1 :
r+3y—5+1-(r—y—22+44)=0 = 2z+4+2y—2z—-1=0.
[

Priklad 128. Najdéte rovnici roviny p, kterd prochézi bodem A = [5, —2, —4] a prusecnici
rovinz+y—2—3=0, 2z —y+32z+2=0.
Reseni: Pritsecnice danych rovin je osou svazku: x4y —z—3+k(2x —y+32+2) = 0.

Rovina o patii do tohoto svazku a soucasné prochazi bodem A. To znamen4, ze
hledame pro jaké k£ bude rovina svazku prochazet bodem A. Dosazenim soutradnic



bodu A spoc¢itame k£ a potom i rovnici roviny o :
5—24+4—-3+k(10+2-124+2)=0 = 2k=-4 = k=-2,
o: x+y—2—-3-2Q2x—y+32+2)=0 = 3r-3y+T72+7=0.

|

Priklad 129. Prisecnici rovin 42 —y+32—1=0,2+5y — 2+ 2 = 0 ved'te rovinu p
kolmou k roviné o : 22 —y+52—3=0.

Reseni: Prvni dvé roviny urcuji svazek a ani jedna z nich neni kolmé k roviné o, proto
rovnice hledané roviny o bude

dr—y+3z—1+k(x+5y—2+42)=0 =

= d+k)z+(-1+5k)y+B—-kz—1+2k=0.
Protoze rovina p je kolma k roviné o, jsou také jejich normély kolmé, tedy skalarni
soucin 717, a 1, je roven nule.
Normélovy vektor roviny svazku je 7, = (4+k,—1+5k,3 — k)
a normdla roviny o je 7, = (2,—1,5).
My LMy, <= M, M,=0 = @A+k—-1+5k3—-Fk)-(2,-1,5)=0,
2(4+k)—(-145k)+5B—-k)=0 = —8k+24=0 = k=3.

Tento parametr dosadime do rovnice svazku a obdrzime hledanou rovnici roviny p :
dr—y+3z—143(x+dby—2+2)=0 = Tz+14y+5=0.
|

130. Je ddna rovina ¢ : 22 —y+2z+ 6 = 0. Urcete: a) zda body A = [3,10,—1]
a B = [-2,4,3] lezi v této roving; b) prusecik roviny s osou z; c¢) odchylku
odroviny o: —z+2y—22+6=0.

[a) A ano, B ne; b) [0,0,-3]; ¢) cos p = 8/9}

131. Napiste rovnici roviny ¢ prochazejici body A = [1,3,2], B = [2,2,1] a a) obsa-
hujici bod [0,0,0]; b) rovnobézné s normélovym vektorem roviny 3x —y+ 10 = 0;
c) kolmé k roviné 2z —y — 2z + 4 = 0.
@)z —3y+42=0; b)z+3y—22—6=0; c)y—2z—1=0]
132. Napiste rovnici roviny ¢ prochazejici bodem A = [4,—7,5] a a) osou z; b) kolmou
k ose z; ¢) rovnobéznou s rovinou (zz); d) a vytinajici na osach z,y, z stejné tuseky.
[@) 5y+T72=0; b)z=5; ¢)y=-7, d)z+y+2z—2=0]
133. Urcete vzdalenost rovin p: 22 —y+22+4+5=0 a o: 20—y+22—-7=0.
(Névod: Zvolte bod A v roviné 0 a urcete jeho vzdalenost od roviny O'.)
(4]
134. Najdéte rovnici roviny prochézejici prusecnici rovin 3z —2y — 22z = —1,2 — 3y —
z+2=0 abodem B = [3,1,3].
[bx — 8y — 4z + 5= 0]
135. Prusecnici rovin x +3y — 5 = 0,2 —y — 22 + 4 = 0 ved'te rovinu o rovnobéznou

s vektorem 1@, A=1[2,1,3], B=13,3,2].
(62 — 10y — 142 + 33 = 0]



I1.5. Primka v [E3

Priklad 136. Napiste rovnici piimky p prochézejici body A = [4,2,—1] a B =[2,5,0].
a) Rozhodnétete, zda body C = [6, —1, —2] a D = [0, 3, 2] lezi na piimce p.
b) Najdéte prusecik ) primky p s rovinou (xz).

Resend:
M = [l’ Y, Z] 5 /
Z bodu A, B a obecného bodu M = [z,y, 2]
—
B utvoiime dva vektory 1@ a AM,
které jsou kolinedrni (tj. linedrné zavislé),
A coz zapiseme vztahem
m

AM =t-AB. t€R.

Vektor 1@ je smérovym vektorem piimky, casto oznacovanym § = @ :

-— r—4 = =2t r=4-21

AM = (x—4,y—2,2+1) 9 = 34 _ _ 943

B - (-2.31) y Py ,
] z+1 = t z=—1+t

dostali jsme tzv. parametrické rovnice piimky p.

a) Bod C bude lezet na piimce p, jestlize jeho soutadnice budou spliovat rovnice
pro urcity parametr t,. Zkusme dosadit

6 = 4 — 2t = t,=—1
-1 = 2 + 3t = t,=—1 = bod C lezi na piimce p;
-2 = -1 + t = to=—1

Totéz zjistime pro bod D :

0 = 4 — 2¢
- 2 + 3t
= -1 + ¢

= t,=
= t,=

Wl =N

#*2 = bod D nelezi na piimce p;

b) rovina (zz) mé rovnici y = 0. Tuto hodnotu dosadime do rovnic piimky p
a dopocitame ostatni souradnice bodu Q:

r = 4 — 2t S r =42 @3):13
) 3/ 73
y = 2 + 3t =0 = t,=—=
3 2 5
= -1 / S
z + N 2 3 3
16 5
-5 03]
Q=3 0 -



Priklad 137. Urcete vzajemnou polohu piimek p a ¢, jestlize:

T = 3—1 r= 142u

a) p: = 1+t q: y= 3—2u ,t, uek;
z= =243t z= 4—6u

b) p: = 245t , q: y= —1+u ,t uek;
r= —14+14t T = 24+4u

c) p: y= 4+t q: Yy = 5u , t, uelR.
z= —1+43t z= —5+4+3u

Resend:

Méjme dvé primky dané bodem a smérovym vektorem:
p: A, §1; q: B, S3. Potom pro jejich vzajemnou
polohu mohou nastat tyto ptripady:

1) 5 =ks S Aeq < psplyvis g,
81 - 82 , .
k£0 keR > A¢a < pllg nesplyvaji,

2) &) # k 5y, pak prejdeme k smiSenému soucinu:
=0 <= p a g jsou ruznobézky,

B gxs) [ P @ JRon Tmenezay
Ny #0 <= paq jsou mimobézky.

Nyni vySetiime dané primky:

a) na piimce p mame bod A= [3,1,-2] a § = (-1,1,3);
na primce ¢ mame bod B =[1,3,4] a § = (2,—2,—6).
Okamzité vidime, Zze 355 = —235;. Ted zjistime, zda A € ¢ :
3 =1 4+ 2u = U, =1
1 =3 — 2u = u,=1 = Aeq = piimky p,q splyvaji.
-2 = 4 — 6u = U, =1

b) p: A=11,2,3], 51 =(0,5,6),

q: B:[O,—l,O], §2:<2,1,0), §17ék§2,
proto pristoupime ke smiSenému soucinu,
-1 -3 -3

ﬁ(s‘i X §3) = 0 5 6|=-364+30+6=0 = piimky p, ¢ jsou ruznobézky.

2 1 0
c) p: A=[-1,4,-1], 5§ =(4,1,3),

q: B:[2,07—5]7 §2:<4,5,3), §17él€§27

proto pristoupime ke smiSenému soucinu,
3 —4 —4 3 —4 —4

ﬁ-(s}xs}): 4 1 3|=|4 1 3 :—4‘2 3‘:—4(9—1—16):
4 5 3 0 4 0

=—-100#4#0 =  piimky p a ¢ jsou mimobhézky.



Priklad 138. Pouzijte piimky z prikladu 137 a urcete prusecik ) ruznobézek z b)
a nejkratsi vzdalenost mimobézek z c).

Reseni: Prusecik ruznobézek musi spliovat rovnice obou piimek p a ¢:

p: y= 245t q: y= —1+4+u =
z= 3406t z = 0
1 2u = !
= u u==
2 1 1
245t = —1+u — 2+5-(——)=—1+—
] 2 2
3+6t = 0 = t:_§’
1
prusecik ) ma parametr t = —— v rovnici piimky p a parametr u = 7 v rovnici

1
piimky ¢ a @ = [1,—570].

V piipadé c) z minulého piikladu vime, ze piimky jsou mimobézky.

Jejich nejkratsi vzdalenost se rovna délce
q 4. vysky d rovnobéznosténu. Tuto vzdalenost
7 spoc¢itame z objemu rovnobéznosténu:

p A =
L@ - (81 % $3)|

BRE

V:‘@-(s}xsé)‘:]sﬁxs_é\d = d=

V minulém piikladé jsme spocitali ‘B (81 x s})‘ =100, ted uréime

i j ok
Isix =4 1 3|]=[(-12,0,16)| =4-|(—3,0,4)] =4 - /9 + 16 = 20,
45 3
100
d—2_0—5.

Priklad 139. Napiste parametrické rovnice primky p, ktera je prusecnici rovin
a: 2x2—-3y—32—9=0a f: x—2y+2+3=0.

Reseni:

Abychom mohli napsat parametrické rovnice

piimky p, potfebujeme urcit bod A
a smérovy vektor s.



1) Bod A lezi jak v roviné « takivrovine f: A€ anf. Zvolime napt. y4 =0,
tj. najdeme prusecik piimky p srovinou (xz), kde z4 a z4 vypocitdme ze soustavy
2z — 3y — 3z — 9 =0
r — 2y + 2z + 3 =0 = z=-3,zx=0 = A=10,0,-3],
Y =0
bod A dokonce lezi na ose z.

2) Smeérovy vektor § piimky p je kolmy k normalovému vektoru 7, roviny « i
k normalovému vektoru 7ig roviny 3. Tedy

- — =

o J  k
S=noxng=|2 -3 -3 |=(-9,-5-1).
1 -2 1
Smérovy vektor primky p je napt. vektor (9,5,1) a parametrické rovnice jsou
r = 0 + 9-¢ T = 9t
p: y = 0 + 5-¢ = y = ot , teR.

Priklad 140. Urcete vzdélenost bodu B = [3,4, —1] od piimky p:

r = 2 + t
y = 3 — 2t ,teR.
z = —4 + 3t

Hledana vzdalenost d je rovna délce kolmé
usecky BB; spusténé z bodu B na ptimku p.
Plosny obsah rovnobéznika sestrojeného

z vektoru § a E vyjadiime dvojim zpusobem:

‘§xﬁ|
51

|5 % ,@] = |5] - d (zékladna krdt vyska), potom d =

V daném pifklads A = [2,3, —4], 5= ), AB = (1,1,3),
§x AB| =] |1 -2 3||=(=9,0,3)| = 3](=3,0,1)] = 310,
1 1 3

1+4+ \f_?’\[

|
Priklad 141. a) Potvrdte, Ze dané pifmky p a ¢ jsou mimobézné.
r =7 + t r = 3 — Tu
P y = 3 + 2t a q: y = 1 + 2u |, t, uelk
z =9 — 1 z = 2 4+ 3u

b) Urcete odchylku ¢ téchto piimek. c¢) Najdéte rovnici jejich pricky
kolmé k obéma primkam p a ¢, tzv. osy mimobézek.



Resent:

a) Pro kazdou piimku vybereme bod a smérovy vektor:

p: A=1[7,39], 5, =(1,2,—1),
q: B=13,1,2], 5,=(-7,2,3).

Piimky p a ¢ jsou mimobézné, protoze vek-

tory 8§, §,, AB = (—4,—2,—7) jsou linedrné
nezavislé,
1 2 —1
jelikoz (5, x5,)-AB)=| -7 2 3 |=—152%0.
-4 -2 -7

b) Pod odchylkou ¢ dvou pifmek se rozumi tthel 0 < ¢ < T prislusnych smérovych
vektoru. Vypocitame
|5p - 5q| | - 744 - 3]

2
6 [3
15015, VI+4+1-vV/49+4+9 662 31

cos ¢ =

c) Najdeme vektor § kolmy k obéma smérovym vektorum 5§, a §,

- - —

T gk
§=15, x5, = 1 2 —1|=(8,4,16) = §=(2,1,4).
-7 2 3

Konkrétni bod C' = [z, ¥, z] osy mimobézek p a ¢ uréime pomoci podminek
ruznobéznosti s primkami p a ¢:
AC - (5,x5) =0, kde AC =(r—T,y—3,2—9)
BC-(3,x8=0,kde BC=(z—3,y—12-2)

L >

»

;

\

9(z—7)—6(y—3)—3(z—9)=0 N 3r—2y—2z2—6=0
S(x—3)+34(y—1)—11(2—2)=0 Sbr+34y—11z—17=0"

Zvolime bod C' v roviné (zz) = C = |z,0,z|, potom pro = a z dostavame

soustavu
- 7 3 7 3
{ 5333_3311'; _ 1? , ze které spocitame x = A= = (= [Z,O, _é_l]
Parametrické rovnice osy mimobézek p a ¢ jsou:
T = ! + 21
4
= t teR.
3
= — 4t
z 1 +



Priklad 142. Urcete vzajemnou polohu roviny o: 22 —y+32+7 =0 a piimky
r = 1 4+ t r = 2 — U
a) p: y = 2 — 4t ; b) ¢: y = 3 — 3u ,t, uek
z = — 2t z = 2 4+ 2u

wy
s

7 rovnice ptimky p precteme bod A a smérovy
vektor 5. Vzdjemna poloha se vySetti pomoci

‘ vzajemné polohy smérového vektoru §

piimky p a normalového vektoru 7 roviny o.

St

o A€o << pe€ o (primka lezi v roviné),
Jestlize 5.1 =10 < » St ., .
Ado < pl o (ptimka nemé zadny spoletny bod s rovinou).

Jestlize §-n#0 < piimka p je riznobézna s rovinou.

a) p: A=][1,2,0], 5,=(1,—4,-2); o: n=1(2-1,3);
Sp-n=1(1,-4,-2)-(2,-1,3) =24+4—-6 =0,
A€p? 12 1-247#0 = Ado = plo =
piimka p je rovnobézna s rovinou p;
b) ¢: B=1[2,3,2], §,=(—1,-3,2) o: n=(2-1,3)
Sg-n=(-1,-3,2)-(2,-1,3) =—2+4+34+6#0=
primka ¢ je ruznobézna s rovinou g.
[ |

Priklad 143. Pouzijte piiklad 142 b), urcete prusecik piimky p s rovinou ¢ a vypoctéte
odchylku piimky ¢ od roviny p.

Resent: Do rovnice roviny ¢: 22 —y+ 32+ 7 = 0 dosadime z parametrickych rovnic

primky
r = 2 —

q: y = 3 — 3t avypocitame parametr t pruseciku Q):
z = 2 4+ 2t

2Q2-1)—(3-31)+3@242)+7=0 = Tt+14=0 = t=-2 =
= Q=49 -2

S
i 7 Odchylka piimky od roviny je thel ¢ € <0, g>, ktery
/ uréime pomoci skaldrniho sou¢inu normalového
QLY . vektoru 7 roviny o a smeérového vektoru § primky g:
0 /
q
. (7r > |57 (-1,-3,2)-(2,-1,3)] |—2+34+6] 1
sin p =cos| = —¢) = - = = =35
2 5117 V1I+9+4/4+1+9 14
odchylka je ¢ = T [ ]

6



Priklad 144. Napiste rovnici roviny jdouci bodem A = [5,—1,0] a pfimkou

r = 3 +
P y = 2 — 3t ,teR
z = —1 4 4t
Resent:
A [z, y, 2] Z parametrickych rovnic piimky uréime bod
D B =13,2,—1] a smérovy vektor §= (1,—3,4). Ozna-
B ¢ime M = [z,y, 2] libovolny bod hledané roviny.

= — =
Vektory BA, BM a § jsou komplanarni a tedy BM -(BA x §) = 0. V soutadnicich:

r—3 y—2 z+1
2 -3 1/=0 = -9@-3)-T7T@y—-2)-3(>z+1)=0 =
1 -3 4

0: 9z +Ty+32—-38=0.

Priklad 145. Piimka p prochazi body A = [1,2, 3|, B = [3,0, 2]. Napiste rovnici
piimky p v kanonickém a v parametrickém tvaru.

Reseni: S parametrickym tvarem rovnice ptimky jsme jiz nékolikrat pracovali, ale
s kanonickym nikoliv. Proto nejdiive odvodime kanonicky tvar rovnice ptimky v obecném

pripadé.
M = [z,y, 2] Oznacme zﬁ = 5= (s1,589,83), A= [xo, Yo, 20],
B M = [x,y,z], AM = (x — xo,y — Yo, 2 — 20)-
Vektory Zﬁ\? a § jsou kolinearni a to znamena,
A ze m je nasobkem vektoru s, tj. jejich soutadnice
m splnuji podminky

T—To Y—Y 22— Z0

S1 52 53

Tyto rovnice nazyvame kanonické. Muzeme je chapat jako soustavu t¥i rovnic

T—To Y—Yo Y=—% _ 22— %0 rT—XTy 22— X2

Y Y Y

S1 S9 S9 S3 S1 S3

z nichz kazda popisuje rovinu: prvni je rovnobézna s osou z, druhd je rovnobézna
s osou x a treti s osou y. VSechny roviny patii do jednoho svazku rovin, jehoz osou
je ptimka p.

Nyni vSe spocitame: §= 1@ = (2,-2,5),

L e ox—1 -2 z+3
kanonicky tvar rovnice piimky p je — Y = ,

2 —2 5)
T = 1 + 2t
parametricky tvar je y = 2 — 2t , teR
z = —3 4+ ot



20 —-3y—32—9=0

Priklad 146. Napiste rovnice piimky p : { T—2y+243=0 a primky
r = 2 4+ 3t
q: y = — t , teR v kanonickém tvaru.
z = =3 + 2t

Resent:
Piimka p: Na pfifmce p uréime bod A = [z, y, 0]. Zvolili jsme prusecik piimky p s rovinou

(zy). Jeho soutadnice spocitame ze soustavy

22 —-3y—32—-9=0 o
= r—2y+z+3=0 = 2r—3y =9 =
r—2y=-3
z2=0
‘ 9 —3‘ '2 9‘
-3 -2 —27 1 -3 —15
* 2 -3 1 B R _1
1 -2 1 -2

Smeérovy vektor § spocitame z vektorového soué¢inu normalovych vektoru rovin:

i 7k
§=12 -3 =3 |=(-9,-5,-1) = §=(9,51).
1 -2 1

— 27 —15
Kanonicky tvar rovnice primky p : ‘ 5 = Y = %

Ptimka ¢q: Pro kanonicky tvar rovnice piimky ¢ precteme bod a smérovy vektor primky
z parametrickych rovnic X = [2,0,3] 4+ ¢ (3, —1,2) nebo z kazdé rovnice vyjadiime
parametr ¢ a porovname vzniklé vyrazy:

T —2 Y z—3 T —2 Y z—3
:t’ —It7 :t = = — = )
3 -1 2 3 —1 2
coz je hledany kanonicky tvar rovnice primky q.
|
147. Napiste parametrické rovnice piimek
a) 20+3y—2—4=0 ) r+2y—z2—-6=0
3z —5y+224+1=0" 20 —y+24+1=0"
T = 1 + ¢ T = 1- ¢
a) y = -7t ; b) Y= 243t ,teR
z= —2-19¢ z= =145t

148. Napiste parametrické rovnice téznice prochazejici vrcholem C' trojihelnika AABC,

kde A =[3,6,—7], B=[-52,3], C=[4,-7,-2].
[x=4+5t y=-T—11¢, z=—-2]

149. Najdéte odchylku primek:

= oF32t r+3y+2+2=0
= 2—-1 ,teR, q: U —32-9—0 "
= T4t Y -

3
IS IS

[0, pll q]



150.

151.

152.

153.

154.

155.

156.

157.

158.

159.

160.

Urcete vzdalenost bodu A od primky p:

r= —3+3t
a) A=[1,-1,-2], p: y= —2+2t ,teR;, b) A=1[5-6,8], pjeosa z.
2= 812t

[a) 7; b) 10]

Zjistéte, zda se primky p a ¢ protinaji. Jestlize ano, urcete soufadnice pruseciku
a jestlize se neprotinaji, urcete jejich nejkratsi vzdalenost, kde p : X = [3,4, —1]+
+t(1,1,-1), t € Ra q je piimka prochézejici bodyB = [—6,—5,1], C' =[0,7, —2].
[p, q jsou mimobézky, d = +/14]
Stanovte m tak, aby piimka p : X = [-1,2,-3] +t(3,m,—2), t € R byla rov-
nobézna s rovinou o: r —3y+62z+7=0.
[m = 3]
Stanovte a, b tak, aby piimka p: X = [2,—1,5] +t(a,4,—3), t € R byla kolma k
roviné p: 3x —2y —bz+ 15 = 0. Urcete prusecik p a p.

[a=—6, b= 3

_§§ [_47372]i|
Bodem A = [0, —3, 0] ved'te rovinu kolmou ke dvéma rovindm o« : x+2y+32 =5,
B:3x—>by+4z=12.
232+ 5y — 112+ 15 =0]
Piimkou p: X =[1,-3,-2] +t(2,—1,5), ¢t € R vedte rovinu kolmou k roviné
a: x+y—3z2+7=0.
[-22+11y+32z+41=0]
Bodem A = [4,3, —1] ved'te rovinu kolmou k piimce p: X =[1,2,5] +1¢(1,2,3),
teR.
[x+2y+32—7=0]
Urcete odchylku piimky p uréené body A = [2,0,3], B =[2,2,2] od roviny
a: 3z—y+10=0.
[p =m/4]
Napiste kanonické rovnice téchto primek

r—2y+32—4=0 B
) { i I Wl =B LI, e R

r—2 y+1 =z x—3 _z—1
[a) >~ 7 1 P Tvois }
Napiste parametrické rovnice piimky, kterd prochazi bodem A = [1,—1,-3] a je
r—1 y+2
rovnobézna s primkou { 2 5
z=1
(X =[1,-1,-3] +(2,5,0), t € R]
2 —1 -5
Urcete odchylku piimky ‘ +1 Y 5 : 5 od roviny (zz).

[sin p= %]



I1.6. Kvadriky v E;

Priklad 161. Napiste rovnici kulové plochy se stiedem v bodé S = [1,4, —7] a dotykajici
seroviny a: 6x+6y—7z+42=0.

Reseni: Polomér kulové plochy se bude rovnat vzdalenosti bodu S od roviny o :
. 6-1+6-4—7-(=7)+42] 121
a /36 + 36 + 49 V121

Tim je kulovd plocha uréena: (z —1)*+ (y —4)? + (2 + 7)* = 121.

=11.

[ |
Priklad 162. Urcete souradnice stfedu a polomér kulové plochy
4y’ +22—6r+8y+22+10=0.
Seskupime cleny obsahujici x, vy a z
a doplnime na Ctverce:
(22 —62+9)+ (2 +8y+16) + (22 +22+1)=—-10+9+16+1 =
(r =32+ (y+4)°+(:2+1)?2*=16 = S=I[3,-4,—1], r=4.
[ |

Priklad 163. Urcete o jaké kvadriky jde, pojmenujte je a urcete stied, vrchol, osy podle
toho, co z toho existuje.

a) 922 +36y> +42°> — 180 — 144y +117=0; f) y>* +4y—8z+ 12 = 0;

b) 922 +36y* — 422 —9=0; g) r? +4y*=92%
c)?+y* -2 —-82+17=0; h) 22 — 4y* = z;
d) 2> +y*+ 10z — 24 = 0; i) y? — 22 =0;

e)z? —4y* —422—22x—-162—19=0.

Reseni: Kazdou rovnici kvadriky upravime na tzv. kanonicky tvar, ze kterého precteme
vSe potiebné:

a)

9z —2x  )+36(y*—4y )+422=-117T =

9 (2> —2x+1)+36 (y*—4y+4)+42* = —117+9+ 144,
9(z—1)2+36(y—2)*+42°=36 =
(-1 (—2? 2

S
T Ty

Vyslednd plocha je elipsoid se stiedem v bodé
S =11,2,0] a poloosami a =2, b=1, ¢=3.




b)

d)

2 2 2 2 s 427
92+ 36y —42*=9 = 2" +4y _T:L
Plocha je jednodilny elipticky hyperboloid se stfedem
1 3
v bodé [0,0,0] a poloosami a=1, b=—, ¢ = —.

2 2

0 (22 =22+ 1)+ y*=8z—-17T+1 =
= 8(z2—2)=(x—1)2+42
Plocha je rota¢ni paraboloid s vrcholem v bodé [1,0, 2]

a s osou rotace, kterd je rovnobézna s osou z a prochdazi
bodem [1, 0, 0].

|

(22 +102+25) + ¢ =24+25 = (v+5)>+y?=49.

V prostoru Fs3 znamend rotacni
valcovou plochu s osou rotace

o V roviné (xy) tato rovnice vyjadiuje
rovnobéznou s osou z.

kruznici se stfedem v bodé [—5,0,0] a
polomérem r = 7.

z

—_—
—

—
=
—

=
Q\

A

A\

N\

iy

-

8

llllllllllllllllllll

S —

—
= —

—
=

<

(22 —2zx+1)—4y?*—4(2°+42+4) =19+1-16,
(x =122 —4y*—4(2+2)2=4 =
y (z—1)°

= -G+ =1

N

IS\
Ty
N

Dostali jsme rovnici rota¢niho dvoudilného hyperboloidu se stredem v bodé [1,0, —2]
a s osou rotace rovnobéznou s osou x.



f)
Y +dy+4=82—-12+4 =

= (y+2)?=8(z—1).

A
Nk
AN

W
N
N\
R

V roviné (yz) tato rovnice vyjadiuje parabolu p,
ale v E3 jde o valcovou plochu, jejiz povrchové
piimky jsou rovnobézné s osou x a jejiz fidici
krivkou je parabola p.

W
R

AR

g)
2?2 +4y? =922
Je to elipticka kuzelova plocha s vrcholem
V' =10,0,0] a osou splyvajici s osou z.
h)
//,
il
i
i
il ) 2% — 4y =z
A j‘f"""“:‘m“ Plocha je hyperbolicky paraboloid,
Wﬁ‘:‘:‘:ﬁ%“,‘!“‘ jehoz sedlovy bod je pocatek [0, 0, 0].
il
i) v —22=0 = (y—2)(z+y)=0 =

plochu tvoii dvé roviny: y = 2z a y = —z, které prochéazi osou x. Tedy osa z je
jejich pruseénice.
]

Priklad 164. Urcete pruseciky piimky p: X =[-1,3,9]+t(1,—1,—1) s plochou
2z = 2% + y%. O jakou plochu jde?

Resend:

Plocha 2z = 22 + y? je rotaéni paraboloid s vrcholem

v pocatku souradnicové soustavy a s osou v ose z. Pruseciky
s pfimkou p dostaneme tak, ze x,y,z =z rovnice piimky
dosadime do rovnice plochy, spo¢itdme parametry pruseciku
a pak samotné pruseciky:




20—-t)=(-1+)*+B—-1t)? = 18-2t=1-2t+*+9-6t+1> =
212 —6t—8=0 = t*-3t—-4=0 = (t—4)(t+1)=0,

pro t; = 4 obdrzime prusecik P, = [3,—1,5] a pro to = —1 prusecik P, = [—2,4,10].
[

165. Napiste rovnici kulové plochy, kterd ma stfed v bodé = [3,0, —2] a prochézi bodem

[3,0,0].
(5 =32+ 3+ (2 +2)2 =4

166. Napiste rovnici rotacni valcové plochy, kterd ma osu v ose  a ma polomér r = 3.
[y* +2* = 9]

167.V prusecicich primky p : X =[1,0,1] +¢(1,—1,2) s kulovou plochou
(x —2)2+ (y+1)* + (2 — 3)? = 6 ved'te tecné roviny k této plose.
te¢né roviny jsou rovnobézné,
protoze ptimka p prochéazi
stfedem kulové plochy

r—y+22—-3=0
T—yYy+22—-15=0

2 2 2
168. Ukazte, Ze rovina x = 2 protina elipsoid :15_6 + ?1J_2 + i 1 v elipse a najdéte jeji

3, V3, [2,3,0], [2,-3,0], [2,0,v3], [2,0,—V3]]

poloosy a vrcholy.

169. Jaky je fez hyperbolického paraboloidu z = 422 — ¢* s rovinou: a) y = 6; b)
r=1;,¢c) z=1; d) z=0.
[a) parabola; b) parabola; c¢) hyperbola; d) dvé rtiznobézné piimky]



I1.7.* Nékteré technické krivky

Omezime se jen na ty kiivky, se kterymi se studenti setkaji v 1. a ve 2.semestru.
Popiseme jejich konstrukei, napiSeme rovnici, pfipojime obrazek a poptipadné vyslovime
nekteré zvlastnosti.

K analytickému vyjadieni mnohych rovinnych kiivek jsou vedle souradnic kartézskych
[z, y] vyhodné soufadnice polarni [g, ¢] uréené pocétkem O (tzv. pdl) a polarni osou o,
kde g je vzdalenost bodu M od pocatku a ¢ je uhel, ktery svird pruvodic AM s osou o.

yk
M =[z,y] = (0, ) {ng-CQSgp Q:+ym2+y2

‘ y=eo-sme tggoz;, 0<p<2r
Y

® !

O T o

Priklad 170. Bernoulliova lemniskata je geometrické misto bodu, které maji od dvou
pevnych bodu Fy, Fy(|F Fy| = 2 a) staly soucin vzdalenosti a?. Odvod'te jeji
rovnici pro Fy = [—a, 0], Fy = [a, 0].

Resend:

Podle definice plati

|[FIM| - |FBM|=a> = (z+a)?+y?-/(z—a) +y?=d,

<(x+a)2—|—y2) ((x—a)2+y2> =at = (*+2ar+a*+y?)(2? —2ar+a*+y?) = a?,
(22 +92)2 +2a*(2? +y?) + a* —4d*r? = a' = (2 +y*)? +20%y? — 2a*2* = 0 =
(22 + y*)* = 2a*(z* — y*) - rovnice Bernoulliovy lemniskaty.

Rovnice v kartézskych souradnicich je pomérné komplikovand, proto prejdeme do polarnich
soufadnic:

(%)% = 2a%(0? cos? ¢ — % sin’ p) = o* = 2a%0?(cos’p —sin?p) = > = 2acos2p =
0=a+/2cos2p - rovnice lemniskaty v polarnich souradnicich.
7T

T 37 5w

Z podminky cos2 ¢ > 0 dostavame ¢ € <07Z> U ( 1 ) U 1 ,2).
Zvlastnosti: - -
a) Tecny v pocatku sviraji s osou x thel +Z a — jsou tedy navzajem kolmé.

b) Priseciky s osou z jsou body A = [av/2,0] a B = [—a+/2,0] (viz M II pi. 326).



c) Plosny obsah omezeny lemniskatou je 2 a?, coz je plosny obsah ¢tverce o strané

a2 (velikost OA = a \/5)
n

Priklad 171. Odvod'te parametrické rovnice kiivky zvané prosta cykloida, opsané bo-
dem M lezicim na kruznici h o poloméru a, ktera se kotali po piimce p.

Reseni: Zvolime osu x za ptimku p, po které se kotali kruznice h a oznac¢me t tihel
otoceni kruznice.

h
Y
.S 2
M\N a
0 L P Ta P 2ma X

t+=0L=0P—-LP, y=ML=SP—-SN, SP=a,

OP = MP = at, LP = MN = a sint, SN = a cost.
Dosazenim dostavame rovnice cykloidy:
{ r=at—asint=a(t—sint)

y—a—acost—a(l—cost) Jeden oblouk cykloidy obdrzime pro t € (0,2 ).

Zvlastnost: plosny obsah omezeny osou z a jednim obloukem cykloidy je 3ma?, coz je
trojnasobek obsahu kotélejici se kruznice (viz M I, pi. 324).
|

Priklad 172. Méjme dveé kruznice se stejnym polomérem majici vnéjsi dotyk. Kardioida
je kiivka, kterou opise bod lezici na kotalejici se kruznici h po druhé pevné
kruznici p.

Odvozeni rovnice presahuje ramec téchto skript, proto ji rovnou napiSseme v polarnich

soutadnicich.

Y

o o=a(l+cosp), e (0,27,
kde a je prumér dany’%ruinic a

T @ je thel, ktery svira OM s klad -
nou poloosou z (polérni osou).




Pruseciky s osou  dostaneme dosazenim ¢ = 0 nebo ¢ = 7 :

0(0) =2a, po(r)=0 = [24a,0], [0,0].

3
Pruseciky s osou y ziskdme pro ¢ = g a p= TW
3
()= o(3)-0 = a0

3
Plosny obsah kardioidy je 57 a® (viz M 11, pf. 334).
]

Priklad 173. Je dana pevnd kruznice p o poloméru a a kotalejici se kruznice h s vnitinim
dotykem o poloméru a/4. Bod kotélejici se kruznice h opisuje kiivku, kterd
se nazyva asteroida.

Opét nebudeme odvozovat rovnici a napiseme ji v obvyklém tvaru v polarnich soutradnicich:

_ 3
{x-agosg@ , 0< <2,
Yy =asin’ ¢

2 2
3 3

2
3

, S . 3 . 2 .. o
Umocnime-li obé rovnice na ()3 a seCteme-li je, dostaneme z3 4 y3 = a3, coz je dalsi

casto pouzivany tvar.

Plosny obsah asteroidy je 3 7 a? (viz M 11 pr. 325).

Priklad 174. Descartestv list je kiivka 3. stupné s rovnici 22 + y* — 3azy = 0
v pravouhlych souradnicich.

()
Pomoci substituce y = tx obdrzime
2+ t303 —3ata® =0, 240 —
3at 3at? ,
r=-——=, Yy=_—— rovnice
—a 0 x 1+t 141
v parametrickém tvaru.
—a




~ e~

3a cos @ sin ¢ s
0 < —.
7=

IN

P = cos3 ¢ + sin® ¢’

) .3
Plosny obsah omezeny smyckou kiivky je 5 a® (viz M 11, pi. 328).
|

Priklad 175. Archimedova spirala je trajektorie bodu, pohybujiciho se po piimce,
ktera se rovnomérné otaci.

Rovnice této kiivky v polarnich
T =0 soufadnicich je o= ap.

PozNAMKA: Existuje velké mnozstvi spirdl, ze kterych je nejzajimavéjsi logaritmick4
spirala.

Priklad 176. Logaritmicka spirala je krivka spliiujici rovnici v polarnich souiadnicich
o=ke* k+#0, a0 jsou dané redlné konstanty.

@ t Tato kiivka ma tuto_ dulezitou vlastnost:
tecna t a pruvodic OM libovolného bodu M
sviraji konstantni tihel a.

(Viz pf. 169 z Diferencidlniho poctu.)

Tato vlastnost byla vyuzivana jiz v 17. stoleti v namotnictvi pti fizeni plavby lodi. Jde
o tzv. loxodromu - kfivku na povrchu zemékoule, kterd protind vsechny poledniky (me-
rididny) pod stejnym dhlem « a tim zarucuje nejlepsi orientaci pii plavbé v otevieném
oceanu. R. Descartes byl prvnim védcem, ktery zkoumal tuto kirivku.

|

POZNAMKA: Zatim vSechny kiivky byly rovinné. Prostorova kiivka je ddna bud jako
prusecnice dvou ploch nebo svymi parametrickymi rovnicemi.
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Piiklad 177. Sroubovice na valcové plose 22+ y?> = a®? ma rovnice

T =a cost
y=asint , kde pro t € (0,27) dostaneme jeden zavit Sroubovice.
z=0bt

2 |

Pocétecnim bodem je bod A s parametrem
t=0=—= A=1[a,0,0] akoncovym bodem
B =a,0,27b] pro t=2m.

Sroubovice je kiivka s konstantnim spadem.

Priklad 178. Sroubovice na kuzelové plose z = /22 + y2 m4 rovnice

T =1 cost
y=tsint , prot € (0,2m) opét obdrzime jeden zavit sroubovice.
z=1t

z

{ Pocateénim bodem je bod
A=10,0,0] prot=0

a koncovym bodem je
C\> B=1[2m0,27| prot=2m.

Priklad 179. Napiste parametrické rovnice prusecné krivky ploch:
a) *+y*=4, z-2y+2=0;

b) 2?2 +y? + 2?2 =2da? z=+/22+7y%
c) =3y, 2zy=9cz.

Resent:

a) Prvni rovnice je rovnici rotaéni valcové plochy s osou rotace v ose z. Druhd rovnice
r — 2y + z = 0 vyjadfuje rovinu prochazejici pocatkem souradné soustavy.
Priisecnice téchto dvou ploch je elipsa. Parametrické rovnice elipsy napiseme pouzitim
polarni soustavy v roviné (xy) a z rovnice roviny vyjadiime proménnou z = 2y —x :

r =2 cost
y=2sint , te€(0,2m).
z=4sint — 2 cost



b) Prvni rovnice 2% + y* + 2% = 2a? je rovnice kulové plochy se stfedem S = [0, 0, 0]
a r = a+/2. Druhd rovnice z = \/22 + 32 je rovnice rotaéni kuzelové plochy
s vrcholem v bodé [0,0,0] a s osou rotace v ose z.
Plochy se protinaji v kruznici, kterou ur¢ime ze soustavy
24,2 .2 2 2, .2 2
4y +z2=2a 9 . 9 9 T+ Yyt =a
= 2(x =2a* =
z=/x?+y? (z"+y7) z=y/22+y>? = z=a.
Priisecna kruznice lezi v roviné z = a. Pro parametrizaci opét pouzijeme polarni
soufadnice a dostaneme:

T = a cost
y=asint te(0,27).
Z=a

c) Prvni rovnice je rovnice parabolické valcové plochy, jejiz povrchové primky jsou
rovnobézné s osou z. Druha rovnice je rovnice hyperbolického paraboloidu.
Za proménnou z zvolime parametr t. Z prvni rovnice vyjadiime proménnou y a
z druhé rovnice proménnou z. Dostaneme parametrické rovnice prusecné kiivky

xr =
12
y=3t | teRr
2
N
FT o7
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