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I. Urcity integral

I.1. Existence urcitych integrala

e Zjistéte, zda existuji urcité integraly :

T+ 3

dzx
2 +1 o

1
Priklad 1. f
0

5 p 2ol g X 5 B i, el
Reseni : Ano existuje, protoze funkce f(z) = 3:2 — Je spojita na intervalu (0,1) .
% -
10 2
z°+ 3
Priiklad 2. —_—dx
/1 2 —32% 4z
. 22 +3 z? +3
Reseni : Neexistuje, protoze funkce f(z) = — = neni spojitd
ah /() 23— 322 — 4z z(z + 1)(z — 4) bl
v bodé z =4 (.’L‘ € (1, 10)) a lime if () = koo, B
r—4+
. Ve
Priklad 3. dz
=1 I
. 6‘2.7: =1
Resent : Integral existuje. Funkce f(z) = sice neni spojita v bodé x = 0
=
e?® — 1
(v € (<1,1)), avsak lim f(z) = lim =2. ®
=0 z—0 T
Ui 2 _ 2
sinz Lo
4. / dx [ano , lim = 0] 5. / .1'26:"'.2 dx [ano]
0 T r—=0 I 0
6 m/2 1 4 " S S +o0]
. 0 1—2cosz o [ne’z—trgil—m:osx_ o

I.2. Vypocet integralu podle definice

e Piimo z definice integrdlu vypoctéte :

b
Priklad 7._[ e® dx

Reseni : Zvolime déleni intervalu a = 29 < z; < T3 < ... < T, = b, na n stejnych dild
b—a
délky Az; = Az =

n
zvolime levé koncové body ¢éstecnych intervalu (z;_1, x;), tj. & = ;-1 = a+(i—1)Axz.
VySetfujeme funkci f(z) = e”.

, takze z; = a+ Az, ..x; = a+ildz,z, = a+nldx =b. Za§;



n T ki
Potom pro integralni soucet plati s, = Z f(&) Dz = Z efiAz; = Z PHELAe NS

i=1 i=1 i=1

mn
Ze“ ; 6(:‘—1)&3 Az =e*- A.’L‘(l + em <+ P + s e(n—l)Ax) = (v zavorce je soucet

en&x -1 ea+n&:r: — el eb — el b
geometrické fa,dy) et  Ng——— = Ag—————— = Az——— . Nyni e’ dzr =
efs —1 ebr —1 eb= — 1
a
. O . A b
= lim s, = lim ———0 (e’ — ) = €’ — €%, coz je hodnota e’ dx = [ex] =
n—00 Az—0 e 1 a a
=eb —e°. =

POZNAMKA : Vzhledem k tomu, ze integral existuje, nemuze jiny zpusob déleni intervalu
vést k jinému vysledku.

POZNAMKA : Pouizili jsme vzorce : 1 + g+ ¢> + ... +¢" ' = jm &1

al
q-—]_ ::l—IiI]lf) x

=1.

b
Priklad 8.[ z dz
a
Reseni : Hodnoty Az; a & zvolime jako v pfedchézejicim piikladé. Pak je f(z) =z, a
T n n
tedy s, = Zf(f,;) WAV E& s Bdy = Z(a+ (i —1)Az)- Az = (a+ (a+ Az)+
1 1

et (a+(n-1)b3)

2

+(a+20z) + ...+ (a+ (n—1)Az)) - Az = n-Azx =

+b  b- b? — a? b — a®
2 5 n-: = 5 ¢ ; lim s, = ¢ Mizeme to porovnat s vysledkem
n n—o0
b 1.2 b b? " a2
podle Newtonovy-Leibnizovy formule: / zdzx= [?] == =
a a
POZNAMKA : Pousili jsme vzorec pro soucet aritmetické fady a; +az + ... +an = al—;a;" ‘7.
1.3. Newtonova-Leibnizova formule
e Pomoci Newtonovy-Leibnizovy formule vypoctéte integrély :
/4 1 » 2
Priklad 9. f e
cos
w/4 . w/4 /4
Resent : [ Ld 2COS xdﬂ:=/ ( 22 —1) dr = [th.’f:—x] =
cos 0 cos?z 0
7r T i
= —_———_—=2 - = &
8171 4
8
Priklad 10. / V1+z dx
3
g 8 2
Reseni : I = f (1+x)/? dz = 5[(1 + x):m] (9\/_ 4/4) = ]
3
2 —
Priklad 11. f 25 i
o T + 4



. 1 /% 2z 2y 1 2 3 712
Resent : Ti=— dr — 3 d :_[1 2 ] __{ _] =
2/0 2+ 4 x /0$2+4 T 5 n(z —|-4)0 Qarctgzo

1 3
:§—(ln8—-ln4)—§—arctg1—— In 2_:18?{' [
5 5r+1
Priklad 12.f —dzx
o 2412 —2

Resent : Integrovanou funkei nejdiive rozlozime na parcialni zlomky a integrdl vypocteme :
Sz + 1 A
2 = +
r*+zrz-1 zz-—-1 =z+2
r=1:6=34 — A=2; z=-2: -9=-3B — B=3

I ’ 2 4 d ] ] 2 ’
—-/ (3;—1+:r:+2) :r:-[?n}x—1|+3n]:£+ |]2—

, dr+1=A(x+2)+ B(z —1)

=2In4+4+3In7-2In1-3In4=3In7—-1n4 = ln%
Pozor ! Tentyz integral na jiném intervalu (a,b) nemusi existovat, bude- 11 (a,b)
obsahovat aspon jedno z ¢isel z = —2 nebo z = 1. ®

w2 P
Priklad 13. / cos® = dzx

—-7m/2

Reseni : Zde vyuzijeme, ze funkce f(z) = cos? % je sudd, tj. | f(z) dz = 2/ f(z) d=
—a 0

/2 /2 1 4 cos /2
Iz?[ cosgfd.??:?f ma’x={x+sinx] =3T—+1. (]
0 2 0 2 0 2
w2
Piklad 14. / z?sinz dr
—xf2
Reseni : Nyni vyuzijeme to, ze funkce f(z) = z?sinz je lichd, tj. / flx) de= 0
i .
il
Priklad 15. f i cos:z:‘ dx
0
. 1
Reseni : Odstranime absolutni hodnotu: 3~ cost >0 prozx € <%’ 7r>
1
a 5~ cost <0 prozxe€ (0, %), takze pro dany integral plati :
/3 1 ™1 . 1 1=/3 1 . ™
I :/ —(——cos:r:) dr+ f (——cos:z:) dr= [SIHLE-——.'B] + [—x—smx} =
0 2 /3 2 2 Jo 2 w/3
3
V3 m.m m V3_ o.T .
. 6 2 6 2 6
. 1 T sinx
16. / —— dx 2In3]  17. / ——— dr (In 3]
—4 &,"2 +9 0 2 + coszx
1 -1
« 2
18. f C dr [n 2 [ / dz [21n “-]
0o E2+e l+e o X2 —x 3

w



I.4. Véta o stfedni hodnoté integralu

e Pomoci véty o stfedni hodnoté odhadnéte hodnoty integralu :

Priklad 20.
e fv1+$3

Resent : Pouzijeme Vétu o stfedni hodnoté : Necht funkce f(x) a g(x) jsou spojité v (a,b)
a necht g(z) md stdle stejne znaménko pro viechna x € {(a,b). Potom ezistuje cislo

c € (a,b) takové, Ze / f(x)g(z) dz = c)f g(z) dz.

Vnaéempfipa.déf:/ﬂ ﬁd m] \/Tlﬁ'flﬁ’kde
€ (0, 1) coZ némlumoéﬁuje odhadnout . \/_ wm . 10° a tedy
TVt -
Piiklad 21. [
Reseni : I =¢€° -./(; dr=¢€" -2, c€ (0,2), tedy 2 < I < 2¢*. ]
1 .n

Priklad 22. lim

n—oo Jq +x

Reseni : I = lim ! [$ﬂ+1 ]1 lim . ! 0 pro vsechna ¢ € (0,1)
£ = =1 i = ac 3
nsool+c ln+1llo nowl4+ec n+1 B o
10 -z
€ e —1 e? -1
23 .[1 ? o 10e10 sIs el® }
24 had d L__<1<7]
)y e [FJT——_W =" R85
4
COS T 15
25.f1 — do p<r<3)]

1.5. Metoda per partes

e Vypoctéte integraly pomoci metody per partes :

w/2
Piklad 26. f |z| cosz dz
-7 /2
. w/2 /2
Resent : Integrovana funkce je sudd. Tedy I = 2[ |z| cosz dz = 2/ zcosz dz =
0 0

8



7/2 w/2

/2 T
—2/ sin;z:d:z::?-——+2{cosa:] =7 —2.
0 2 0 .

u=z, v =cosz
w' =1, v=sinz

=2 [IL sin :c]
0

e—1
Piiklad 27. f In(z +1) dz
0

- . u=In(z+1), v =1 e—1 e-1
Reseni: I=| ,_ 1 v | = [mln(m-}-l)} —/ dz=(e—1)Ine-
. T+l B 0 o zT+1
Trtatl=1 e-1
—/ —dmze—l—{w—ln(:c-}—l)} =e—1—(e—1—1Ine)=1.
0 rz+1 0
]
/2
Priklad 28. f e** sin r dx
0
s G g | u= e v =sinz . 2z . e m/2 2z _
Reseni : I = v =27 p= —cosy | = —|€TCOST + 2 e cosrdr =
=2¢%*, v=—cosz . .
| u=e*, v =cosz | 1+2[e2si i 4 s 2z _: d
pl g g o | = + Z|{e”"sinzx . == A e~ sinrazx.
Dostali jsme rovnici I = 1+ 2e™ — 41 | ze které 51 = 1 + 2¢€".
1
Vysledek daného prikladu je I=—(1+2€"). El

5
w2
Priklad 29. I, = f sin” z dx
0

Resent :
m/2

S
I

* pron =0 je da::g—;

le'z ‘)T!‘IQ
sinzrdr = [— cos.r]o = 1;

LA ™21 — cos 2z 1 sin2z17/2 T
sinzmdx:f ————*d:cz—[g;— ] = —
0

*pron =1 je

o
Il

* pron = 2 je 5 3 2 | 1

I
Sy O o

w2

w2
xpron >3je I, = sin" 2z -sin*zdr = / sin" 2 z(1 — cos® z) dr =
0

S~

/2 oo m/2 - . u=cost, v =sin""?.cosz
=/ sin a:dx—/ sin""“z-cosx-cosrdr = o =t Gtz | =
0 0 n-—
cos - sin™ ! z77/2 1 ‘/""”2 . n
=TI, 9 — [ ] - sin" z dzx.
n—1 0 n-—1J,
" 1 , 3 n—1
Dostaneme rovnici I, = I,_o — 0 — “__111“ ze které vypocteme I, = Tz 5
Provedeme diskuzi :
n—1 2k —1 2k -3 1 k-1 =
— | — = . CE —I = T T
Pro { B A IS h2=—r=5r =2 3= T@pn 2
-1 2k 2k — 2 2 2k
n=2k+1jefn=f‘"—n—1n_2: St L)

%+1 2k—1 7 31 (k+DI
Tim jsme odvodili tzv. Wallisovy formule.



/2 /2 /2
Tentyz vysledek plati i pro / cos™ x dz, jelikoz / sin" z dzx = / cos” zdt.
0 0 0

30. / sin’ z dz og
0 E
32. f cos® z dzx o
U &)
V3
34. / z - arctgrdr r_ V3
0 3 2

36. f y-In(z +y)dz, (y > 0)
0

1.6. Substituéni metoda

olic 357

.8

31.[ sin” z dx [ﬁ]
—m/2

w/2
33. f
-7 /2

35. /-e |Inz|dx [2—%}

l/e

(0]

sin’ z dz

[y(y+1)In(y +1) =y’ Iny -y

e Vypoctéte integraly substituéni metodou :

¢ 1
Priklad 37. —d
e 1 zvV1l+1nzx ‘

. l+lnz=t — —
Reseni : Pouzijeme substituci { dz _ . i; :3 ::; _; ] a dostaneme
T
dt 4
I:/—dt—Q[\[] =2-(2-1)=2. =
1 \/_ 1
2;”1? 1
Priklad 38. f — sin —dzx
/7 I I
1 1
~ - =1 rnn=—- —bhi=x
Reseni : Po substituci [ e ‘ g ] obdrzime
ki3
—F=dt z2=;.—}t2=§
w/2 m T
I:—[ sintdt=f sintdt=[—cost] = I, B
™ /2 m/2
1z
Priklad 39./ dx
o 1+
3 2 = = = - -
Reseni : Po substituci [ ;:zd_:r:t= a | z; ={1} — i; =? ] ziskdme
Ty o 1 1 T 7
I== =—[arct t] === =— [ |
2/0 32 2l ke 18

2
Priklad 40. / V4 —z2dx
0

10



Reseni : Pouzijeme substituci { z::;icnoz N i :g = :; T ?r /2 ] a dostaneme

w/2 w/2 w/2 1 2t

I=/ \/4—4sin2t-2005tdt=4/ cosr"tdt=4/ +—C;S-—dt:
0 0 0
sin 2¢77/2 T
2 o 2 = "
2 T
Priklad 41. e/
/1 (22 +4)? o

2
o , | 2P a=t zi=1 —t;=5
Reseni : Zvolime substituci [ swdr=dt | wp=2 tr—8 ] a potom

1 [%dt 1 118 1 /1 1 3
=3[ %S B G- -E :
2 Js £ 2 ltls 2 \8 5/ 80
™2 cosx = d
42. ———dr (ln V3] 43_/ TR PO m
o Vsin’z +3 o T2+4z+5 [4]
/2 arcsinz . n/4
e s . 1
4. A \/‘1_—3:2‘{*"’ [72] 45./[; sin® z - cos z dx [E]

s6. [ sinizd : Ty :
.[0 sin® z dx [ﬁ} 47.[ z°V1 —4z?dz [ﬁ]

/ﬂﬂ dx [@]
o 2+coszx 9

©

4
1

48. S e—, [} 2(2—-1n2 4
/0\/2'a:+1+1 122 = 2]

I.7. Nevlastni integral
4
Necht pro kazdé t € (a;b) eristuje integrdl F(t) = f f(x)dz. Potom symbol
a

o0 b
(1) / f(z)dz, resp. (2) / f(z)dz, kde lirg)_ flz) = o0,
nazjvdme nevlastni integrdl vlivem meze, resp. nevlastni integrdl vliivem funkce.

Integrdl (1), resp. (2) nazyvime konvergentni, jestliZe

t—+00

t t
lim f f(z)dz, resp. lim / f(z)dz, je vlastni.
o t—=b= J,
Je-li zminénd limita nevlastni nebo neeristuje, pak nazjvdme integrdl divergentni.

e Vypoctéte nevlastni integraly :

dx
1+ x2

Priklad 50. f
0

11



% . ¢ dx a
Reseni : Jde o nevlastni integral vlivem meze. I = lim f 5 = lim [arctgm] =
amoo Jo 1+ a—00 0
s

; m % 2 " : s
= lim arctga = — . Nevlastni integrél tedy konverguje a rovna se 7. B
a—00 2 2

o0
Priklad 51. f rzlnzdx
1

. a wu=Inz, v ==z 2 a 1 . a
Reseni: I = lim zlnzdz=| , 1 22 | = lim [—— -lnx] —— lim zdx =
a—oo f, =, - a—oo L 2 1 a—oo J,
. (a? 11 510 . 1, 1 1V 1
= lim (G ma—3[+])) =JL‘EO(%‘““‘3‘“2+5) %ﬂ‘i&%'(‘““‘a) =
= X Dany integral diverguje. []
0
Priklad 52./ zetdr
=00
w ﬂ . —_ - 0
Reseni : I = lim rzetdr = u,__zl‘ =% | = lim ([xez—ez] ) =
a—o0 J_, u =1 v=e a—00 —a
) 1
= lim (-1+a-e*+e %) =-1+ lim i |@|e§ -1+ lim — =-1+0=-1.
a—0o a—oco €% oo a—00 € -
o2 dz
Piklad 53. —_—
r f_m 2+ 2x+ 2
< dx dx
Reseni : —_— = | ——————— = arct 1)+ C
edeni /($+1)2+1 /(x+1)2+1 arctg (z + 1) +

/:c:’f(z:)d:r=[;f(x)dx+£wf(m)dx

t a
I = lim f(z) dm+¢12glo/a flz)dz = t}:l_noe [arctg (x + 1)L+t1_1+r£10 [arctg (z + 1)] =

t——00 ¢ a

. . ™ m
= arctg(u.m-+—1)—tll-r_nc"J arctg(t + 1) + tl}iﬂm arctg (t + 1)—arctg(a+1) = — (—5) =
=

= m. Integral je konvergentni.

oo
Priklad 54. / (z —1)sinzdz
0

a ' .
u=z—1, v =sInz

Resent : I=alll& 4 (z—1)sinzdz=| /| o
a a
= lim (— [(:1: -1) cos:r:] + [sinx] ) = lim (—(a — 1)cosa — 1 +sina) .
a—00 0 0 a—00
Protoze neexistuje limita, integral diverguje. £

€

P#iklad 55. f L
3o - niE

Reseni : Tento integral je nevlastni vlivem funkce . Tedy

T= By o [1n|1nm|]

=0+ J1, ZInz 0+

° = lim (lnlne— Inln(1 +e)) =
1+e€

e—0+

= — 111(1}}1_ Inln(1 +¢€) = +o0 . Dany integral tedy diverguje. s
€—¥

12



dz
2 -1

1
Priklad 56. [
0

Reseni : Opét mame nevlastni integral vlivem funkce.

' dz . 1-¢  dz . ] T —171-¢ | €
> = lim > = lim [— ln) H = lim = 'In 2nil =
0 T2—=1 0t )y x2-1 0+Ll2 lz+ 1o e—>l]+2 2 i
dz ki |

2 — a?

=—00. Integrdl diverguje. (Pouzili jsme vzorce | +C.) n

r+a

Priklad 57. —
Tikla fxx_

. T
Reseni : Nejdiive spoéitame neurcity integral [—-— =
] p y g e 1

[ Ve=T1=t z=1+t>] _ 2t dt B B
_[ z—1=1¢2 | dz = 2tdt ] —fm—Qarctgt—2arctg\/:z-—1+C_

Dany integral je nevlastni jak vlivem funkce tak i vlivem meze. Proto rozdélime
interval napf. (1,4o00) = (1,2) U (2,00) a potom

I—/ f(x)dx—ff:z:)d:r-t—[ f(z)dz = 11m f )dz+ lim /f

e—=0+ t—+oo

= lim [2 arctg vz — 1} + lim [2 arctg vz — 1} = 2arctgl — 2 lim arctg Ve +

1+4e€ t—+o0

+2t11m arctgVt —1 — 2arctgl =7 . ®
00
b 2 ~ldzx
58. f ze T dx (1/2) 59. f = [-1/2]
0 i
Wl ' arcsin z
60. 1 61. ——dzx /8]
/; z-In’z 1] by =112 [
62. d—x ! prok>1;prok <1 integr:;il.diverguje]
1 ok k-1
)
63. f 2] dx [oo , tj. integrdl diverguje]
o T2+ 1

1.8. Funkce definované Riemannovym integralem

e Urcete %I) pro funkci ®(z) :

g92(z)
Priklad 64. ®(z) = f f(t) dt, kde proménna z probihd néktery interval I, na némsz
91(z) .
jsou funkce g;(z), go(z) diferencovatelné a funkce f(t) je spojita

prot € (g1(z),g2(x)) aprovsechnazel.
Reseni : Predpokladejme, Ze existuje funkce F(t) primitivni k f(t),tj. F'(t) = f(t), pak

13



@ d [o@ o@  d
dz ~ dz o fe) di = d_:z_[ (t)] T dz (F(”(x)) N F(gl(z))) 1

= F'(gy(z)) - g5(z) — F'(91()) - g1 (z) = f(92(2)) - g(2) — f(91(2)) - 41 ().

9(z)
V pripade, 7e gi(a) =a je = [ f(0) dt = f(s(@)- (@) .

Piiklad 65. &(z) = / 9'—;5 dt, a>0
0

Resend : Podle pi"edchoziho piikladu, kde g¢,(z) =0, go(z) = g(z) = az, f(t) = =
d® d sint sin ax sin ax

o o8 [T = (g g @) = Tt = T :

dr dzrJ, t azr

0
Intdt, z>0 [(92°-4z)lnz] 67. B(z) = f V1+ttdt [—\/1 +z"]

66. (I) f

68. (I) — sm 52 dt, >0 [——1—- sinz + = sin -1—]
! 2z z? z?

69. ‘I’ f et dt z>0 [e:z - %einzz}

1.9. Ploény obsah rovinnych obrazcii

’ y=fix)

Je-li obrazec ohranicen primkamiy =0,z =a,T =10
a kiivkou y = f(x), kde f(z) >0 pro z € (a,b),
pak pro plosny obsah P tohoto obrazce plati :

= /:f(a:)d:r.

e Stanovte plosné obsahy obrazci ohranicenych krivkami :

Piiklad 70. y =2 —4z+3, z=0, y=0
Reseni : Rovnici dané kiivky zapiSeme ve tvaru y = (z — 1)(z — 3).
Z obrazku je vidét, ze obsah je
1
P=f (z? — 4z + 3)dz =
0

2 11 4
=[f——2x2+3x] =-—-2+3=1.
3 o 3 3 .

Piiklad 71. y =2%, y=4

Reseni :

14



) -2
2 2 1232
—2f xzdx—S[x] —2[%] =%
0 0 3Jo 3
[ ]
a3
Pf‘z'klad'TZy:m, y=0, a>0
Resend : , oo
P =f ¢ dr =24 / DR £
22 + a? o T:+a?
b
d 1 b
= 2a® lim 5 Y — 243 lim - [arctg E] =
b—oo Jo x% + a? b—oo @ alo
= 2a? lim arctg— = 2a° It
b—oo 2 -

Piiklad 73. 2 = a(t — sint), y = a(1 — cost), t € (0,27), y = 0. Re€eno slovy : stanovte
plosny obsah obrazce ohrani¢eného osou z a jednim obloukem cykloidy.

Resent : Jelikoz kiivka je zad4ana parametricky, pouzijeme nasledujici z4pis :

p= fbydx _ /:2 y(t) - £(2) dt, kde z(t)) = a,2(ta) = b.

ty

2
Potom P = / a(l — cost) - a(l —cost)dt =
0

2an ¥

2w 2w
1 2t
=a’ (1—2cost+c082t)dt:a2f (1—2005t+—t;i)dt=
0 0
1 1 sin 2¢72 3

t—2 ~t+ | " =a?-5-2m = 3ar. =

[ sint + 5 573 1o =a" 3 m=3a°mw
74. x = acost, y = bsint, t € (0,27) [wab]
75. 2 = acos’ t, y = asin®t, t € (0,2m) [%a’]
76. 2=y zy=1, z =4y [1/6 +1n2]
7.2y =2, y=2z% y=38, (x> 0) [28/3 — In 16]

POZNAMKA : Plosnym obsahiim rovinnych obrazci se budeme podrobnéji vénovat v kapitole pojednavajici
o dvojném integralu.

1.10. Objem a povrch rotacnich téles

Méjme téleso vzniklé rotaci kolem osy x obrazce ohraniceného osou z, primkami
z=a, z= b akFivkou y= f(z), kde f(z) >0, = € (a,b). Potom pro objem V a plosny
obsah pourchu S tohoto télesa plati

V=1r‘/jf2(:r:)d:c, —27r/ f(@) V1+[f(2)Pdz

15



Priklad 78. Soumérn4 parabolickd use¢ se zdkladnou a a vyskou h rotuje kolem zdkladny
tj. tétivy paraboly. Stanovte objem vzniklého télesa.

Regen?: : . ’ , 3 . ’
y Parabolickou tse¢ umistime do soufadnicové soustavy tak,
A aby osou rotace byla osa z . Nyni sestavime rovnici této
paraboly : vrchol paraboly je v bodé [0, ] ,
a
tj. y — h = 2px? a parabola prochédzi bodem [5,0}. Z této
podminky vypocCteme parametr
2
x a —2h
[£ o g\ 0—h=2p-z—>p: o

. : iy h i)
Tim jsme obdrzeli rovnici paraboly y = h — 4 — 3:2 a hledany objem bude

a/2 a/2 1624
V=7r/ (h—i—hx)Qd:E:??T/ h2(1—~8ai+-6—$)d3::
0

—a/2 (14

8 z3 16 z°q9/2 8

=9 h2[ - : ] = = rh% u
il a? 3+a4 5lo 1011-

P#iklad 79. Obrazec ohranic¢eny parabolami y = z?, y?> =z se otaci kolem osy z.
Jaky je objem takto vzniklého télesa?

o 10°

P#iklad 80. Obrazec ohrani¢eny jednim obloukem cykloidy dané parametrickymi rovnicemi
r = a(t —sint), y = a(l — cost) a osou z rotuje kolem osy z. Urcete objem
a plosny obsah povrchu tohoto rota¢niho télesa.
Resend :
2 2m 27
V= wf v’ dt = ?ra3/ (1—cost)® dt = mf’f (1—3cost+3cos® t—cos® t) dt =
0 0 0

3(1 + cos2t)
2

2.3

2 5
=7ra3f (1—3cost+ —(1—sin%t) cost) dt = ma® 52 T = bn‘a’.
0

S=27rf02wy-\/(:t)2+(g})2dt=

2m 2m
=27rf a(l—cost)\/ﬁa\/l—costdt:?ﬁazw/ (l—cost)% dt =
0

0
2?1' t t

=2\/§a27r/ 2v/2 sin® = dt 8a w/ (1—00325) -sin 5 di=

0 0

t 2 t12r 64
=8a2:rr[—2cos§+§ cos® 5]0 = Eazfr. m

P#iklad 81. Obrazec ohrani¢eny jednim obloukem cykloidy a osou z rotuje kolem osy y.

Jaky je objem takto vzniklého rota¢niho télesa?

z =a(l —cost), y=asint
(2)* + ()% = a®(2 — 2 cost)
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b
Reseni : Objem se v tomto pfipadé spocitd pomoci vzorce V, = 27r/ Ty dr =
a

2w
_ z = a(t —sint) dr = a(1 — cost)dt o . 2 2 =
_[ y=a(l-cost) | 0<t<2n ]—27T/0 a(t —sint) - a*(1 — cost)” dt =

2m
= 27ra3/ (t(l —cost)? — (1 — cost)?sin t) dt = 2ma3(I) + I,), kde
0

u=t, v =(1--cost)?

3 in 2t
u =1, v=§t—2sint+sm2

3 e B e (27,3 in 2¢ 3 3
= [t (ﬁt—2s1nt+zsm2t)]0 _/o (it—ZsintnLSH; )dt= —-47r2—2-47r2:37r27

2m
L :/ t(1—cost)®dt =
0

2

27

2m
1
Iy = —/ (1 —cost)?sint dt = —[— -(1 - cost)3] =0
0 3 0
Po dosazeni je V, = 2ma® - (3n% 4+ 0) = 6m3a®. ]

P#iklad 82. Oblouk OP kiivky y = V23 , kde O =1[0,0] a P je jisty bod kfivky,
rotuje kolem osy z a potom kolem osy y . Jak je tieba volit bod P,
aby objemy obou takto vzniklych rotacnich téles byly stejné?

Regeni : Oznaéme soufadnice bodu P = [b, \/b_3] Potom
b b
Ve =7r/ y?dz =V, :27r/ zydz,
0 0

b b4 b 2
y =23/ Vz=7r/ 2dr =71, Vy:27r/ r-23%dg =2r-2-b7/2
0 4 0 7

. abt  4Arwb’/?
7 rovnice —— =
4 7

obdrzime b= (179)2 #

e Stanovte objem a plosny obsah povrchu télesa vzniklého rotaci kiivky kolem osy z :

=ﬁ1ra,5=?7ra

84. 2=z, 1<zr<4 [V=12—57T,S=%(17\/1_7—5\/5]

83.z=acos’t, y=asin®t, te€(0,7) [V 32y 12 2]

e Stanovte objem télesa vzniklého rotaci kolem osy y obrazce ohrani¢eného danou kfivkou
a 0sou Z.

85.y =sinz, z € (0,m) [277)
86.y=2a°—z, xe€(l,2) (2]
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I1. Diferencélni poéet funkci vice proménnych

I1.1. Definiéni obor funkce dvou proménnych

e Uréete defini¢ni obor funkci a zakreslete jej :

Priklad 87. z =

Reseni : Proménné z a y musi spliiovat soucasné tyto podminky :
?y>0 — y>0, z#0
y—xz>0 — y>=z

D, = {[x,y] eF,:x<0,y> 0},
D, = {[z,y] € B2 : > 0,y > z}.

Pro definiéni obor dané funkce dostaneme D = D; U D, ]
. . y—=1
Piiklad 88. z = arcsin
Resent :
Proménné z a y musi spliovat
sou¢asné tyto podminky :
: -1
‘ e %— <1 a z#0.
Takze plati: = > 0: —:r:gy—lgx — —z+1<y<z+1

$<OI “‘.'.Ezy"—lzx — _x+12y22:_+_1
Dy ={[z,y) €Ey:x<0, z+1<y<1-z}
Dy={[z,y) € E:2>0, 1-z<y>z+1}

Pro defini¢ni obor dané funkce dostaneme D = D; U D. a
89. 2z = -y P#z>+y* <1 z>9")
' In(1 — 22 — y?) P aE
16 .
90.2=4/ln —— [ + y* <16, [z,y] # [0,0]]
z2 4 °

91.z = 3—7In(z+Iny) ly>e™7]
92. 2 = \/2z + y — 4+1/16 — 3% — ¢ ) [z* +y* <16; y > 4 — 21]
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llz| + |yl < 1]

[zy > 4]

I1.2. Limita funkce

e Vysetrete limity funkce v bodé :

. 2 2
Priklad 95. lim Sz 4y
[zy]=[00] 22+ y?

Reseni : Vyuzijeme skute¢nost, ze lim (22 +%?) =0 a provedeme substituci

[r’g]—b[O,Ozl
) Si + ¢ ol SINE
| — o b Tlioe iy, * S PP e End .
[z,y]-[0,0) 2+ y? t—0 ¢ -

2. 2 2
Piiklad 96. lim — Y
[z,y]—[0,0] 22 + y2

Reseni :  Pfipomeneme si zndmou vétu :

Ezxistuje-li dvojnd limita , pak existuji limity dvojndsobné a jsou st rovny.
lim f(z,y)=A = lim (lim f(z,y)) = lim (lim f(z,y)) =A4
=y T T—To Y—Yo

[z,y]—[z0,y0] y—yo T ‘
Odtud plyne
lim (lim f(z,y)) # lim lim f(z,y) = lim f(z,y) neexistuje.
Y—Yo TT0

TTo Y—Yo [z,y]>[z0,y0]

Tedy konkrétné :

2 2 2
: . BE—=2 .
lim (lim —~—y—) = lim— =1
0 y—0 12 + y? z—0 1?2 e et s Dy
2 _ g2 o2 — vySetfovand limita neexistuje .
; N i
lim (lim —y) = lim 2 = -2
y—0 -0 2 + y2 y—0 y2
]
3 __ .3

Priklad 7. lim ﬁ [z,y] € M, kde M = {[z,y] € B ; z —y # 0}
T,y )
[z,y) e M

Reseni : Jde o neucity vyraz ”2 7, ale nabizi se elementdrni iprava, kterou provedeme

0
R SO el AT O Cht ') | ol e I
[z,y] = [1,1] ' —y* oy = [1.1] (2 — gz +y)2®+92)
[z,y]eM [z,y] e M
g < [ Y L, 8 .
Lyl »1,1 (T+y)(@@*+y?) 4
[z,y] e M
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z?y
98. i TR istuj
[z,y]l—lr]ilo,o] P [neexistuje]
2 4
100. lim tg (2° +y°) {1]
[z,9)-[0,0) 3(z2 + y?) 3

I1.3. Spojitost funkce

Priklad 102. Vysetfete spojitost funkce f(z,y) = {

v bodé [0, 0].

Reseni : Funkce f(z,y) je spojita v bodé [z, yo], praveé kdyz

$2y2

2(z2+y?) _ 1
99 = 2]

. lim ——
(zy]—[0,0 22+ y?

LY

101. lim
[z,9)-[0,0) |zy|

[neexistuje]

V nasem pfipadé lim
1

= lim

t—0

2V/iH1

103. Ukazte, ze funkce f(z,y) = <{
. 0,
v bodé [0, 0).

ey-00 /222 +1—1

=2= f(0,0) — dana funkce f(z,y) je spojita v bodeé [0, 0]. e

Ve

3;2,9.2
[z, y] # (0,0
Fo [z,9] # [0,0]
2, [Q:a y] = [0! 0]
lim  f(z,y) = f(zo,¥0)
[z,y)—[x0,v0]
lgl - [ substituce ] — B t eH
0 2y’ =t _t—rﬂ\/t+1—1

= [z, 9] # [0,0]

[‘T& y] = [07 0]

[Ndvod : Pouzijte dvojnésobné limity.]

neni spojita.

e Urcete mnoziny, na nichz jsou dané funkce definované a spojité :

22+ —12
104. ==
105. f(z,y,2) = e* ** - sin(z + )
1
106. -
m2y2

107. f(z,y) = ——

f(z,y) S

1
108. f(z,y,2) =
f@.,2) In /(22 + y2 + 2?)

sin (z2 + 2 + 22)°
109. f(z,y,2) = i2+y2+22 )

B 1
lzyl + 2|

y+4
111. f(z,y,2) =
f(2,9,2) 2y — zy + 42? — 4z

110. f(z,y, 2)

(E2]
(Es]
(B2 - {y =5}
2.2
[E2,lze dodefinovat £(0,0) = i it )

m =
(z,y)—[0,0] T2 + y?

[Es = [0,0,0) U {z* + y* + 22 = 1}]

[E3, 1ze dodefinovat £(0,0,0) = 0]
(B3 — {z=0}n {zy = 0}]

[Bs —{z=0}U{z =1}
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I1.4. Parcialni derivace

e Najdéte parcidlni derivace prvniho fddu danych funkei podle jejich proménnych .

Pouzijeme oznaceni : f, = % a f, = g—gjj
Priklad 112. f(z,y) = (2z — 3y)*
Resen : fi=4(2x — 3y)3 2 . 3 f; = 4(2z - 3?/)3 - {—d) .

Pidklad 113. f(z,y) = 5z'y? + = + 222 — 3y
)
o fiond ! 3,2, 1 ' 4 z
Reseni :  f, =20z°y*+-+4z , f[f,=102"y— — —3 ) -
) )

Priklad 114. f(z,y) =3* ", y>0
Resent : ikl yz2+3 ‘lny-2z lez = (% +3) - yzz+2 .

Priklad 115. f(z,y) = ——2—, pro |z| > |y|
1-2 G y2

3 -9 .
Reseni : f.=y- a = =

A=) (@ —y)ya? 97
3
e S I 2

f = P e i T
v 22— @ -V (22— 1) /xz__yi

Piiklad 116. f(z,y,z) = (2¥)°

Reseni :  f(z,y,2) = 2%, flL=yzz¥*"', f,=2a*-lnz-z, f,=2% -Inz-y.
B

P#iklad 117. Urcete obor diferencovatelnosti funkce f(z,y) = /2% — y2.

S . z -y

. ! __ 2 . 2 / .
Reseni :  f,=+\z*—-y*+ ———m, Ty ———\/IQ——? .
7 teorie vime, Ze spojitost parcidlnich derivaci je postacujici
podminkou pro diferencovatelnost funkci. Tedy hledany obor
musi spliovat podminku

22—y >0 — |y| <|z|
D; = {[z,y] € B2 : x < 0,y € (z,—x)},
Dy, ={[z,y) € Ey: 2 >0,y € (—z,1)} .

y

=
1
Priklad 118. Je dana funkce f(.’L', y) = ln(|:r| + y) b —9—\/_——2_——2‘ . Urcete
a) defini¢ni obor (véetné grafického znazornéni), b) hodnotu f (A),
, of
de A =[- —(A).
ke A=[-1,2, o 2(4)

Reseni :
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a) lz| +y >0 — y > —|z|
9—z2—y?2>0— 22 +9y* <9

b) f(_1a2)=ln(I—1|+2)+T_1T_—4:ln3+%
of (—z)’ 2z R

c) 3:1:(A) (I:r:|+y 2\/79—:52—3,' )IA 24
| |

119. Dokazte, ze funkce z = f(z,y) = y?sin(z? — y?) vyhovuje diferencidlni rovnici

%z, + zyz, = 2z pro vsechna [z,y] € Es.
[Ndvod : Staéi spoéitat 2,z a do rovnice dosa.dlt]

e Vypoététe parcialni derivace dané funkce v bodé A :

120. z = /22 — y2, A =[2,0] [24(4) = 1, 2,(4) = 0]

121. z = g A=[3,2] [2L(A) = —2/9, 2,(A) =1/3]
122. f = z%eYsinz, A =[1,0,7/6] [fo(A) =1, fi(A) = 1/2, fi(A) = V3/2]
123. f =In(z? -y +32), A=[2,1,]1] [f2(A) = 2/3, f,(A) = -1/6, fi(4) =1/2]

11.5. Totalni diferencidl a teénd rovina

Priklad 124. Je déna funkce f(z,y) = = — ; Napiste totalni diferencidl df a urcete

obor diferencovatelnosti funkce i 5

Reseni : Totalni diferencidl df = % dz + % dy tj. df = (—i - ;) dz + (i + %) dy

je funkce, pro kterou musi byt splnény podminky z # 0,y # 0. Dostaneme tyto
mnoziny :

Dy ={lz,y] € B, : ¢ <0,y <0}, Dy={[z,y] € E2:x<0,y>0}

D3 ={z,y] € E2:2>0,y <0}, Dy= {lz,y] € E2:x >0,y > 0}.

P#iklad 125. Uréete totdlni diferenciél a piirastek funkce z = % v bodé A = [2,1]

pro Az = 0.1 a Ay = 0.2 . Porovnejte je.

Reseni : Totalni diferencidl v bodé A je dz(A) = S—E(A) dz + g—;(A) dy

1
Pitom dz = — = dz + ! dy,dz(A) = & dz + = dy. Zvolime-li dz = Az = 0.1
22 i 4 2

1 1
a dy = Ay = 0.2, pak obdrzime hledany diferencidl dz = T -0.1+ 5! 0.2 = 0.075,

pfidemz piirtistek Az = z(zo+ Ay, yo+Ay) — 2(zo, Yo) = 2(2.1,1.2) -2(2,1) =0.071.
Cim vétsi jsou piristky Az a Ay, tim vice se lisi dz a Az. (]
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Priklad 126. Pomoci totdlniho diferencidlu vypocitejte pfiblizny pfiristek funkce
z:arctg% pii zméné rod z;, =1doz, =12 a yod y; = -3
do y» = =3.1.

Resent : Prirastek pfiblizné nahradime diferencidlem t;.

_ 0z 0z
Ag =iz = S_x(A) ~dr + a_y(A) -dy, kde A[l,-3], dz =0.2, dy = —0.1.

Spocitame
0z 1 Y 3 0z I 1 1
—(A) = e T et = — e — . —_ = —,
Bx( ) (1+(g)2 ( :132)) A 107 9y 4) (1+(%)2 3:) |A 10
3 1
P dz=—:02+ —-(=0.1) = 0.06 — 0.01 = 0.05.
otom  dz = = - 0.2+ 75 - (=0.1) = 0.06 — 0.01 = 0.05 @

Priklad 127. Vypocitejte pfibliznou hodnotu vyrazu In(v/9.03 — +/0.99 — 1) pomoci
totalniho diferencialu.

Reseni : Polozme z(z,y) = In(v/z—\/y—1), o =9, yo = 1, pak dz = 0.03, dy = —0.01.
Pouzijeme vztah

0z Qf

DNz = z2(x + To,y + Yo) — 2(To, Yo) = ™ (zo,y0) - dz + 3y (zo, o) - dy,

ze kterého dostaneme
z(x + + 1) = z(x )+8Z(:t: ) d$+az(x Yo) - dy
Lo, — ) " ) : A H : .
‘ | 0¥ T Yo 0, Yo . 0, Yo 8y 0, Yo
Ptipravme si :

0z 1 1 1
(2o, Y0) = In(v/9 — V1 — 1) = 0, % (A) = (\/__ NS . Qﬁ) l(g‘l)_ 5
g_; (4) = (\/— 5 i/? —31° 2_\/15) ‘(9‘1): —%. Nyni dosadime a vypo¢teme hledanou

L 1 Ny
hodnotu ~ In(v9.03 — V0.99 — 1) = £ - 0.03 — 5 - (<0.01) = 0025 401 m

Priklad 128. Vypoéitejte pribliznou hodnotu vyrazu 0,98 pomoci totalniho

diferencidlu.
h!‘,es'em' z(zyy)=2Y, zo=1, =3, tj. A= (1,3], dz = —0.02, dy = 0.04, takze
: oz, . 0z
X 04) = —(A)-dz+—=—(A) - dy =
2(0.98,3.04) = 2(A) + 5~ (4) - do + 6y( ) - dy
[%=y.$y—1, Qi:;gvmx] — 143 (=0.02) +0 = 0.94. -
ox oy

Priklad 129. Najdéte rovnici te¢né roviny 7 a normaly n plochy z = 272 — 4y?
vbodée A=[2,1,7].
Reseni : Tecnd rovina 7 m4 rovnici
0 0z
i z—z= g ()@= 20) + 5o (A) (V= w),

kde A = [z, Yo, 20, & 20 = 2(20,%0). V daném piipadeé z = 2 4—-4-1=4 —
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0z 0z
A-[2,174]7 a_x(A)"(4x) A_ 87 b_y(A) (_Sy) A_ =4 =
7: z2—4=8(r-2)—-8(y—1) —8x—-8y—2—-4=0.

Normaila n je piimka prochdzejici bodem A, jejimz smérovym vektorem je normalovy
vektor roviny 7. Tedy n:[z,vy,2] =[2,1,4] + t(8, -8, —1). ]

Piiklad 130. Najdéte rovnici teéné roviny 7 plochy z = z? + zy — y* + & + 3 rovnobéiné
s danou rovinou g : 5z — 3y — 2z = 0. '

< 0 9]
Reseni : Musime najit bod A , v némz a_z =B, b—z = —3. Z toho dostaneme soustavu
z Y
. 2r+y+1=35, ;
rovnic { o gy _ _3 Odtud zo = 1,y = 2, 20 = 2(Z0, Yo) = 3, takze
A =[1,2,3]. Rovnice tetné roviny 7: 5x—3y—2+d=0, A€
— 7:52-3y—2+4=0. [

e Vypocitejte pfiblizné hodnoty danych vyrazia pomoci totalniho diferencidlu :

. V097
131. v/7.95 - v/8.96 5.9742 1807 L 0.936
[ ] 1.023 - /0.99 e
133. v/4.04 - 1n1.02 - arctg 0.9 (0.0314]

e Najdéte rovnici te¢né roviny 7 a normély n plochy z = f(z,y) v bodé A :

134. z =4+/z2 + 32, A=1[3,4,7] (122 + 16y — 5z = 0; [z,y, 2] = [3, 4, 20] + (12,16, -5)]
135. z2=2y, A= [0,0, ?] [z =0; [z,y,2] =t(0,0,1)]
| 2 2 2
=z2. a == T 2Y. =[i2 LT
136. z =z | cosy, A—[l.’ﬂ’?] [z_—4—(y ﬂ), [m,y,z]—[l,ﬂ,0]+t(0, T 1)]
1 1 \/§ , 7 —2V2y+z2-1+2=0;
137. 2 = — arcsiny, A= [—, ———,?]
T 4 22 li [z,y,2] = [%,g,g] + t(m, —2v/2,1)

e Najdéte rovnici teéné roviny 7 plochy z = z(z,;y) rovnobézné s rovinou g :

138. 2 =222 —¢%, p:8x—6y—2—-15=0 [r:8z—6y—z2+1=0
139. z = In(z* +2y?), 0:2x—2+5=0 [r:2z—2-2=0)
140. 2 =22 — ¢y 4 62y +2x, p:4z+6y—2=0 [r:4z+6y—2z—-1=10)

I1.6. Derivace a diferencidly vyssich fada

Piiklad 141. Najdéte vSechny parcié}ni derivace druhého fadu funkce
flz,y) =z’ —y- V.

24




Reseni: f = % = P —y-e"tY fy =3zy*—€” Yyt .2y = 3zy? — ™Y (1+242),
fll - Q?i L= 6(%) cskin g | el.+y2
gt = 8 ; )
L A - _ z+y? 2 o=ty _ __zty 3
) el 3y By = 6zy — 2ye (1+42y°) — 4y = 6xy — € (6y + 4y°),
o*f (%) ) ) Sk s
no_ — z/ _ g 2 _ _zt+y* T+y* | i 2 . oty 1 9 2
fzy axay ay y € ye 2y 3y € ( + y )’
o(5L)
no_ (e 9 2 $+y 1 2
fya =, y (1+2y°). N "
Vidime, ze pro uvazovanou funkci f plati Ep gy = 3y gx
ve vech bodech [z,y] € E». [

Priklad 142. Ukazte, ze funkce u = arctg (2z — t) vyhovuje parcidlni diferencidlni rovnici

*f 0f
2—— = E,.
Frir ey T
. du 2 Pu  -2-222-1)-2  —8(2z—1)
Resent : — = , = = y
oz 1+ (2z —1)? 822 [1+ 2z -0  [L+ (22— 02
Pu  -2-22c—-t)-(-1) 42z -1)
oxdt  [1+ 2z —1)2]2  [14 (2z —1)2]2’
Po dosazeni je zfejmé, ze rovnice plati ve vSech bodech [z,t] € E,. =
2 2
Prtiklad 143. Dokazte, ze ai gy( RE aa(; (0,0), jestlize
z% — 2y2
f(z,y) = { IQW pro [z,y] # [0, 0]
0 pro [z,y] = [0,0].
Resent : Snadno se piesvédéime, ze funkce f je v bodé [0,0] spojitd :  lim  f(z,y) =

[z,y]—[0,0]
= 0= £(0,0). Derivace f,(0,y), f,(z,0), fz,(0,0), f,;(0,0) vypocitdme pomoci
pfislusnych definic :

h2—2y?
fhy) = fOy) _ W =0 _

f2(0,y) = lim : = lim o 2y,
z2—2k?

I} 1 f(l‘vk)_f(x)()) 1 zk z24k?2 -0 e
fy(I,O)—llcl_I;I(l) k _Ilcl—i% % =z,

v o PO = F(0,0) _ =2k _

g . fy(h,0) = £,(0,0)  h
o = p BEHOD — o

25(0,0) # f,(0,0). .

e Najdéte diferencidly uvedeného radu :

Priklad 144. z = sin(2z +y), d?z="7
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Resend : Diferencial n-tého fddu d"f = (d.’L‘ 2 + dy - 3)n f, potom
, , or 632;
o d\2 9%z 6 0%z
2, = k. 2 2
dz—(dz:am+dyay) a2(d) drss dxdy+62(dy)
= —4sin(2z + y) (dz)? — 4sin(2z + y) dz dy — sin(2z + y) (dy)* =
= —sin(2z + y) (2dz + dy)*. =

Priklad 145. z = 2° — y® —zy + 3%, d32=7?

3
Resent : Pz= g:; (dz)® + 3a:a (dz)*dy + 368; = dz (dy)* + g?z (dy)®
2 = 3z —y, 2, = —3y% —z + 2y,
z;. = bz, 2y, = —6y +2, Zgy = —1,
2. =B, Zyy = —6, Ty = 2y =0,
d®z = 6(dz)® — 6(dy)>. =

Priklad 146. u = 223 d2u(A) =7, d*u(A) =7, d"u(A) =7, A=0,0]
Reseni : d*u(A) = ( 223V (2dx — 3dy) )‘ = (2dz — 3dy)?,
3u(A) = ( 20-3Y (94 — 3dy) )LF (2dz — 3dy)?,
d"u(A) = (623'39(2(1.'5 - 3dy)“) ‘A= (2dz — 3dy)". B
Diferencialy 1ze pouzit v dilezité Taylorové vété : Necht f(z,y) je funkce (n + 1)-krdt

diferencovatelnd v kazdém vnitinim bodé obdélnika M se stiedem v bodé A = (zo, Yo)-
Potom ke kazdému bodu (z,y) € M ezistuje bod (£,m) € M takovy, Ze

faw) = 1) +apa)+ A o B g
ke d(A) = df (z0,0) = SL(4) - (& = 20) + 5o (4) - (v = o),
2 2 2
1) = ZL) - -0 420 T4 (5= a0)- (0= w0) + () = w0
PIA =Y (}) 5o ) (2= 20 (= w0)™™
k=0
Ront = mog 76

Priklad 147.* Napiste Tayloriiv rozvoj funkce f(z,y) = 23 — 3zy* + y* + 4z — 5y
v okoli bodu A = [2, —1] a vysledek vyuzijte k vypoctu hodnoty funkce f
v bod¥ (2.1,-1.1).
Resend :
f(A):lﬁ, d.’B:J.'—.'IIo:.’.C—?,, dy:y—yo:y+ls

F1(A) = (32 — 3% + ‘”If 13

fy(A) = (=6zy + 2y — 5)L= 5

} — dz(A) = 13dz + 5dy = 13(z — 2) + 5(y + 1),
v
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1(4) = (62)| =12
22(A) = 12 (dz)? + 12dz dy — 10 (dy)* =

" (A) = (—6x + 2)‘A= —-10 =12(z - 2)2+12(z — 2)(y + 1) — 10(y + 1),

m (A)_G

IJ:T

yz(A) = — d*2(A) = 6 (dz)*—18dz (dy)* = 6(z—2)>—18(z—2)(y+1)?,

ny

fﬂ'f (A)= " (A)zo

yIzr yyy

flz,y) = 16+13(x—2)+5(y+1)+6(z—2)2+6(z—2) (y+1)—5(y+1)*+(2—2)3—3(z—2) (y+1)?,

Ry =0,
f(21;-1.1)=16+13-0.1 +5(-0.1)+6-0.12-6-0.12 = 5- 0.1? +0.13-3-0.13 =
= 17.3 — 0.552 = 16.748. [

Priklad 148.* Napiste Tayloriv rozvoj étvrtého stupné funkce f(z,y) = cos(z® + y?)
v okoli bodu [0, 0].

2 4
Resent : Pouzijeme Tayloruv vzorec pro cosz =1 — 5 + I’ do kterého dosadime
2 1 ai2)2 2\4
+ &
z=a*+y*: c:os(m2+y2)i1—($ 2'3,') —|-( -;Iy);
1 ! !
Ty(z,y) =1— §(:r4+23:2y2+y4). 5
e Najdéte parcialni derivace druhého fadu dané funkee :
— 3 "o 33(2{ — 33) "o_ -1 wo_ o _ i
149. ¢(s,t) = In(s” + 1) [05” =i ey = 10 Gst = Prs = &+ t)z]
2
cosS T
150. (,15(117, t) = ; [qb (4x cosz® + 2sinz?), ¢y, = ; cosz>, ¢uy = i—fsinxz]
151. f(:x:,y) — 2 tby . [f — g2elT by LSl = — p2eaTtty i =abe“+°"]

e Rozlozte funkci f(z,y) podle Taylorovy véty v okoli bodu A pron =4:

152.% f(z,y) = 2% + 522 — 62y + 292, A = [1,-2]
[ flz,y) = 26 +25(z — 1) — 14(y + 2) + 8(z — 1)° ]
+2(y+2)?2 -6z -1)(y+2) +(z—1)°

_ .2 .3 9 _ fz,y)=(2-2)+3(y+1)+ (z —2)*+
153.*% f(z,y) =22 +3zy—y* + 1, A=[2,-1] 43+ 1) +3(z - 2 +1) - (y+1)°

I1.7. Gradient. Derivace ve sméru

e Uréete odchylku gradienti danych funkci v bodé A :

Priklad 154. f(z,y,2) = 2¥ + yz, g(z,y,2) =sin(zz) +z+y — -; -1, A=[1,1,0]
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é?fb‘f@f
oz’ 3 0z

grad g = (z cos(zz) + 1,1+ — /2 :rcos(:rz) - %) — grad g(A) = (1,1,0)

Reseni : grad f = ( ) (ymy L 2¥Inz + z,y) — grad f(4A) = (1,0,1)

Ozna¢me ¢ = <(grad f(A),grad g(4)). Potom

COS __(1,0,1).(1,1,0)_ | — __E -
YTTVR V2 TR
T (/(('yc—ftz{_,
Priklad 155. f(z,y) = arctg " g(z,y) = yvz, A=[1,1]
s 1 1 1
Resent : grad f(A) = (5, —5), grad g(A) = (5, 1),
cosp = (3:-3) - 1) ﬁ (p = arccos (—-io)
- \/— \/‘ 2v5 B 10 /°

P#iklad 156. Urcete, ve kterych bodech je gradient funkce f(z,vy,z) = 2% + y* + 2% — 2zy2
roven nulovému vektoru.

Resend : grad f = (22 — 2yz,2y — 222,22 — 2zy) = (0,0,0) — z—yz=0

y—xzz=0
z—zy=0
Je ziejmé, ze jeden z bodii bude bod A; = [0, 0, 0]. Dalsi spo¢itame ze soustavy :
T =Yz Ay =[1,1,1] Az =[-1,1,-1]
2 2 LAt B b 3 14 ]
y—yz=0—>z=:|:1}-—> 5 "
{ z—y?2=0—y==l Ay=[-1,-1,1], As=[1,-1,-1].

Priklad 157. Uréete, ve kterych bodech mé gradient funkce f(z,y, z) = (2% + y?)*/?
velikost 9.

Resent :

lgrad f| = |(3z/22 + ¥2, 3y /22 + y2)| = 1/922(z? +'y2) + 9y2(22 + y2) = 9,

9z2(z? + y?) + 9% (2* + v?) = 81,

(2 +y?)? =9 — 2 +y* =3.

Hledané body lezi tedy na kruznici o polomeéru V3. W

e Vypoctéte derivaci funkce f ve sméru § v bodé A :

Priklad 158. f(z,y) = 2z + 2y + 3, §= (3,-4), A[1,2]

Regent : 3 .
()= grad f(4) 5, grad = (85° 4 v+ ),
_ of i\ _ (3,-4) 30-52 22
grad f(A) = (10,13), ag(A)_(IO, 13) e =

Priklad 159. f(z,y,2) = 2* + > + 23 — 3zyz, A :'[1, —1,2]; § je jednotkovy vektor
uréeny svymi smérovymi uhly 7/3,7/3,v, v € (0,7/2).

Reseni : §= (cosa,cos 3, cosy), kde cos? @ + cos? B + cos®y = 1, 5] = 1. Tedy
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12 12 1
(5) + (5) +cos’y=1— cos’y= 5 — = % (0,7/2).
af(A)—gradf(A) §= (32® — 3yz, 3y® — 32z, 32° —3:cy)| (; ; \é—)

B 11 v2y_6+15v2

‘(9’"3’15)'(22 2) ol T -

Priklad 160. f(z,y,2) = 2% + 2y? — 2%, A =[-3,2,4]; smér § je smér vektoru fTB’,
kde B = [~2,4,2].

3 w s - 8f §’ (1’2 _2)
Reseni: §=AB = (1,2,-2), <% = = (—6,8,-8)—F——==
Eesent S ( 3~y )! 83( ) (23:,4.‘9', 22) A |§1 ( 6’8’ 8) 1.'. 4 + 4

%( 6+ 16 + 16) = 236 B

Priklad 161. Urcete derivace funkce z = z° + In(z + y?) v bodé A = [3,2/3] ve sméru
teény k parabole y? = 4z. Uvazujte vektor svirajici ostry tihel s vektorem 4.

Reseni : Souradnice smérového vektoru te¢ny ziskdme z jeji smérnice

-+
5

4 1 1
y=2Vz, y' = ﬁ! ks =19y'(A) = % =tga
A 3 ™ 3 T m ™
o = — = — _ = —
B 6’ -6 3
1
> - §= (cosa,cos B) = (% 5) |5] = 1.

L] = (2%, taie

z+y? T+ y? 15 /45
hledand derivace bude
9z 91 4v/3 V3 1 95v/3
=) (53 -

gr el fid)- |~| (1 15 2 '8/ 30

Nyni si pripravime grad z(A) = (2:1: +

P#iklad 162. Urcete v jakém sméru je derivace funkce f(z,y) = z°y + % + 2y
v bodé A = [—1, 1] maximaélni a vypocitejte tuto derivaci.

Reseni : Z obecné teorie vime, ze derivace je maximalni ve sméru gradientu.

grad f(A) = (3my+yi z3—%~+2)| _(43) — F=(4,3).

af 5 _16+9 _ .

=95

A) = grad -
Priklad 163. Je déna funkce 2z = /27 + y, bod A = [1, 2, 7], vektor §= (—1,1). Urcete
a) ve kterych bodech je funkce z diferencovatelna, b) —ég,(A),

c) te¢nou rovinu ke grafu funkce z v bodé A.

Reseni : a) 2. = k. o . y 204y>0—y>—2r
' S T Ty | YRy ¥ 2 vy ‘

- 9z s O | o |

b) A=[1,2,2], —(A — ;

) [ ] 83( IS (2 4) V2 4v/2
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1 1

C z2—2==(x—-1 —(y — 2). 5

) riz-2=3(@-1)+;4-2)

P#iklad 164. Uréete vektor 5, v jehoz sméru je rychlost zmény funkénich hodnot funkce
f(z,y,2) =z +y* + 2* — 2zyz v bodé A =[1, -1, 2] maximédlni a tuto
maximalni rychlost vypocitejte.

Reseni : Funkce maximalné roste, resp. klesd, ve sméru é', resp. (—3§), kde

O v _ o g (L-L1) 18 Lo 8f
55,(,4)_(6, 6,6) S-St =6V3 e 4)(/-1) =BV8. e

Piiklad 165. Urcete, ve kterych bodech je gradient funkee f(z,y,z) = z° + y? + 22 — 2zyz
kolmy k ose z.

Reseni : i = (1,0,0) je smérovym vektorem osy z, grad f = (2z—2yz, 2y —2zz,2z—21Y),
i L grad f znamend i-grad f =0. Odtud 2z —2yz =0
takze hledané body lezi na plose z = yz. E

Priklad 166. Uréete tihel vektorﬁ gra,d f(A) a grad g(B), kde f(z,y) =z — 3y + /32y,
=[3,4],9(z,y,2 \/:c2+y + zyz, B = [3,4,0].

Reseni :  grad f(A 1 + = \/ —3 33: = (2, —g) € V(E»)

(m \/__+Iz,\/m+zy)

= (0,0,17) € V(E3).

grad g(B

9 : 9 .
Vektor (2, _Z) € V(E,) doplnime na (2, _Z’O) € V(E3). Nyni
(2,-%,0)-(0,0,17) . .
cos p = = e
(2,-%,0)!-1(0,0,17)] 2
, : . 1 16
167. Ve kterych bodech je gradientem funkce f(z,y) =In (:r: + ;) vektor (1, —-g—) ?
[v bodech [—%,% a [%,-—g]]

168. Ve kterém bodé je gradient funkce f(z,y,2) = ?+y? 222 +zy+3y+82

a) kolmy k ose z; b) rovnobézny s osou z; ¢) roven nulovému vektoru?
a) v bodech roviny z = 2 tj. [:r v, 2]

b) v bodech pfimky z = — y=ﬁz=

ity | :
169. Naleznéte thel ¢ gradientii funkce f(z,y) = arcsin i , y # 0, v bodech

A=11,1],B = [3,4] [eoso = ]

e Je déna funkce f(z,y), bod A a vektor §. Urcete, ve kterych bodech je funkce f

diferencovatelnd, spocitejte 34(/-1) a napiSte rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f
v bodé A :
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170. f(z,y) = |z| +y, A=[1,0,7], §=(-1,1) [z #0, aﬂ(A) 0, z+y—2=0)

171. f(z,y) =2+ 3zy + %, A=[1,0,7], §=(1,2) [B,, f(A; ﬁ, 22 +3y—2z—1=0]

172. Urcete v jakém sméru je derivace funkce f(z,y) = In e i
l‘ —_

> v bodé A =[3,0]

maximalni a vypocitejte tuto derivaci. [§= grad f(A) = (0, g) %{A} = 5]
173. Urcete derivace funkce f(z,y) = z* — y? v bodé A = [2, 3] ve sméru §, svirajici

s vektorem i dhel o = % (a= g je smérovy thel) [%,(A) =2- 3\/5]
174. Uréete derivace funkce f(z,y,z2) = 2% — 3:53; +y? z — 5z v bodé A =[1,-2, —1]

ve sméru S, jehoz smérové uhly jsou a = ,6 ,')f S (0 ;) [ f(A) ;ﬁ]

11.8. Derivace slozené funkce

e Vypocitejte derivace danych slozenych funkei :

: 0z 0z
Priklad 175. 2 = €*lny, = =wucosv, y=usinv, — =7, =7
ou o
Reseni : Zavislost mezi proménnymi zndzornime orientovanym grafem, ze kterého ses-

tavime vzorce pro jednotlivé derivace.
Z

0: _0: 0x 0z By
/\ ou Oz Ou 8y ou

X Y 0z 0z Bx + 0z ay
l><l ov Oz oy ov’
Nyni tyto denvace vypocitame :
u Vv
g3 - Cal 2 . _ e’
— =¢€®lny-cosv+ —sinvy, — = —e’lny-usinv+ —ucosv. ®
ou Yy ov Yy

POzZNAMKA : V tomto jednoduchém piikladé bychom mohli dosadit za = a y. Pak
derivace funkce z = e* % In(u sinv) by se dala spocitat pfimo, avSak nasim ikolem
je procviceni derivaci slozenych funkei.

0z 0z

1
= 2 2 —_ = 2 — 2 _ _ =? —_— =?
Priklad 176. z = In(z° + y* + tz)’ g=uHt, y=ui -y, o= o
Resend : L
0z 0z 33:_{_62@ %_%B_xJF@
N u Oz Ou Oy 6u 9t Oz Ot Ot
- "67 - ’ el I ’ g
Xt (Derivace s pruhem 5t je pomocné oznaceni a odpovida
\u/ piimé Sipce od z k ¢, kdezto % je celkova derivace
z podle t.)
0 2 2 2
AP NIPTR —y——(Qu— 1) = 5———7(2zu + 2yu — ),

= u+
ou  22+y%+ 4 22+ Y2+ % 2+ Y2+ 5
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0z 2z 1 2 2
e R et e £z -

—_— L]
:1:2+y+ )

t3

1 Ou 1 Ou 1 oOu

. BrA 4 SREELIE N ou
P#iklad 177. u = f(z* + y* — 22%). Spocitejte vyraz V = ?4?8_:54-@5839 + i,

Reseni : Oznatme t = z* +y* — 22*. Pak u= f(t) a

Ou du Ot
B e e P e
r dr dt Oz f e
u du Ot i 3
1 _——=— = = t)-4
ou du Ot
x z e T g e, ((— 3y,
Bz bl DZ f.8s)
Po dosazeni snadno spocitame, ze V = 0. ]
0%z 0%z
Piiklad 178. z = uv? = = =7 — =7
lad 178. z = wv?, u=zlny, v=ylnz, 520y » 57
Reseni : '
,/\ Nejdiive spocitame 2 a potom -gfz_ &
u v oy Oz Oy’ Oy?
QE—?_Z_QE_'.Q.Z_ a_v—U2.£+2uv.ln$
dy Ou Oy Ov Oy = Y i

; , . ) 0z
Nyni zndzornime zavislost derivace 0 na u,v, T,y :
Y

o _ ) _0F) 9F) ou 0G)
drdy Oz Oz ou Oz ov

¢ - Duw 2
A L = 4 opinz- 1ny+(—zf+2uln$)-%,

X4—Uu v—>ry y T

NS e A 9% G du A oy _

9|
|

oy Oy dy * B oy v Oy
:“P——-Q-Zvlng: g:-+(2—U—-+—21;ah'1$) Inea &
y? Yy Y

179. Presvédite se, ze funkce y = f(z + at) + ¢(Z — at) vyhovuje parcidlni diferencidlni

0%y 8y

rovnici — — a? — 0. Pfedpokladame, ze f a g jsou dvakrat diferencovatelné

ot? dx?

funkce. [Navod: u=z+at, v=z—at, y= f(w) + g(v)]

0z 0z

180. Presvédéte se, ze funkce z = f (Ef_) splituje rovnici = - — +y - 5~ = 0. Predpo-
T oz Oy

kladédme, ze f je diferencovatelnd funkce.

181. Jsou d4ny funkce z = f(u,v), u = z? — y?, v = e™. Spocitejte diferencialni vyraz

W=y- e +z- i kde f je diferencovatelna funkce. [
ox dy’

=z +y')e

182. Je d4na funkee f(z,y) = z¥, kde z = u® + v?, y = uv + v2. Spocitejte cT)i a 6‘_f

v bodé A, jehoz soufadnice jsou u =1, v = —1. [%(A) = %%(A) =-
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I1.9. Funkce definované implicitné

Priklad 183. Dokaite, Ze rovnici 23 + 33 = 222 + 2y — 1 = 0 je implicitné definovdna
jeding funkce y = f(z) v okoli bodu A = [1,0]. Urcete f'(1) a f"(1).
Reseni : Oznatme F(z,y) = 2% + y® — 222 — zy + 1 funkei, kter4 je spojitd v E» a mé
spojité parcidlni derivace. K existenci a jednoznacnosti implicitni funkce y = f(z)
nyni stadf, ze F(A) = F(1,0)=0a F! = (3 — x)’A= —1 # 0. Déle spocitame

/ T Fm’_ 3$2—45f;—-—y : e 3 3_4_
f(x)__F;__W’ f(l)—f(A)_—-:l___lli
Py = Y@ _ (624 )3~ ) ~ (32* — o —y)(6y- £~ 1)
dr (392 — 2)2
)=y = -EAENED-B-9Cn .

Priklad 184. Napiste rovnici tecny ¢ a normaly n kfivky definované implicitné rovnici
F(z,y) =23y +y3r + 2% -3 =0v bodé A = [1,1].
S 5 # 0, je rovnici F(z,y) =0

Redeni : Jelikoz F(1,1) = 0a F,(A) = ($3+3y2x+m2)[ ]
]-9
skutec¢né definovdna kfivka y = y(z), kterd prochazi bodem A.

F! 3z%y + % + 2xy 6
y(4) F;( ) ( x3+3y2x+:c2) A 5

t: y—yo=1y(z)(z—x0), kde A = [0, 0], y—-1= —g(sc—l) — 62+5y—11 =0,

5 5
n: ywlzg(x—1)~—}5$—6y—1=0. E
Prviklad 185. Rovnici In /22 + y? = arctg L je dédna logaritmicka spirala.
-
Stanovte y' a y".
!
Reseni : Muzeme pouzit zndmy vzorec y' = -?f, F; # 0 nebo muzeme danou rovnici
y
primo derivovat a pritom si pamatovat, ze y je zavislé na z tj. y = y(z).
Derivujme pfimo :

1 2z + 2yy’ 1 yz-y  z+yy _ yYz-y
: i _ F3F -

V2 +y? 2/x2+y2 1+(4)?2 2? 24y a2 4P
r+y

gty =yr-y—r+y=y(a-y) — ﬁ=$w¢ z#y

Druhou derivaci spo¢itame podobné :
(x+yyi(LHﬂw—y%%x+wﬂ—ﬁ)*x—y—r—y+§&—y+x+w=

T —y (z — y)? (z — y)?
w_ 29 +2y oW +22- T 2z 4y .
(=gl Lof@agy)? (z—y)3

Priklad 186. Ukazte, ze rovnici z2 + 2zy + y? — 4z + 2y — 3 = 0 je implicitné urcena funk-
ce y = f(z), jejiz graf prochdzi bodem A = [0, 1] a zjistéte, zda je f(x)
konvexni v okoli bodu A. Napiste rovnici teény ke grafu funkce v bodé A.

Reseni : F(z,y) = 2% + 22y + y® — 4z + 2y — 3 je diferencovatelnd v Es,
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F(A) = F(0,1) =0, F;-——(2x+2y+2) A%O,

F 2z +2y — 4 rT+y—2 1
r— __% — — = — ’A = =
V="F T Tmroy+2 :x:+y+1_+y( ) =73
,_ (+)etyr) - @ry=20+y) _ 304Y)
(x+y+1)? (x+y+1)°
y"(A)=—-—3—(1-—_*-—%)——=—9 < 0. Funkee y = f(z) je v bodé A konkdvni jelikoz
(0+1+1)2 Bl ’

1
y"(A) < 0. Teéna v bodé A ma rovnici y — 1= 52—~ 2y+2=0. e
Piiklad 187. Dokaite, 7e vztahem F(z,y,2) = 2° + 372z — 22y = 0 je definovéna jedind
funkce z = f(z,y) v okoli bodu A = [-1,—2,1]. Urcete grad f(A).
Feseni - Funkce F ma spojité parcidlni derivace v okoli bodu 4,
F(A) = F(~1,-2,1) =0, Fl(4)=(@32+ 3$2)l_A= 6+#0. Tim je existence

a jednoznacnost funkce z = f (z,y) v okoli bodu A prokdzéana.

0z 0z

Nyni j A)=|=—(4),+—(A

mee gradf( ) (ax( )!3y( ) '!kde -
O _Fpi 6z —2y . 0z 1
%__E_r322+3x2—>6:1;(14)r§’
9z  F, -2z Oz 0. 1
9y F' 322+ 3z =4 Gy(A)_ 3

| 1

Pitklad 188. V okoli bodu [2,—2,1] je ddna funkce z = f(z,y) v implicitnim tvaru
In z + z%yz + 8 = 0. Urcete %%L, kde §= E,A =[2,-2],B=[3,-3]

Reseni - Oznatime F(z,y,2) =lnz+z’yz +8.V bodech, kde F(z,y,2) =0
a F,(z,y,2) # 0 plati : '

0z ) 2ryz 0z 8 0z F; x2z 0z 4
- e — = —= —-——:———:-————————)——A = =,
oz F! L+ a2y 6:1:(A) 7" Oy F! Lt a2y By( ) 7
0z 5 8 4\ (1,-1) -12 —6v2
OZ par S pldje o= s ]2 - . ) .
% =g 7= (-57) "7 a7

Piiklad 189. Napiste rovnici tecné roviny 7 a normaly n k plose definované implicitné
rovnici F(z,y,2) =22 +y>+2° —26=0,v bodé A = [3,0,4].

Reseni : Vime, ze normélovy vektor k plose ma vyjadieni
0z 0z F' F, _
7= —,—F1) = (——i,——ﬁ,—1) i (B R B,
n(é)xay F!’ F} i=(F By F)
Je-li plocha vyjadfena v implicitnim tvaru, pak posledni zapis je vyhodnéjsi. Tedy
i = (22,2,22) ~ (3,3,2)| = (3,0,4),

T:3(x—3)+0-y+4(z—4)=0—+3:1:+4z—25=0,
n:[z,y,2] = 3,0,4] +t(3,0,4). L
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Priklad 190. Napiste rovnici teéné roviny k plose F(z,y,2) = z(y +2) +22—-5=0
rovnobézné s rovinou g : 3z — 3y + 62 = 2.
Reseni: = (3,-3,6) ~ (1,—1,2)
= (Fz’sF;an’) = (y+ 22,7 +22) = k(1,-1,2)

y+z=k
{ r=—k } a z této soustavy musime urcit souradnice dotykového bodu A.
T+ 2z =2k
k 3

Vychdzi x = -k, y= it k. Vime, ze hledany bod musi lezet na dané

plose, proto dosadime do F(z,y, z) = 0 a uréime konstantu k& , a tim i soufadnice
hledaného bodu. Dostavame postupné

k 3 3 .32 2, 9,0 _ I =
Al = [—2,3, —1] A2 = [2 —3 1]
m:x—y+2247=0, m:z—-—y+22—-7=0. [ |

Priklad 191. Urcete rovnici tecny v bodé A = [-2,1,6] ke kiivce v Ej3, dané
rovnicemi 2z% + 3y? + 22 = 47, 2° + 2y = 2.

Resend : Snadno uréime teénou rovinu v bodé A k prvni plose 7, : —4z+3y+62—47 =0
a tecnou rovinu ke druhé plose 7 : —4x + 4y — z — 6 = 0. Smérovy vektor hledané
tecny je § = X fiy = (—27,—28, —4) ~ (27,28,4) a rovnice te¢ny ‘

[z,y, 2] =[-2,1,6] +t(27,28,4).
Uvedeme dalsi mozny postup. Pfi daném vyjddfeni kiivky jako pruniku dvou ploch
budeme predpokldadat, ze jedina nezdvisla proménna je z. Potom y a z budou funkcemi
proménné z, tj. y(z), 2(z).
Hledany te¢ny vektor § bude (1,y'(z), 2/(z)). Proto danou soustavu zderivujeme
podle z :
{4$+6yy’+22z’:0 ) {2x+3yy’+zz’=0
neboli .
2z + 4yy' = 2’ 2r+4yy’ =2
Nés zajima tecny vektor v daném bodé, proto dosadime soufadnice bodu A
a obdrzime postupné vzajemné ekvivalentni soustavy

4~ B )
4 -1 —28 28
—4+3y' +62' =0 3 +6: =4 | ‘3 H —27 ~ 27’ |
—4+4y—-2=0 '] 4-2=4 [’ 3 4 '
' ; |44| -4 4
2 = ol —— = —
58 L =27 =27 27 )
Hledany teény vektor je §= (1, o7 ﬁ) ~ (27,28,4). Parametrické vyjadreni

tecny je tedy opét [z,y,2] = [~2,1, 6] + t(27, 28, 4). [ ]

Priklad 192. a) Najdéte jednotkovy vektor 7° vnéjsi normaly v bodé A = [1,—1,1]
plochy vyjadiené implicitné ve tvaru F(z,y,z) = 22 +y>*+22 -3 =0.

b) Spocitejte %{A], kde f(z,y,2) = zy?23.

Reseni : a)fl= (F;, F,, F,) = (2z,2y,22) ~ (z,y,2), #°= (1,-1,1)
1

0 1 1 T
b) o (4) = grad f(4) 70 = (1,-2,8) - 22D — v .

V3

]
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e Napiste rovnici tecny ¢t a normaly n kfivky definované implicitné rovnici F'(z,y) = 0
v bodé A :

193. F(z,y) = arcsinz + zy? = 0, A = [0, 2] t:z=0n:y=2
194. F(z,y) = 2%y + zy® — azy —a® =0, A =a,q] [t:y=-z+2a,n:y=z
195. Dokaite, ze rovnici In(z + y) + 2z + y = 0 je definovéna funkce y = f(z) spliujici

f(=1) = 2. Napiste rovnici teény ke kiivce y = f(x) v bodé A = [-1,2].
[t:y—2=—-2(z+1)]

e Napiste rovnici te¢né roviny 7 a normaly n k plose F(z,y,z) =0 v bodé A :

196. 2 +2y2 + 322 —-21=0, A=1,2,2]
[r:z+4y+62—-21=0, n:(z,y,2) = (1,2,2) + t(1,4,6)]
197. 23+ y® + 2B +2y2 —6=0, A=[1,2,-1]
i [r:z+11y+52—-18=0, n: (z,y,2) = (1,2,-1) + ¢(1,11,5)]
198. zy2? —z—-y—2=0, A=[1,-1,-1]
[r:=224+2+3=0,n:(z,y,2)= (1,-1,-1) + ¢(-2,0,1)]

e Napiste rovnici takové te¢né roviny k plose F(z,y, z) = 0, kterd je rovnobézna
s rovinou p.

199. 22 + 42 +22-1=0, p:z+2y+2=0
[+ 2y + 2 £ V6 = 0, body dotyku T2 = [:i:ﬁ, i%,iﬁ]]
200. 22 +2924+322-21=0, o: c+4y+62=0 [z +4y +62+£21 =0, Tz = [£1, 2, +2]]
201. Je déna funkce z = f(z,y) v implicitnim tvaru e — zyz = e. Urcete f,(A), f,(A),
2y(A), kde bod A = [0, ¢, 1] [fo(A) = 1, f1(A) = 0, fi,(A)=1/e]
202. Jsou dény dvé plochy rovnicemi v implicitnim tvaru z +2y —Ilnz +4 =0

1
a z2—zy—8z+ 522 +T>\I= 0. Uréete vzdjemnou polohu teénych rovin obou ploch

ve spole¢ném bodé T = [2, -3, 1]. [z + 2y — 2+ 5 = 0 je spoletnd tecnd rovina]

I1.10.* Transformace diferencidlnich vyrazu

Necht plati :

1) G a B jsou oblasti v Ey,
2) zobrazeni g = [g1,...,9x] : B — G, spliujici

By s ) = [gl(ul,...,un),...,gn(ul,...,un)] pro viechna [uy, ..., u,] € B,

je prosté a md spojité parcidlni derivace v B,

oz 0z
5w, " 9w,
3) Jacobidn J = : # 0 v celé oblasti B.
0z, 0z,
aul = a’l_l,n
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Potom zobrazeni g = gy, ..., gn) nazjvdme transformaci souradnic [z,,...,1,) € G
do soustavy soutadnic [u,,...,u,] € B.

Priklad 203. Je dana tzv. Eulerova diferencidlni rovnice z%y” + 2y’ — 4y = zlnz.
Proved'te jeji transformaci, jestlize z = e'.

Reseni : V daném piipadé mame jedinou nezavislou proménnou z, z € G,, G = (0, 00),
y je funkce z. Transformacni funkce z =e!: R — G, R = E;,G C E; je prosta

a jeji Jacobian se redukuje na jedinou derivaci d—:; =e'# 0 pro vsechna t € R.

dy d*y dy d*y
S : 1 " o_ p 5 - T e .
Spomtejmedderlv&ce y'= - ay’= -5 pomoc derivaci g=— f=—3:
y’:—dyz—dtzgzy.e_t
d .

o d_z(‘ 'f;

dy' . P orw @Y 4 om
yu:E:%~=(y.e5_y_ef)_et=(y_y)_62t'

dt
Po dosazeni do dané rovnice

e (f—y)-ette-g-et—4dy=¢e'-Ine
obdrzime transformovanou rovnici ¢ — 4y =t €' _ ]
y T 0z , , et
P7iklad 204. Rovnici y - 3z % 34 0, (y > 0) transformujte do novych soufadnic
T Y

u =z, v =z?+y? a ziskanou rovnici pak vyfteste.
Reseni : Zde vime, ze z(z,y), u(z,y), v(z,y) a Jacobidn inverzni transformace je

1 0
-1 _
4= 2z 2y

Pristoupime k vypoc¢tu derivaci :

‘:2y¢0 pro y >0, [z,y] € R x (0,00) — [u,v] € R x (0,00).

0: _0: du_ 0z 0v_0: 0z
'_8:8_31;: dz dv 8z du v
0:_0: 0u 0z dv_0: . 0z
0y Ou 0y Ov 0y Ou ov

Nyni dosadime do dané rovnice,takze postupné odvodime FeSeni :

dz 0z 0z 0z 0z 3
y(.{)_ﬂ+5;2$)_3;5_{}-2y=0, y%=ﬂ, 5;=O(pr0tozey>0),
z(u) = konst., z = f(v), z= f(z?+?). |
e k3, € £ %) dz\2 . r9z)2 G
Priklad 205. Transformujte diferencialni vyraz W = (%) + (5—3—:) do poldrnich
soufadnic.

Resend : Transformacni rovnice
T = TC0s
(1) {y:rsinw}’
¥
. zobrazuji vzdy bod [r, ¢] do bodu [z, y], takZe se oblast (0,00) x (0, 27) zobrazi
cosp —rsingp

= 2 28y R
S~ Wl = r(cos®* ¢ +sin“ ) =1 # 0.

do mnoziny E; — [0, 0]. pficemz J =

Podle pravidla o derivovani slozenych funkci je
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Dz e @roc g B

(2) dxr  Or 83:+3<,o ox
0z 0z Or 9z 9y
dy Or Oy O¢ 0Jy
Zderivujeme soustavu (1) nejdiive podle z, potom podle y a pamatujeme, ze
r a g zavisi na z,y.
Derivace podle z :

1 —rsing
or 0 rcosy T COS
1 or . @ —= = = CcoS ¢,
= —COS@Y — TSNP oz cosyp —Tsing T
?jx gw — sin ¢ T COS |
P 7 _
0= —sinp + rcos p—— cosp 1 :
a2z 4 Yoz Ei‘_ge | sinp 0 —singp
' ik r r o=
Derivace podle y :
5 5 ‘ 0 —rsing |
r . i
(]=—cosq,o—1rsmf,p—('E Qi: . WL 4 =Tsm(p=sinr,o,
dy oy _, Oy ¥ T
or . a(p cosp 0
1=—sinp+ rcosp— dyp sing 1 cos
ay ' By -_— = = .
dy r i
Dosadime ziskané derivace do (2) a sou¢asné do daného diferencidlniho vyrazu :
0z 0z sinp)?2 0z 3z cospy2i
W=(~—-cos ——-—) +(—-s’n —- ) =
or w dp T ar Sn® T de T

— (2) - cortp—p. 22, B2 npeme | (D2)F Sy (D2) g g

or or 0dy T dy 2 or
0z 0z sinpcosy 0z\2 cos’yp 0z 0z\2 1
e ar d¢ 3 +(3(p) r2 (31‘) +(5<_,0) e %
P#iklad 206. Pouzijte predchéazejici piiklad a transformujte diferencidlni vyraz
22 Frz
V= -8—;5 + 6—y2-

Reseni :

622_3(%":') %) (63)@_'__(8::)'8__:8:

9z2 9z O0r\dz/ Oz oz) Oz

d
0

- 2 (5 - g2 220) emen g e 552 (229)
-2 )

0% 2 sm<p Bz sing

ST Brae coser
+( 82:: ni 0z L 322: sm(,o _ 0z cos<p) (_sin (,0) B
dpdr Y~ or g dp?2 T 3(,0 '3 r
=Qi£-c052ga—2- 0*z singpcosy 0z sm ¢ 0z sin’yp .?_z_singocoswl
or? orde r dp? 12 ar Ay r2
Podobnym zpusobem obdrzime
Bz, P 2z sinpcosy 82z coslp Oz cosiyp
— = — 2. + : + = -
dy? 0r? iy drdyp T dp? 12 ar r
9. 8z _sin g cos ¢
B(p r2 '
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Po dosazeni do ptivodniho vyrazu (pouzjeme cos® ¢ + sin? p = 1) dostaneme

V——iz._*_& l+62 1 ™
T or2 9 2 Or r

. ks ol ol e 0z 0z
207. Transformujte do poldrnich soufadnic diferencialni vyrazy : V=1~ 2 + ?”'5—;
g 00% gPg 0%z !
W=z fﬁ +y° - 6_3;2 + 2zy - 9z ay . (Pouzijte pfedchézejici dva piiklady a dopoéitejte
. 0 @ o lBE 282
derivaci 3x3y') [v = ra, W= a2
0z 0z 0?2 y 0%z
208. Transformujte diferencialni vyrazy W) =z - — + Wy=—+2-=-
‘ Yy P = e T 8y 7T 822 " “ 2 9z0y
do novych souradnic u,v takovych, ze z = u, y = uv, kde [u,v] € (0,00) x R.
dz _ 8%z v 9z
[ =uge W= 50— 5 o)
S N 0% 2 0z
209. Transformujte diferencidlni vyraz W = 4zy - 920y —2y- 3 do novych
souradnic u, v, jestlize z = uv, y = E, kde [u,v] € (0,00) x (0,00).
v
=via- 5
210. Transformujte diferencialni rovnici : (1 — z2)y” — 2y’ + a®y = 0, jestlize z = cost.
2
(z(t) musi byt funkce prosta, proto t € (0, m).) {% +a’y = 0]
"
211. Vyjadrete vzorec pro kiivost kiivky y = f(z), k= [—1-%37—2 v poldrnich
- . _ Tz + 2{1"!)2 — ‘.I"I""”I (RS d_?" "o_ dzr
soufadnicich. [k = _—_(,-2 . (,.:)2)3’2 kde ' = 25, ¢ = E?]

0z
212. Transformujte parcialni diferencialni rovnici (:c+y) —(z— y)—§ = 0 do novych

soufadnic u,v takovych,ze u =In+/22+y2, v = arctg =. g—z - g% = 0]
z

II.11. Extrémy funkci

Priklad 213. Definujte ostré lokalni maximum a minimum. M4 funkce z = \/z% + y?
v bodé A = [0,0] lokalni extrém?
Regeni : Necht je funkce f(X) definovana v mnoziné D C E, a bod A je vnitini bod
mnoziny D. Jestlize existuje okoli J(A,r) C D takové, ze pro vsechna
X e J(A4,r) — A plati f(X) < f(A), resp. f(X) > f(A), pak fikdme, ze funkce f
mé v bodé A lokdlni maximum, resp. lokalni minimum.
Plati-li ostré nerovnosti, pak mluvime o ostrém lokdlnim maximu, resp. minimu.

V daném piikladé plati z(A) < z(X) pro kazdy bod X z okoli bodu A, a tedy
v bodé A nastdva ostré lokalni minimum.

" . z Yy ; i
POZNAMKA : Derivace 2. = —————, z/ = ——=——— v bodé A neexistuji, a proto nelze
= /22 +y2 Y /22 + 12
pouzit grad z (4) = 0. =
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e Najdéte lokalni extrémy funkce :

Priiklad 214. z(z,y) = 22° + zy? + 5% + 3

Reseni : Mame zde funkci dvou proménnych v explicitnim tvaru. Funkce z je diferenco-
vatelnd, proto nutné podminky existence lokalnich extrémi jsou : 2, =0, z, = 0.

T

{z’ — 622+ 9>+ 10z — 622432+ 10z=0

2, = 2xy + 2y — ylz+1)=0— bud y = 0 nebo z = —1
2 =0— A =[0,0]
=0: 622+10z=0— 5
% { To = —g — A2 == [—5,0]

Y 2 = Y 2
g=-1: y’+6-10=0—0y’=4— y=-2— Ag=[-1,-2|

Nyni si pfipravime derivace druhého tadu :

A | Ay | As | A
2 =12z +10| 10 | -10 | -2 | -2
4

Zy, = 2T +2 2|=31-01] 0
2 =2y 0] 0| 4] 4
| % A > 0 existuje lokdlni extrém.
Pro £L) _I ol l { <0 neexistuje loklni extrém.
Pro A(4,) = ‘ 18 (2) > 0,2, >0 obdrzime lokdlni minimum z(A;) = 0.
—-10 0 125
Pro A(Ay) = 0 4 1>0,2;, <0 dostaneme lokdlni maximum z(Ag) = .
3
-2 4
A(Ag,):’ ; O|<0
Pro _9 _4 — v bodech A3 a A, lokdlni extrémy neexistuji.
A(A4):‘—4 0‘<0

Priklad 215. Funkce y = f(z) je vyjadfena v implicitnim tvaru z° + 2zy — y* + 8 = 0.

Reseni : Zderivujeme pfimo danou rovnici podle z a spocitdme

T+
v 2z42y+2zy -2y’ =0 — ¢ = y—z Pro & # 1.
Polozime y' =0, tedy t+y=0 — y = —z a dosadime do zaddni, abychom

urcili soufadnice pfipadnych lokalnich extrému
72 -202-2248=0— 222=8— 1312 ==2, y12=F2.

Dostali jsme dva body A[2,-2] a B =[-2,2]. Nyni spocitdme
g = 1Y)y —2) - @+yy —1)

, takze
(y — z)?
—4
y"(A) = v <0— f(2)=-2 jelokdlni maximum a
4
y"(B) = T 0— f(-2)=2 jelokdlni minimum.
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P#iklad 216. Funkce z = f(z,y) je ddna rovnici 2° — 3zyz = a®, a #0.

s —3yz yz Tz .
Reseni : 2, = ——; = — g Ey = — . Polozime obé derivace rovny 0.
324 =3y~ 24=2Y = py

Za predpokladu 22 — zy # 0 vychdzi { gz i ?) }, coz je splnéno bud kdyz z=0

nebo z =y =0, avéak z =0 nevyhovuje rovnici 2% — 3zyz = a®.

Zbyva piipad £ = y = 0. Potom po dosazeni do vychoziho vyrazu ziskdme 2z = a.
Dostali jsme jediny staciondrni bod A = [0,0]. Nyni je

“ (yz;(z2 — zy) — yz(222, — y)>1 =
A i

" (22 — zy)?
B (:z:z;(z2 — 2y} — xx(2e=], — x))‘ 0
vy (22 — 2y)? o
o ((z + yz;)(ZQ —zy) — yz(222, — x))l N 9?_ By S
r (22 — zy)? a e
1
0 -
A(A) = I 1 (‘)1 <0, takZe v bodé A neexistuje lokdlni extrém. =
a

Priklad 217 .* f(z,y,2) = 23 + y? + 2% + 122y + 22

Resent :
f” " 7
TT Ty Tz fll "
_ " " " . zz Jzy o
A3 - fyz vy yz | Ly = f// no|» Ay = Tz
vz Jyy

f// " "
b 4 2y 2z

Podle Sylvestrovy véty o kvadratickych formdach plati :

A3(M) > 0,A,(M) > 0, pak f(M) je ostré lokdini minimum.
N3(M) < 0,(M) <0, pak f(M) je ostré lokdlni mazimum.
Je-li No(M) < 0, pak v bodé M neexistuje lokdini extrém.

Je-li Ny(M) > 0, {

Vypocet vypada nasledovné :
fi=3z24+12y =0 neboli z*+4y =0, pak 22 —24z=0 —a
f; =2y+12z =0 neboli y= —6z, : x1 =0, 2o =24,
ff=284+2=0 neboli z= -1
A=1[0,0-1], B=][24,-144,-1]

fro=6z, fl=2f,=2 fi=12, fL=0, fh=0.

Protoze Ny(A) = ‘ 1(2) 13 l < 0, v bodé A nenastdvd lokalni extrém.
144 12 144 12 0
Protoze Ay(B) = ‘ 19 9 } =144>0, A3(B)=| 12 2 0 |=288>0a
0 0 2

A(B) =144 > 0, je f(B) = f(24,—-144,—1) = —6913 lokalni minimum.
Miizeme se téz presvédéit primo, ze kvadratickd forma d? f(B) je pozitivné definitni :

A f(B) = 144 (dz)? + 24 dz dy+2 (dy)? + 2 (d2)? = (12dz +dy)® + (dy)* +2(d2)* > 0
&
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2 2
Priklad 218.* f(z,9,2) = = + = + 2 42
4r y z

Resent : Za ptredpokladu zyz # 0, polozime vSechny derivace funkce f rovny 0.

( 2
f_.'c=—y—2-+-1=0 e (i) = 1,takze bud 1) y = 2z nebo 2) y = -2z,
4z . 2T
Y 2
(1)< fy_ﬁ_?‘_oa
22 2
r— —_—
| fe=y=a="
Piipad :
2
1) Necht y = 2z. Pakfé:ﬂ%l—f;zﬂ, 22 =4z% 2z =2z, 20 = —2z.
4z 2 1 1
P =2 ! = = - = =0,2-—=0, z?==-.
To 21 z, f,=0—> 57 122 ¢ = 0, =« 1
1 1
Obdrzeli jsme staciondrni body A = [5,1,1], B= [—5,—1,—1}
—4z 2 1 1
P = — — —3 A=} —2———-—:0, ,2:——,
o 2 22, f,=0 ST\ . 572 % 1

takze neexistuje reseni.
2

2) Necht y = —2z. Pak f; =0 — -1- 2—2 = (0 a feSeni neexistuje .
)

Tim jsme vycerpali FeSeni soustavy (1) v oboru redlnych cisel. Pristoupime k vypoctu
druhych parcidlnich derivaci :

2
Y __ Y i
f;z‘_ﬂg—! f:y__ﬁﬂ ;:’z“_o's
, 1 222 22 2 4
fw_ﬁf}—;ﬁ—’ f;«;=_‘y_2$ s ;'*‘;:
. o 4 -2 0
Az(A)=1 9 3 =8>0, N3(A)=|-2 3 -2|=32>0, A5(4)=4>0,
0 -2 6
4 9 -4 2 0
Dq(B) = 1 9 _3|= 8 >0, A3(B) = 2 -3 2|=-32<0,
0 2 —6
A(B) =—-4<0. Je tedy
f(A) = f(%, 1, 1) =4 lokalni minimum a
flB)= f(—%, -1, —1) = —4 lokdlni maximum. [ ]

e Najdéte vdzané (podminéné) extrémy danych funkei :

Piiklad 219. z = 2(z% + y?), jestlize z +y = 2.

Reseni : Geometricky se jedna o nalezeni extrémi z-ové soufadnice na prusecné kfivce
rotaéniho paraboloidu z = 2(z? + y*) s rovinou z +y = 2.
Z podminky z +y = 2 vyjadiime napf. y = 2 — z a dosadime do dané funkce
z = 2(z2 +y?). Tim dostaneme 2(z) = 2(z?+ (2 —1z)?), takze z(z) = 4(z% -2z +2).
Pro funkci z(z) hleddme lokalni extrém. Polozime tedy
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Z(z)=4(2x-2)=0. Odtud z; =1,y =2—-1=1a 2"(z) =8 >0
a  z(1,1) =4 je lokalni minimum. -

]
Priklad 220. z = 7 + %, jestlize 22 + y? = 1.
Reseni : Geometricky se jedna o nalezeni extrémii z-ové soutfadnice na prisecné kfivce
- - "L‘ y - ) - 2 2 .
roviny z = 3 + 1 s rotacnim valcem z° + y* = 1.
Jelikoz z podminky z? + y? = 1 nelze jednoznacéné vyjadfit ani z ani y, prejdeme

kde r =1, tedy { x:cpst .
y = sint

do polarnich soutradnic { = TCT)St ,
y=rsint

cost sint dz—sint cost 3
Potomz:-—3—+—adale 2= — + = 0, takze tgt:Z.

4 dt 3 4

3 4
Jak vidime na obrazku je sint = + 5 cost =+ 5

3 4
Pro sint, = 5 cost; = 5 je t1 € (0,%)

1 . 4 | 3
a pro sinty, = o costy = ~3 je tg € (m, ?)

4

L d?z cost sint
Dileje 2" = —=-—+—-—  — 2"(t;) <0, 2"(tz) > 0.

dt? 3 4
4 3 4 3 )

Dospéli jsme k lokadlnimu maximu 2(t;) = z(g 5) =R b 0= 12

a lokdlnimu minimu -z(¢3) = z(—g, —g) = —1—52. ]
T

Priklad 221. z = sin? z + sin’ y, jestlize y =z — 1

. ™
Reseni : z(z) = sin®z + sin?(z — %), 2'(z) = 2sinzcosz + 2sin(z — %) cos(z — Z) =

" . m . . ™ . i
= sin 2z + sin(2z — 5) = sin 2z + sin 2z cos TS cos 2z sin . sin 2x — cos 2z

Polozime-li 2'(z) = 0, dostaneme sin 2z = cos 2z a dale

2:1:=g+k?r, x=§+k2 takie ky =2n, ky = 2n + 1.

Vypoéteme druhou derivaci :  2"(z) = 2 cos 2z + 2 sin 2z,

z"(%+2n-g)—2 ﬁ -£=2\/§>0,

" E .E):-—.— , — ——=
2 (8+(2n+1) . 2. X5-2.%
V2

Tedy z(% + mr) = 2sin® g =1- cos% =1- B je lokalni minimum

r I D S KL RN ST G W s
a z(8+(2n+1)2)—sm 8+sm 3 2(1 cos4+1 0054)—
V2 V2
=302

+ . _2_) =1 je lokdlni maximum. .

Priklad 222. z = 1% + 2y?, jestlize 22 — 2z + 2y + 4y = 0.

Resend : Zde pouzijeme Lagrangeovu funkci : Je-li ddna funkce z = f(z,y) a podminka
g(z,y) = 0, potom Lagrangeova funkce md vyjddient
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L(z,y) = f(z,y) + A g(z,y).

1L =
Jeji staciondrni body ziskdme TeSenim soustavy { L, =0
g9(z,y) =0

V naSem piikladé mame L(z,y) = 2% + 2y + \z? — 2z + 2y° + 4y)

A
L =2 A2z -2)=0 dtud = —
v =2z + A2z — 2) aodtud =7,
—A
L,=4y+ X4y +4)=0 aodtud e
A2 2\ 272 4
Tedy 22 — 2z +2y> +4y =0, takz - - =1,
o oh A TR aze(1+A)2 1+/\+(1+,\)2 1+ A

= — 3 e — e A' A 2 == O.
(1 A)2 1 /\, A 7é 1 a néasledné 1 h\ — 6/\, 3X+6A=0— ( + )

Zde mame A\ =—2, takie z; =2, y1 = -2, A;=[2,—2]anebo
A =0 takze o =0, y =0, Ay =[0,0]. Déle je
L, =2+2) L, =4+4) L, =0 aodtud

A(Ay) = ' —g _2 \ >0, L” (A;) <0, L(A;) =12 je lokdlnim maximem,
A(Ar) = \ g 2 I >0, L"” (Ay) >0, L(A;) =0 je lokdlnim minimem.

Piiklad 223. V roviné z + 2y — z + 3 = 0 najdéte bod, jehoZ soucet ctvercu vzdalenosti
od bodit A =1,1,1] a B =(2,2,2] je nejmensi.

. = ey 5 .
Reseni : Hledany bod oznaéime M = [z,y, 2] a sestavime soucet |AM |2+ |BM|?, ktery
zapiSeme pomoci soufadnic bodi

f@y2)=(@-12+ @y -1+ (- 12+ (=27 + @y -2’ + (2 -2)"

Bod M musi lezet v roviné x + 2y — 2+ 3 = 0. Tedy tato rovnice roviny je pfislusna
podminka nebo téz vazba, kterd musi byt splnéna.

Vyjadiime-li si napi. 2 =z + 2y + 3 a dosadime-li do f(z,y,2), potom funkce
f(z,y,z + 2y + 3) bude funkei dvou proménnych z a y :

f(:c,y):(a:—1)2+(y—1)2+(x+2y+2)2+($—2)2+(y—2)2+($+2y+1)2,
fl=2@-1)+2@z+2c+2)+2(z—-2)+2(c+2y+1)=8(z+y),
f;=2(y—1)+4(x+2y+2)+2(y—2)+4(x+2y+1):4(2x+5y)+6.

. fl =0, pak t+y=0—0y=—uz, i Ttk
POIOZ‘me{f;:o, palde dzhlly—-B—ssbr=cp: [ 20T

5 1 15
Méms ted . Mz[_,__,_].
dme tedy 2 =, Sa =

"
=8
T
Dale je { foy =8  takze A(M) = ‘ S 2?) S0, >0
=20
27 . i
a f(M)= 5 e lokalni minimum. u
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e Urcete globalni (absolutni) extrémy funkce z = f(z,y) na mnoziné M :

Priklad 224. f(z,y) = 2’ +y*+ay—z—y, M ={[z,y] € E,: 2 >0,y >0, z+y < 1}

Reseni : 1) uréime stacionarni body na M a jejich funkéni hodnoty :
fi=2z+y—-1=0 i R |
fl=2y+z-1=0 ) T=y¥=3—
11 1
A [ ] M, f(A :
1= 303 = f(A) = 3

2) urc¢ime stacionarni body na jednotlivych stranach A OBC
1
OB:y=0— Mh(z)=2—-1z, hi(z)=22-1=0 —z=_,

2
rl 1
Ay = _5,0_ €M, f(Az)—_z,

1

OC:z=0— hy(y)=y?’—vy, hy(y) =2y—1=0 —y= 3’
r 17 1
Az = 0,5 €M, f(As) =— 7

BC:y=1-z— h(z)=2*+(1-z)?+z(l—-2)—2—1+2=—-2°—u,

' 1 173

Wi(z)=-22-1=0 — :L'—-—2—,[ 22]¢M

3) uréime hodnoty funkce f(z,y) ve vrcholech O, B,C
f(O) = £(0,0)=0, f(B)=f(1,00=0, f(C)=f(0,1)=0.
Ze vsech spoéitanych funkénich hodnot vybereme nejmensi a nejvétsi .

Globalni maximum nastava v bodech O, B,C, fmax(0O) = fmax(B) = fmax(C) =0

1
a podobné globdlni minimum v bodé A;, fmin(A1) = -3 =

Piiklad 225. 2 = 22 + y? — 62 + 6y, M = {[z,y] € By : 2?2 + y*> < 4}
Reseni :

1){ 2, =2z —-6=0—1z,=3

f"”?'y‘f‘ﬁ —)yl——S

4-..

— A=[3,-3], A¢M.

T = 2cost }

2) Body na hranici mnoziny M zapiSeme v parametrickém tvaru { o — D

d A
Pak postupné z =4 — 12cost + 12sint, E—; = 12sint + 12cost = 0,

sint = — cost t—37r t—Tfr'
- 3 1= 4 3 2 = 4 '
t) = gﬂ — B=[-V2,V2), 2(B)=4+ 12v2 je globalni maximum a
ty = ;.rr — C =[V2,-V2], 2(C)=4-12V2 je globdlni minimum.
=
e Urcete lokalni extrémy funkce :
226. z=In(zy) + 22 +y> — 4z — 4y +7
lok.max. v bodé A, = [ ﬁ,,l = —“2‘]'

55

lok.min. v bodé A2 = [1+T 1+ :"A)
2

dalsi stac.b. A3 = [l+ V2 1-—£] Ay = [1__‘/2’..2__,14_7]
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227. z2=2+y—z/y—6z+12 | [2min(4,4) = 0]
228. 2 =12+ y? + 6z — 4y : [2min(—3,2) = —13]
229. z = In(1 — 2% — 3?) [zmax(0,0) = 0]
230. z =23+ 8y® — 6y +5 [zmin(l, %) = 4, v bodé [0, 0] neex.extrém]
231. z = */%(z + y?) [2min(=2,0) = —3]
232 7 = 2% + 4% + 22 — 3y — 122 [ zmin(1,1) = =5, a4, 1) = 58 ]
2 v bodech[1, —1], [—4, 1] neex.extrém
233. 22+ 12+ 22 -4+ 6y —22+13=0 [Zmin(2, —3) = 0, Zmax(2,—3) = 2]
23427 fzy— 2424y +5=0 [ o sactoiecib 23] 121
235. f(z,y,2) =2* +y* + 2> — 62 + 2y + 62 [f(2,—1,—3)) = —14, lok.min.]

236. f(r,y,2) = 22 + 2y* + 2° — 12yz — 62

£(3,36,12) = —873, lok.min.,
v bodé (3, 0, 0] neex.extrém

e Urcete globalni extrémy funkce z = f(z,y) na mnoziné M :

237. f(z,y) =zy(zr —a)(y—b), M = {[z,y] € E,: 0<z <a, 0<y < b}

238. f(z,y) =zy(2—z—y), M={[z,y] € B,:2 >0,y 20, z+y < 1}

239. f(z,y) =22 +y? —zy, M = {[z,y] € Bz : |z| + |y| < 1}

240. f(z,y) = 2®+y? —ay+z+y—1), M ={[z,y] € B: 2 <0, y > 0,2~y +3 > 0}

241. f(z,y) =2’ +y, M ={[z,y) € B: 220,y 20, z+y < 6}

242. f(z,y) = 2%~ M = {lz,y] € By :2* +y? < 4)

{ glob.max. f(%, g) LG oy
glob.min. £(0,0) = f(a,0) = f(0,b) = f(a,b) =0 J

[ glohmax.f(%,%): 31— ]
glob.min. f(z,0) = f(0,y) =0

glob.max. f(1,0) = f(0,1) =
= f(-1,0) = f(0,-1) =1 J

[ glob.min. £(0,0) =0 1

[ glob.min.f(—%,ﬂ) - —g

glob.max. £(0,3) =11 ]

glob.min. £(0,0) =0 |
glob.max. f(6,0) = 36 |

glob.min. £(0,+2) = —4 |
glob.max. f(+2,0) =4 |

I1.12. Rotac¢ni plochy

Piklad 243. Oblouk kiivky m (tzv. merididn) f(z,2) =0, y = 0, odpovidajici

z € (a,b), (0 < a < b) rotuje kolem osy z. Napiste rovnici této rotacni
plochy.
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Resent :

z Zvolime libovolny bod M lezici na kfivce m :

[a0c] f(z,z) =0, y =0, ktery pfi rotaci kolem

M =[x,0,z] osy z opise kruznici o poloméru z v roviné

/ AREE: kolmé k ose z. Ozna¢me jeho libovolnou
[b,0,d] L

L= otocenou polohu M a zapi$me vse
v soufadnicich :

M =[z,0,2] — M = [z, 7,7,

ZT=z B4+7P =2 — 1 =+VT2+ 7.

Otocime-li cely oblouk, pak plati f(£+/Z? + %%, %z) = 0 a po vynechani pruhi
obdrzime rovnici hledané rota¢ni plochy

f(EVa2+9%,2) =0 (a® <z®+y? <P).

Otocime-li oblouk f(z,2) =0, y=0, 0 < ¢ < 2z <d kolem osy z, pak analogickym
zpusobem odvodime plochu

flz,£/y2+22) =0 ( <y*+2*><d?.

Rotaci stejného oblouku kolem osy y vznikne mezikruzi v roviné (zz). Nyni sestavime

formalni tabulku kiivek a ploch : |
kfivka | osa rotace | rotacni plocha
Flziz)y =1 2 f(Ex/22+9%,2)=0
y=0 & flz,£/y%2+22)=0
flz,y) =0 z flz, £vy*+2%) =0
z2=0 Yy f(EVz2+22,y) =0
Fly.2)=0 Yy fly,£vVz2+22) =0
=0 2 f(£/22+9y%2) =0
[
e Napiste rovnici rotaéni plochy, ktera vznikne rotaci kiivky m kolem osy o :
Priklad244. m: z=kz,y=0, o:0saz, € (0,a)
Resent :
z
Vime, Ze vznikne :
rota¢ni kuzelova plocha. :
z=k(£y/22+9y2) —
22 = k3 (z? + ¢?), kde
0 S 113'2 + y2 S (12 0 a xy
w

Priklad 245. m: 22+ (y—b)?=a? 2=0, b>a>0, o:o0sax
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Reseni : Kruznice, rotujici kolem pifmky lezici ve stejné roviné a neprotinajici danou
pifmku vytvoii tzv. anuloid, jehoz rovnici odvodime :

22 + (2192 + 22 — b)? = d?,
(£4/92 + 22 — b)? = a® — 22,

Y2+ 22 + b2 F2b\/y? + 22 = a? =
(2 +y2+ 22+ —a?)? = 402 (y? + 2%).

|
Piiklad 246. m:z=kz®, y=0, o:o0saz, z€(0,a)
Reseni : Plocha je rotaénim paraboloidem
74
e= k(@ +1?), 0<a? +92 < d?
0 a xy
=
2 P
Priklad 247. m: — — 3 = 1, 2=0, o;:0sax, 02:0say
a2 B2
Reseni i
Rotaci hyperboly kolem Rozto¢ime-li tutéz hyperbolu
hlavni osy x vznikne kolem vedlejsi osy y, dostaneme
\ / hyperboloid dvoudilny hyperboloid jednodilny
" 2 2 2
a b?

e Je-li d4na rotaéni plocha rovnici F(z,y,z) = 0, urCete osu rotace a meridian plochy.

Piiklad 248. 2+ y*+32—-9=0
Beseni - Zvolime-li rovinu z = konst. (pozor na existenci fezu), pak fez plochy touto
rovinou je kruznice se sttedem na ose z. Z toho usoudime, Ze osa rotace je osa z.
Meridisn dostaneme jako fez plochy rovinou obsahujici osu rotace.
Zvolime rovinu (zz), tedy dosadime y = 0. Obdrzime meridian
2

T .

22+32-9=0,t. z2=3- 3 coz je v roviné y = 0 parabola s vrcholem v bodé

V =[0,0,3]. Dana plocha je rotaéni paraboloid, osa 2 je osou rotace. =
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Priklad 249. y*+22 — 22 +42-4=0
Reseni : y? + 22 = k — osa rotace je osa z. Zvolime z = 0 (fez rovinou (zy)) :
y? = (r — 2)? — y = £(z — 2). Meridi4n je piimka y = z — 2 v roviné z = 0.

Dana plocha je rotaéni kuzel s vrcholem V = [2,0,0], 0sa z je osou rotace. [
250.$2+y2+z3—820 [osa z, z = /8 — 2|
251. 4y2 +422=z2+1 [osa x, 4y* — z® = 1, jednodilny rot.hyperboloid]

S 2 2 2

2 2 2
y "252. —21- + % + Z =1 [osa y; % + %— =1, rot.elipsoid]
253. 1% = y? + 22 losa z, y = z, rotaéni kuzel]

¢ Napiste rovnici rota¢ni plochy, znate-li merididn m a osu rotace o :

254.m: 2z2=z, y=0, z € (0,4), o: o0sa z, [4(y? + 22) = 7]
255. m : x§+y§ :a%, z =0 (asterioda) , o:o0saz =% + /12 + 2% = ad]
256. m: z2=y+4, x=0, 0:0sa 2 [(z — 4)? = 2% + 4]
257. m : 2=1+2y% 2=0,0:08a % [z =1+2(y° + 2%)]
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ITI. Dvojny a trojny integral

IT11.1. Existence

Priklad 258. Rozhodnéte, zda dany integral / f dz dy existuje, jestlize :

p T2 + y?
a)D:2*+(y—1)2<
b) D:z?2+y% < 1;
c)D:z?+(y—1)?< 2.
Resent : Budeme vychazet z toho, ze dvojny a trojny integral je definovan pouze pro funkce
omezené na D a dile budeme pouzivat vétu o existenci:
Necht D je méritelnd (v Jordanové smyslu) mnoZina v E, (resp. E3) a funkce f je omezend

na D. Necht mnozina bodi nespojitosti funkce f v D md miru 0. Potom f je inte-
grovatelnd v D, tj. integrdl

/D f(z,y)dz dy (resp. f[/}; f(z,y,2)dxdydz) ezistuje.

Mnozina D je méfitelnd (je omezend a jeji hrani-

=7

a ce ma miru 0) a f(z = ——— je spojitd a
) iru 0) a f(z,y) 25 g J¢ POl
omezend na D. Integrél existuje.
X
y
Mnozina D je méfitelnd, ale f(z,y) neni omezena
b v D, protoze [0,0] € Da lm ——— =
) P (0.0] [e.y]-[0,0]) 22 + Y

Integral neexistuje.

f(z,y) opét neni omezend na D ([0,0] € D),
integral neexistuje.

Priklad 259. Je ddna mnozina D : z? + y? < 4. Vysetiete, zda existuji integraly :
sin(z +y2)d d ff zdz dy )/’/ _ dzdy
2y x2+y2’ :s2+y2+1
d dy, d dy.
d)[L1+$ydxdy, e)ff z dy /f z ay
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sin(z? + y?)

a) existuje, lim =
) J [z,y]—[0,0] T2 + y2
o
b) neexistuje, lim ———8 =00,
[x.y]l—}[O,G] Xy
c) existuje, ZreT1 je spojita v celém E,, :
2
d) neexistuje, protoze napf. lim - 1 = .
J= P P [:l:y]—>[11]].+.’17y ’ 0
zk __ 1 yk __ 1
e) existuje, lim = lim =1, kde k € (—2,2)
z—=0 T y—=0 Yy
1
f) neexistuje, protoze napf. lim ——= =
) e P a1l (2 + g)?
=
Priklad 260. Vysetiete, zda existuji integraly :
a) [f/ _Grdyds g g<r<2 -1<y<0, -2<2<2,
(1+z+2)3
b) /// (x 4+ yz)dedydz, W:1?<y<2, 2>3,
w
1
drdydz, W:l<z®+y*+2> <4
O[], mre—g e y
Resend : i
a) neexistuje, protoze funkce m neni omezend v W, {1+z+2 = 0}NW # 0,
b) neexistuje, protoze W neni méfitelnd v Ej,
c) existuje, z?+y*+22—-9#0v W [ ]
II1.2. Fubiniova véta pro dvojny integral
e Vypocitejte dvojné integraly na danych obdélnikovych mnozinach :
m
Priklad 261. | = f/ yQSingmdxdy, DS g < 5 L=g=32
D
; w2 . ™21 — cos 2z a2
Resent : I :/ sinr":r:d:c-/ y? dy =/ —dzx- [y_] =
0 0 2 311
1 sin2z17/2 /8 1 1 = 7 7n
- EE G- -1 h :
2 2 Jo 3 3 559 30 12

x?
Pﬁ’klad262.1:f/ Y€ _drdy, D:0<7<2,0<y<3
Dy2+3

]‘ 4t 1 2 3_
——2--/(; [ dt-§[1n|y +3|]0—

Resent : ) s
2 _
I=fxe$2dx-/ Qy dy:[ x-tJ
0 o Y +3 2zdx = dt
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Clpged FRZ W 1. il ey
—2[6]0 2(ln12 1n3)—-2(e 1) 2ln—3— Z(e 1)ln4—2(e 1)In2.

[
- dz dy
P+iklad 263. I = — . D:3<z<4,0<y<2
p T2 — 2zy + y?
Resend : 2 g ) g
T -1 14 -1 1
I = % Ndy= | |— | dy= dy =
/0(/3 (a:—y)‘?) Y /O[x—y]sy /0(4—y+3—y) y
’ N A d 1 - 1 1 1 1
_/o(y_4—y_3) y_[n|y—4|—ln!y—3|}0— n2—Inl—-In4+In3 =
=lnﬁ3-=ln§ E
dzdy
Piiklad 264. I = D<€ vl DEg<1
z—2y+3
Resent : . i 3 ' g . ; i
- = 1
I= — | dy = dy = dy =
/O[x—2y+3]o v /0(5—2y+3—2y) E /(2y—5 2y——3) o
1 1 r 1 9
—[§1n|2y—-5|—§ln|2y—3|]0—§lng. =

e Mnozina D je omezens zadanymi kfivkami. Na¢rtnéte ji a popiste pomoci nerovnic.

Piiklad 265. 2z —y=1,2c —y=5,2=0, =2

Resend :
20 -5 < g 2x—1
0Lx<2
1 Sipka oznauje mozny smér vnitini
integrace pii vypoctu dvojného integralu
na D pomoci Fubiniovy véty.
T ’ B
Priklad 266. y =0, z =2y, z = 4
Resend :
¥
1)1 2) —
@
0<y< <. nebo 2y<z<4
D 2 -
D<zs4 SYE
i B

Priklad 267. y = 18 — 22, y = z?
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Resent :

18—22=22 — 12=9 — 17, =23

2 <y <18 — 12

Piiklad 268. zy =4, y =z, y = 4z, (z > 0)

Resent :

/ool x

e Zaménte poradi integrace :

T D
-3<z<3
D =D,UD,
_>
Y<z<y
Dli 4 DQI
0<y<?2

1 -z
Priklad 269. = / ( £(z,y) dy) dx
0 0

Resent : .
0 lsysl—u
2
0<z<1 - )
) =i

== /01( olﬂyf(x,y) da:) dy.

1 T
Priklad 270. [ = / ( / f(z,y) dy) dz
0 2

Resent :

y=x*

y=x

.1 2)
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.—_[ol(fyﬁf(x,y)d:c)dy. g

4 Viz
Priklad 271. [ = [ ( f f(z,y) dy) dz
0 4z—z
Resent : )
Mnozina D je omezena kfivkami :
Var — 22 <y < 4z y = VAz — 22 , coz je rovnice horni poloviny
=3 kruznice (z — 2)%? + y* =4,
0<z<4 = v/4z , coz je rovnice horm vétve
t paraboly y? = 4z,
z=4, z=0.

2) Ve sméru osy z rozdélime mnozinu D na tfi ¢asti tak, aby tyto ¢asti byly
elementdrnimi mnozinami.
—F B = 5 L D2 U D3

[0,0]

D3:

I'= f:(]:;_ d f(x,y)d:z) dy+£4(f; f(:c,y)dx) dy+/02( 2i\/a__yzf(;c,g,;r)4:1!:,,~P) dy.

Tento piiklad ukazuje, ze puvodni smér vnitini integrace byl mnohem vyhodnéjsi.

[
Pr‘"z’klad272.l=f / f(z,y)dz dy+f / f(z,y) d:r:

Resentd :

D=D,UD, Novy smér vnitini integrace
I€z< y dovoluje vyjadfit celou

D : 2 mnozinu D bez pfedchd-
0<y<4 zejiciho déleni :
0<z<6-y x<ygsb—2

D, : T

la<y<s 0<z<2
2 6—x
1= [ ([ fwvy)ds .
0 2z
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e Rozlozte pomoci Fubiniovy véty dvojny integral / / f(z,y)dxdy na dvojné.sobné
D

integraly, jestlize mnozina D C FE, je omezena kiivkami :

Piiklad 273. 2 =0, y=2}, 2 +y =2 (z > 0)

Reseni :

20
* &

Priklad 274. z = y> — 4, z = -3y

. , , T = y2 -4 o G 2
Reseni : VyreSenim soustavy { dostaneme pruseciky paraboly r = y* — 4
T =-3y
s pfimkou o rovnici z = —3y.
1 —3y
y 2 / ( i f(:v,y)dw)dy=
x x=y* -4 -4
81— Vs Vz+i
= [ ([ _ t@wdy)der
—4 -Vz+4
12, p-%
- + (/ flz,y) dy) dz.
[12,-4] /_3 Vi
=
e Nacrtnéte mnozinu D a vypocitejte dané integraly :
a2
Priklad 275. 1 :/ —dzdy, D:zy=1 y=4z, z=3
DY
Resent :
3 4z 2 3 174z
/ (/ %dy)dx:/ $2[——] d =
1/2 M1z Y 1/2 yii/z
3 3
:/ xQ(—l—Fx) dzz/ (x?’— _x_) da =
1/2 4z 1/2 4
& [x4 :v2]3 1225
L4 8l 64
B

y=4x

Pf'z’klad276.1:// 3y?dedy, D:z*+y’=a® z=0(z>0)
D

Reseni :
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y

a Va?—y? a 4. /a2—y2
/(/ x3y2dx>dy:/ y2[m—] dy =
—a o - 4 Jo

x ay2 212 1 * a4y 9 9 =
= [(L@-vray=g2 [ vt -2ttt dy =

—a 0
ir e 25 yl1e 1,01 2 1 d &
g - ] (-] -
2[“ 3 5t 7, T2%\37 577 T 105°

pr?+1
y — 1= —(x —1)? je rovnice paraboly s vrcholem [1,1].

Reseni : y = 2z — z? neboli
Priseéiky paraboly s piimkou y = —z najdeme tak, Ze zjistime jejich z-ové soufadnice

—z=2x—122 — z(z—-3)=0

o dosazeni
P —rx =0, 19 = 3

3 2c—z2 3
d 1
o z2+1 o Z2+1

-

3 12432 302 41—-3z—1
= —dr = — - di =
0 0 z? +1

(2z —2* +z)dz =

2 +1
3
L 1 3
=— [ (1- - )de = - |z SInja?+1|-
A( 3m2+1 241/ % ‘ 2nlm+I
3
—arctg :1:] = g In 10 + arctg 3 — 3. ]
0
Piiklad 278. I = //(:c—{-y)da:dy, D:y?—22<1,y>0, z€(-2,2)
D
Reseni : y? — 2% =1 je rovnice hyperboly .
2 Y21 VT
] dr.—

/2(/0\/H—xf($+y)dy)dx=/_2[xy+5 3

-2

2 1+ z2 2
/(x\/1+x2+—2—)dx=/ oV 1+ z2dx+
-2

-~

-2
= 0 (lich4 funkce)

&2 312 14
= 1+ 2? = S :
T Aﬁ;ﬁﬁd$ h+3h 3

sudé funkce

Pf‘z’klad279.I=//(1+z)ydxdy, D:y=2z>—-4,y=-3z, z=0(z <0)
D

Reseni : Stanovime z-ové soufadnice prisecikii paraboly s pfimkou :
2 2
=z°—4 °4+3xz—-4=0
{ ¥ . Po dosazeni
y=—3m 11:1,1'2:—4
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/_Z(/xj:(l - x)ydy> dz = —;—/Z(l + ) [y2];23: dig =

T 1[0
:—/ (1+m)(9x2—(a:2—4)2)dx=—/ —2° — o'+
e P 2] .
1r & = 17z*
3 2 _ . el B
4172 + 1722 — 162 16)dz3762[ R i
17 0 -1
—= 8?16z = .
+ 3 82 6x o 5
[ |
Priklad 280. //(z+1)dxdy, Dig=2, =g g=8
D
Resend :
= B.
]

P'f'z’klad281.//—1—d:vdy, Dimp=try=8 =41z >0)
DY

| 4 /14([;jdy)dx= /:[lnlyl]:zdx:

Resend :

4 4
= / (lna: —Iln— ) de = 2/ Inz dx = (per partes)
1 x 1

=] "= 4
= u, I;z R :2[xln:v—x] =8In4 — 6.
: u=-, V== 1
1 x T
dz dy :
282. // :r:+y2’ g v=14 =1, y=2

283. // cos(z+y)dzdy, D:z=0,y=m y==z
D

284.//(z2+y2)d:rdy, D:iy=0,y=1-z,9=14+2
D

285.//(x+2y)dxdy, D:z=y*—4,z=5
D

286. //xyd:rdy, D:y=zx—-4, y*=22

287. // da:dy, D:z=0,y=2,y=4,1y°==x
py+

288./ —Ed:vdy, D:yi=z, ¢y =4z, y=2
DY

289. //(a:y—i—y)dxdy, Dig=1 =2 mp=4%4 3=10
D

-
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II1.3. Fubiniova véta pro trojny integral
e Vypodlitejte trojné integraly na danych mnozinach W C Ej :
Pt‘t’klad290.f=f_/f §(z+1)2da:dydz; W:0<z<1,1<y<e? 0<2<2
w
Resent :

fmf Lay- /(z+1 ] bl [

=52 6-g=7 :

Pﬁ'kladZQl.I:// (z? +y®)dzdydz; W:0<z2<z+4+y, 0<y<3,0<z<2
w

Resent :

= [([ ([T i) an)ar= [([ & +i[]" ) o=
==£1Afx+yxx+ydyd f /.$+wy+xy+y)@)ﬁzz

1

A ?y® | zy’ y
—/O-[xy-i- 2 +-3—+—21— dz = / 3:r +-:L‘ + 9z + )d:c—
__[3$ +_3x +_9 81 ]2 165 =
T4 2 2 4 Foy

Pf‘t’kladZQZ.sz// Pysinzdrdydz; W:0< z<sinz, 0 <y <sin’z, 0<z
w

r~a|=z

Resent :

o /fr)’2 (/sin2z([sinz Jsin i dz) dy) . /m‘2 (fsian e [-ZEH :in:r:dy) dr —
0 0 0 0 0
= if:ﬂ(/:inzzysinsxdy) dr = %/:ﬂ sin® z - [y;]:inaxdm == -é/:ﬂ sin® zdz =

16

(podle Wallisovy formule viz pf. 29 ) =

dz d d
Priklad 293. Vypocitejte f f / :z: y . , kde W je Ctyfstén omezeny rovinami
z + 2y + 3z = 6, :::—0 y—O z =10.

Resent :
0<z£6—x—2y
= 3
0< <6'$
SyYs 5
0<% <6

58



6—=zx 6—x—2 6—x

=L e = [ gl )

6-z 6—=z

(/()'7(2(7_;1_2y)2+%)dy)dx= : (AT(l_m%ﬁ)dy)dxz

1

6
1 . 1 05= L f86—==xi.1 if
z St 23 o oot dr = = g i pe il =P, T =
6_/0[y 2(7—x—2y)]0 *=%8 0( 2 2+2(7—x))d$

| A 1 1 z? 6 12+In7 In7
. ( ’ .7:-7) - 12[‘% g ~lnle 7]}0 12 1+ 1
]

Priklad 294. Vypocitejte //f y - cos(z + 2) dz dydz, kde mnozina W je omezend
w
plochami y = /z, y =0, z =0, x+z=g~.

Reseni :

VAN

N

IA
I3

& e S
IA
H i =
IANIA
R o
N

IA

n
2

= foﬂﬂ (/Oﬁ(ff“z y-cos(z+2) dz) dy) dr = /0“{2 (’[oﬁy[sin(x+z)]f_z dy) dz =
Z/’W([gﬁy(smg m Si“l‘) dy) dr = fﬁz(/ﬁy(l — sinz) dy) dzr =
o 0 0

w/2 2.7 1 w2 1 2q7/2 1 /2
=f (l—sinr)-[y——] dz = —/ (1-sinz)z dz = _[1:_} ——f rsinzdr =

0 2 0
U=z, v =sing 72 l[ 1+ s ]"»"2 72 1
= =——=|= sinx =— - -
u =1 v=-—cosz 16 2 a4 0 16 2

e Vypocitejte integrdly na danych mnozindch W :

295f[f (a:+y+z)d:t:dydz, W;;};:l’y:[]’yz.r,Z:O, Z=\/§ [1+2\/§]
W

zgs.f/f sdvdyds, W:z=0, §=0,2=0 2=y, & +tg=1 &)
w

297./// gyl drdydz, W:z=zy,y=1x,y=1,2=0 [ﬁ]
w

298.fff (z+y)dzdydz, W:2=0,y=0,2=0,z=a, y=a, 2=a’—z?—y?
W
' 5

5]

299.]// zzdrdydz, W:2=0,y=0,2=0,z4+y=1, 2=22+y*+1 [-l-ga]
w
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IT1.4. Substituéni metoda pro dvojny integral

Priklad 300. Rozhodnéte, zda integral / /

D
22 +y? <1, y > 0} existuje a v kladném piipadé jej spocitejte.

Resend : X% (0

arctg%dm dy, kde D = {[z,y] € E;:

Funkce f(z,y) = arctg g je nespojitd na ose y
%

(tj. z = 0). Nicméné, mnozina D je méfitelnd a
funkce f je na D omezena, nebot

|arctgg| < g pro vSechny body [z,y] € Es.
%

Proto dany integral existuje. Vime, Ze

WE \ //Df(x,y)dxdyz//B(W)f(x(u,v),y(u,v))|J|dudv.

V™ S . ol s ;
Zde pouzijeme transformaci do polarnich soufadnic.

T =TCOSyp 0<r<i - 1
//arctggd:cdy: y=rsinp | 0<p<mw =/ (/ cp-rdr)dcpz
D z Je=r 0 0

x 1 St Ty 2
= [(pto- [(rar= 2] [2] =T
2 A 210 L2]o A/’/‘ 6
e Vypocitejte integraly :

Priklad 301. // Vrt+y?dedy, D= {[z,y] € By : 2> +y* —bx <0}, b>0
D

r=rcose 2 +y> <bx — r> < brcosy
// V2 +y?drdy = abr o ’ 0<r<bcosp —rcosp>0 ==
b o L st o
T2=¥%s3
/2 bcos /2 r3qbcosy 1 w/2
=/ (/ r-rdr)dgo:/ [—] dcp-———/ b3 cos® pdp =
-n/2 MJo —m/2 3o 3 J xs2
3 5 [ 2 2 4
== Sodp==0-—.1=-b.
3 /0 bl il 9

Priklad 302. // In(1+ 2%+ y?)dzdy, D:2*+y* <a® <0
D
Resend :
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T =TCosp 0<r<a
//ln(1+x2+y2)dardy: y=rsing | gStpS:%r —
D
J=r

3m/2 a 3 /2 a §p? g
=/ / ln(1+r2)~rdrdcp:/ d<,0-/ 1n(1+r2)rdr=[ }:
7!'/2 0 7r/2 0 2rdr = dt

1 [ue’ 1+a2 \
:7r-—-/ lntdt:zr—[tlnt—t] :E{(1+a2)ln(1+a2)+l;.
2 J; 2 1 v "

™ a o
Priklad 303. // z3 dz dy, kde D je mnozina ohrani¢end kiivkami zy = 1, zy = 3,
D
2
Z
=, y=21"%
ki
Resend :
y
£, , ] Al T :
Pouzijeme transformaci { Y . Potom mnozina D
2z Y .
bude mit vyjadieni 1< wu <3, 3 Lus2
a x
Nyni spo¢itame z a y pomoci u a v a dale Jakobidn
s
Y = u, y = vr?, E:vx2—>x3:~q, L =q E—)yzv — = Vu?v ;
v v v

6.’5 By 1 _% _% 1 % _g

— == —u”3v ——u3v
J=|0u Ou|_|3 3 _1v—1+gv—1__¢0

or Ody 2 11 1l 2 32 9 9 3v

— el —u 3p3 —u3y~ 3

ov 0v 3 3

Uzitim véty o substituci dostaneme

2 3 2 3 g
[[awar= [ ([4 )i} [ Lo [wau= 13 [5) -
1 3
— i = 2. -
2

3

Priklad 304. //(Zar—y)dxdy, D:z+y=1,3+y=4, y=z, y=395x
D

Resend :
.
y=5x
o Nejvhodnéjsi substituce bude nasledujici
r+y=u
y y L€ u<€4,1<y58.
x - =
i
x+y=] try=4
T = u 1 —u
14+v 1+v (1+v)? u w u _
Potom 3 = = = 0;
_uw ’ v u 1+v)? (1403 (1+0v)? #
y—1+v 1+v (1+0v)?
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5 4 4 5
2u uv U 2—v
2 == d d — e — 2 . —_
ffD(l’ y) dz dy .[1(f (l-l-—v 1+v)(1+v)2.du)dv v du 1 (1+v)3d'u

3 5 _ 5
=[%]:[ —Hdv—?l /1(_(1-:v)2+(1-fv)3)d1)=

=21.[141—1;_2(13-11)2]?:21(1‘_“—3__1_‘-_?"_)=0' "

Priklad 305. // V1+4z2 +9y?dzdy, D:4z® +9y2 <36, y >0
D

3 22y

Reseni : Mnozina D je vnitiek elipsy 9 + T < 1 lezici nad osou z.

Pouzijeme transformaci do zobecnénych polarnich soufadnic (eliptickych) :

=3
{3: TCOS(P! J=3:210<r<1,0Lp<m.

y = 2rsing

kg 1
f \/1+4m2+9y2d:ndy=/ (f \/1+4-Qrzcoszap-i-9-4r2sin2r,0-6rdr)dga:
D 0o o
w 2y3/27!
=/ d(,o—/ V1+36r2 - 6rdr=rm- i[w—] =%(37~/9?-—1).
0 0

12 3
306. ff (z—2y+3)dxdy, D:z°+y*<d® [37a?]
307. /f:cdmdy, D:(z-2)?%+ (y Dip
(Pouzijte soufadnice z = 2 + r cos :p,y =1+ 2rsing.) [47]
308./ V2?2 +y?dedy, D:z’+y* <2z [%2]
D
309. ff(x2+y)dmdy, D:zy=1,zy=4,y=2,y=9z
D
e Yy _ _ 119
(Pouzijte soufadnice zy = u, i v.) [J =33 ]

IT1.5. Substituéni metoda pro trojny integral

e Spotitejte integraly substituci do sférickych soutadnic :

T = 7 oS pcosv or Ox Oz
y = rsinpcosd gf g‘#’ gﬁ
. Y Y Y 2
— —] e 2 —— — '19
z=rsind W ﬂ J o 8o o9 7 COoS
r>_0;0§c,0<27r;—§<19<§; 0z 0z 0z
2 a?" 3(,0 ol

o2+ y?+ 22 =12

Pi‘z’klad310.ff/ VI + 2+ 2drdydz, W:2?+y*+22<9,2>0,y<0
w
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Resent :

0<r<d

/// V2 +y?+ 22dzdydz = 37” p<2m | =
v ~Tcp<cI
g= =]

=2-

"
l
%
]

w/2
/ (/ (/ Pl cosﬂdr) d(p) di = / cos 9 dv - dgo / r3dr =
—7/2 3m/2 —m/2 3m/2
L
2

8
1

P1"z’klad311./// (22 + y¥)drdydz, W:1<22+y°+22<09, y>0 z<
w »f

Resent :
I <Pr<3
/// (z2 +y?) drdydz = 0<p<w | =
w ™
=520
0 g 3 0 ) g 3
=/ (/ (/ r2c08219-r2cos19dr) d(,o) d19=/ cos319d19'-/ dcp-/ ridr =
/2 vJo 1 —n/2 0 1
i , 513 .2 .. 249 484
— 319 F, [L] —_—— - —_—
/0 cos’ ddg" el =g T TR =
22y 22
Priklad 312. /// zydrxdydz, W: T + 9 + T 2Lzxl, 4>20, 220
w _
Resent : ) ;
z = 2r cos pcos ¥ 0<r<1
/// Iydmdydz: y=3rsj1ntpcosn9 l gSSO N _
W 2z =2rsind 7
J = 12r2 cos ¥ OSﬂSE
2 b 1 : y
=/ (/ (/ 6r2sin<pcos<pcos2z9-12r2cosz9dr) dgo) dd =
0 £ MJo
r511 rsin2pym 2 24
O] (B 2 -2 :
51Jo 2 Jz 13 5
e Spocitejte integraly substituci do cylindrickych soutradnic :
T = TCOoSp Qaf 8_:1: Qf
0 B ar Gp: Ov
y=rsingp . @ % @ T
£ = Tl or fp Ov |
r>0; 0<p<2r; 0z 0z 0z
z2 + y? = r? or 0y Ov

Priklad 313. /// (2 +y*) dzdydz, W:2°+y*<az, z2<a, (a>0)
w
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W je ¢ast vnitiku rota¢niho paraboloidu :
2
o
x2+y2§az—>r2§av——>—_<_v§a,
a
z=a:2°+y?=a> —r?=ad’
0<r<e 0<p<2m

Jf o= [Ty ae [ 20 )0

2 a 2 4 6-a 5 5 PR .
do - 3 _T_d:Q[_T.__T_] e 1) . N P Pty
/0 ‘p/or(a o Lot L gl Wt vy St 6

V tomto pifkladé jsme mohli postupovat i bez pouziti cylindrickych soufadnic. Mohli
2 i o2
T4y

< z<a a potom vzit v ivahu primét télesa

jsme vyjadfit z pfimo :
a
do roviny (zy), coz je fez télesa rovinou z =a tj. z° +y® < a®. Tedy

///mﬂ/ dzayiue = // / (@ +y?)dz) dzdy =

2+y2<a
2 2

= // (z% + 3?) 12 , dzdy = // (x2+y2)(a—x:y)dzdy:
z24+y2<a z2+y?<a

T =TCOoSQ 0<r<a 2
= | y=rsing | 0<p<2 / / a——— Tde(p— 6 i

J=r

Priklad 314. /// V2 +y2drdydz, W2 +y2<2<6-22—¢°
w

Resent :

z = /22 + y? je rovnice rota¢ni kuzelové plochy s vrcholem
v pocatku;

2z =6 — z2 — y? je rovnice rota¢niho paraboloidu.

Obé plochy maji spoleénou osu rotace z, a proto se protinaji

v kruznici, jejiz polomér dostaneme ze soustavy :

At Gl
g Tedy z=6— 2%, 22+ 2—6=0,
z2=6—12—192
(2—2)(243) = 0. Uloze vyhovuje feseni z = 2 — 2 +y* = 4.
r§v§6—r2

Pouzijeme cylindrické soufadnice a ur¢ime prislusné meze : { 0<r<2

0<p<2m
[[[ vETdasaas= ["([([ rra)ar)do-
- [([[ror—ni)tomse (5 -5 -] -m(0-F-9 -5
| ]

Priklad 315. Vypocitejte integral /// Bdrdydz, kde W :2 <0, y>0, 220,
w
2 2 2
s :Zz +Z <1 (elipsoid).
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ReSeni : Pouzijeme zobecnéné sférické soutadnice :

T = arcos ¢ cos Derel
™

y = brsin pcos J = abcr? cos 9, sSe<m

z =crsind o<y <X

=_1 2

N
ISH
6
~—
U
S
Il

z ™ 1
/// z3d:1:dydz:/2(/ (/ Ar3sin® 9 - aber? cos 9 dr
w 0 z \Jo

2 % ; sin® 91% 1 abclm
:/o sin319c0s19d19-/% d<p-/0 rs‘alr:abc“[sni1 ]oz'g.[%]o: s "
e Vypocitejte integraly :

1
316./// da:dydz,W:$2+y2+z2§1,y20,z§0
W et gt et —4

‘ [w(g +161n3)]

o [f[ Pydedyds Wiz<a-a ot y2 0,220 a2
318. /// v’ + 2%)dxdydz, W : 4z® + y* + %51 [4n]

o /// Sy drdydz, Wz +y* +2°<2,2<0,y<0,2>0

:v2+y + 22 i : =
o I (4 —2)
T(ga) [z

320. /// (22 + 92 + 2 drdydz, W: 2> -2z +y*<0,-1<2<1 [%w]
w
321. /// zydrdydz, W:0<z?+ 2% <4, 0<y<4-z2-22,2>0
w
(Névod : cylindrické souf. z = rcosp,y = h,z = rsinyp) [%?;-]

IT1.6. Aplikace dvojnych a trojnych integrala

| e Urcete plosny obsah rovinného obrazce D ohraniceného danymi kfivkami :

Piriklad 322. y =122, 2 +2y=3, y=0

Resent :
»
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Piiklad 323. zy =1, zy =4, y=z, =28

Resend : , ) . "
P://Ddar:dy:/l(/l dy)dx—i—/Q(/J dy)dx:
:/j(m—%)dz—i—/j(%—%)dmz [?—ln|x|]?+

8 1 3 8
+3[ln|x|]2—-2——ln2——2—+3(ln8—ln2) = 5—{—1112.23 =
=g+ln32. ]

Piiklad 324. Uréete plosny obsah rovinného obrazce omezeného osou r a jednim oblou-
kem cykloidy o parametrickych rovnicich z = a(t —sint), y = a(l — cost).

Resend :
Jeden oblouk cykloidy opise bod kruznice, ktera se
kotali po piimce y = 0, tj. ¢t € (0,2m).

xn -

T 2 2r
Pz// da:dyz/ ydx:/ ya’:dt:/ a(l — cost) - a(l — cost) dt =
D T 0 0

21 o 27!'1 2t
-—-a2/ (1—2cost+coszt)dt:a2[t—2sint] +a2/ —+—CO—S—dt=
0 Y 0

2

2 .
2 a sin 2t
= q?-2 —[t
a® - 21+ 5 5

Priklad 325. Uréete plosny obsah rovinného obrazce D omezeného asteroidou
223 4?3 = 23,

P=// dzr dy
D

Pouzijeme transformace do soufadnic : {

2
] = 271a? + a*1 = 3ma®. ©
0

Resent :

z = rcos’ @

y = rsin® @

2/3 2/3
(7'0083 cp) + (r sin® <p) =23 — 2P =a?® —

3 2 :
cos —3r cos” psin : -
v PIRY | _ 3rsin? pcost ¢ 4 3rsin? pcos® p =

sin®p  3rsin®pcosp

= 3rsin? g cos® .

2r a 2 a
P=/ (/ 3rsin2gocos2cpdr) dcp=4/ sin2g0c052cpd<p-3/ rdr =
0 0 0 0

L e D 2 x . ™
2 sin” 2¢p reje 2 1 —cos4yp 3 3 sin4¢7 2
4 P L
/0 i ok o Pl IR W 0 S Ll L

o

e Urdete plosny obsah rovinného obrazce omezeného uzavienou kfivkou :
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2
PFiklad 326. (s* +3?) =a*(z* —y?) (Bernoulliova lemniskata)

Resend :
T =TCosyp
P=f/ da:dy: y =rsing
D
J=r

4

Po dosazen{ do zad4ni dostavame postupné : 7 = a?r2(cos? p—sin? p), r? = a® cos 2,

0<r<aycos2p —rcos2p>0, €0, )U(3W 57r)U(~——2)
T, [eVewTp 3 zaf—;,—
P:4[4(/ rdr)d<p=4/‘[r—] mswd{,o=2/ a2 cos 2 dp =
0 0 o L2Jo 0
o 2[Sin201%
= 2a [——-2 ]0—0. =

2
Piiklad 327. (::2 + 9y2) = 2%

e r“:r%os%o-%sincp
Resend : P=/f drdy = y=gsinw {]<r<%cosz<psingo
D 1 T
J=7
3" cos2cpsing020—>0§(p$7r

™ 1cos? tpsmvl —cos'-’:psm;,o
P=[( 37%) d*"*‘s,f i

L | 1
f —cos* psin? pdp = — - 2-/ cos* ¢ (1 — cos? ) dp =
~ 6 o4 0

n

2 1431 # 5:3:1 = T
(COS @ — COS ga) dy = (Wallisova formule) = ( )

=§% 27\4-2 2 6-4-2 2

Priklad 328. (z* + y*) = 3azy (Descartesuv list)
Resend :
T =TCos¢ 0<r<r(p)

P= ff dzdy = y=rsing | o1 <p < =
J=
()

=-[<p1 (/ﬂ rdr)dgo—%f:z r2(p) dep.

Nyni uréime r(p) a dosadime do posledniho integralu.
P+ =3azy — ricos®p+rPsin®p =3ar’cospsing, takze
3acos @ sin g ™ s
o € — 0)=r(=)=0.

cos3 p + sin® ¢ =2 r(0) (2)
N 1/’% 3acos psin g )2d 922 [  cos?psin?p do
T & 3 TR =5 209 =

2 cos? ¢ + sin” 2 Jo (cos3 -+ sin? (p)

r(p) =

( citatel a jmenovatel vydélime cos® ¢ )

_9a2f’% tg>p dp wo=u | _9a® [ 3 . _
2/ ( 2 cos2p é;d¢=du 2 2:8 Jy (([WA+1)3

tgd o + 1)
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32 lim /C——3“2 YO Ly [ . ]0—3“2 lim = - +1) =
—2 C—+o0 Jq (u3+1)2 R C—lg—loo w+1lo 2 c5¥o \C3 4+ -
3a?

. &
2
Priklad 329. Urcete plosény obsah rovinného obrazce omezeného kfivkami

224+ 4+z2=0,22+y*+42=0,y=1z, y=0.
Resend :

1\2
’+y?+z=0— (x+§) + 3

1
4
4y’ +4r=0— (z+2)2+y* =4

T =TCcosyp z2+yz+:c=0——>r=—coscp

; 2 4 .2
= rsin z?+y*+4z=0—r=—4cosy
Pz// dedy=| ° ¥ \
D

J=r —cosp <1 < —4cosyp

r<p< om
%n —4cosg 1
=/ (/ rdr) dp = —/
s —cos g 2 T

5
—4cosp 1 [47
[r2] dp-== / (16 cos? p — cos® cp) dy =
— Ccos @ 2 -
5
15 am 15

A" 1 + cos 2¢ _15 sin2¢7 %7
do=" [ T Fdp==2| |¥ =
[ el o, 2 T2 & St

_§(§T(+sing—7r " sin27r)_15(z+l)_15(7r+2) B
T4 \4 2 2 T4 v % 16

Piiklad 330. Je déna parabolick tise¢ s tétivou kolmou k ose. Délka tétivy je a, vyska
usece h, a hustota o = 1. Urcete :

a) moment setrvacnosti isece vzhledem k tétive,

5
a7

v |

b) tézisté usece.
Resent :

Analytické vyjadfeni této paraboly bude y— h = p&*,

—4h
Pouzijeme-li bod [—,0], pak —h = p— sp P iren= =)
4h ; : %
Yy = h — —212

) Moment setrvaénosti k tétivé je nyni momentem setrvacnosti vzhledem k ose z.

4h - < h—4h 52
: 0<y<h-—==z 2 ;’Z
//y dxdy—[ i - atnts }:/_ (/0 y?dy) dz =

2=%23 2
__23]h-:%z2 __1% _ﬂza __]1_3% _33;23 b
_3[-%[y 0 dx——3 _%(h a2x> dx_ 3 _%(1 a2) dm_
2h3 5( 1222  48z*  64z° 2h3 473 48z° 64z71%
= — 1- - Ydz = [a:— ] =
3 /o a? a* ab 3 a> 5a* Tab lo
_2_13‘"1(g_a 3_a_i)_h3a(3_l)_16h3a
3 %8 2719 14/ F X8 T/, ~105
M.
b) T—[anT]a yr = —
m
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2! 1 )i e~ ]! -3 ) =L
Mz——//Dyda:dy:/%;(/oh_%zzydy)dx: :%hza,
S
yr = é};:; = gh, T= [0,§h] .

2 4+9y? —4z = 0, je-li p=10.

Resent :
24+y?-22=0— (z-1)2+y* =1
?24+y?—4r=0—0 (z-2)2+9y* =14

T = [:BT,O], oy = —2,
m
n1::10-1)::10(n-22-n.12)::30w

z2+y?>2z — r>2cosy
T =1Ccosyp

2 2 4 4
My———-// lOa:dasdy: y=rsing | S et o =
D i 2cos<p<r<4cos<p
“FEPE g
2 dcosp 3 r374cos g 10 /2
:10/ (/ T coscpdr) dcp—lO/ cos<p~[—] dcp:—/ 56 cos® pdp =
__% 2cos % 3 2cos 3 _%
20 2 1120 3-1 =
= .56 tpdp=—— — -==T
: /0 cos” pdy 3 1.2 2 O,
70m 7
:—, T: [”,0]. .
T = 307 3

Piiklad 332. Uréete soufadnice tézisté kruhové vyseée (viz obrazek), je-li o = konst.

2
a\4 T: $T7 ) 7ra 20@——& ap,
a/ ' M, = // a:gdzdy —

Resent :

T =TCosp 0<r<a a a 7‘3 A o
- =rsing ‘ —a<p<a :g/ (/ rzcoscpdr) dcng[—] -[sincp] =
J:r —a 0 3 0 —Q
B 2 asina .
= - in I = = -
3¢ LA S

Piiklad 333. Urcete moment setrvacnosti vzhledem k poc¢étku soustavy soufadnic homo-
genni rovinné desky omezené kiivkami z2 +y2 =1, 2> +y* =4, o= k.

Resent :

69



Ioo) =k / f (2% + y?) dz dy =[polérni soutadnice] =
D

2 2
=k/ f :r3d'rdgo=Ek7r. &
o N1 2

P#iklad 334. Uréete polohu tézisté obrazce omezeného kardioidou r = a(1 + cos ¢),
¢ €(0,27), a>0, p=1.

Resent
1 w2
T = [J:T,O],m =iPp = /f dedy = —f r?dp =
D 2 w1
(viz pf. 328)
1 ) 27 : 1 3 2m 5
=30 (1 + cosep) dcp:ia (14 2cosyp + cos® ) dp =
0 0
1, .12 1, [14cos2p , 2T 3,
—2a[90+251n(,0]0 +§a£ 5 d(p—aw+a2—2aﬂ,
27 a(1l4cos @)
M, = /f zdrdy = [pola’u‘ni souf.] =f (/ r? coscpdr) dy =
D 0 0
1 %8 3 3 a [* 2 3 4
== cos p-a’(1+cosp)’ dp = — (cos p+3 cos” p+3 cos” p+cos fp) dp =
3 0 3 0
= §a31r' TT = o8 ®
=S 4 1 7 6 .
e Vypocitejte objem télesa W omezeného plochami :
Piiklad 335. z =22 +y*+4, 2 —y=2,2=0,y=0, 2=0
Resent :
W je éast trojbokého hranolu £
se zakladnou v roviné z = 0.
Hranol je shora omezeny
rotatnim paraboloidem.
W 0<z<z?+y° +4
V=f/f drdydz = r—-2<y<0 =
4 0<z<2
2 0 z24y%+4 2 0
=/([ (f dz)dy)da:::f( (m2+y2+4)dy)d:r:=
0 r—2 0 0 -2
2 3 0 2 L 2)3
E = 2 y_ S - —._.(x = =
—/0 [:1: Y+ 3 +4yL_2dmv~ /0 (1:2(1' 2) + 3 + 4(z 2)) dz
z* 223 (2 -2)* 9 2 32
B | 2 = . ]
[T F g+ %,=3



Priklad 336. z = 2(2? + y?), 2% = 16(z? + y?)

Resent :

¥V = [ / f dz dy dz = (pouzijeme cylindrické soufadnice)
w

z=rcosyp | 20z’ +y?) < 2<4/22 +y2 — 2P <v<4r
y=rsing 2r? < 4r 0<y¢p<2r _
z=v PPy 0<r<2 N
J=r
2 2 4 2riq2
T
rdv)d'r)dcpz/ dgo—/ r(4r — 2r°)dr = 27 [—'r3— ] =
0 0 3 4 Jo
|

Priklad 337. z =1 — 22 —4y% 2 =0
Reseni : Plocha z = 1 — 22 — 4y? je eliptickym paraboloidem s vrcholem v bodé [0, 0, 1].

V:f//wdxdydz= ff (-/:_zz_qyzdz)dmdy= f] (1-22-4y?) dzdy =

2 +4y2<1 2 +4y2<1
r=rcosy <r<l1
r oy I 3 2m-prri ol o«
= | y=zsing | 0<p<2n - (1-—?‘) —dr d(p=____ = —
: 2 k2" alo 4
o 0 0 o
=3

Priklad 338. 2 =z +y?, 2=z +y
Resent :
‘ ?+y’<z<z+y
V:ff/ d:t:dydz:[ BT ]=
(z,y) € {2” +y* < z+y}
\ // / dz d:cdy—
z2+y?

z2+y?<z+y

d q
- // ($+y“$2“y2)d:cdy:[ x+y“”z—y2=%—(Il_%)z‘(yl_% 2 :|=

#itsety— (o-3) - (1-3) <3

1
:c=%+rc051p 051‘5&

22 +y?<z+y

- y=%+fsinv |  o0<e¢<or |~
J =
2r 1/2 .1 1 72 /12 Lol &by 7
= _— 2 — _— —— —— — s | — 8 = = — - —
_fo (/0 (2 "")Td’")d“o 2“[2 2 4]0 = (4 271 4) 8

::::0, p=0, z=10, x+y+z—1, je-li hustota p=1.

Reseni : Hmotnost télesa pfi o =1 se rovna objemu.
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i T |

- ~3'2 6

&= ,nzz My, = /// zdrdydz =
/01“1(/01_’_3’de) dy)dx:/(,l(/o 3(1 -2~ y)dy) dz =

:/le[(l—x)y——yi]l_mdxz 1gv((l—a:)Q—(l—_ai2—) da:z—;—‘/()lx(\l—x)Qdm:

- [

0 0 2
1! 1ra? " B g @ 1 1
= — —22 3d :—[———3' —] = — = —,
2/0(x THT)dr =53 -3 Yo T w wesa "

Piiklad 340. Urcete hmotnost koule, jestlize hustota g je rovna ¢tverci vzdalenosti
od stfedu koule.

Reseni : Zvolime pocitek soustavy soutadnic ve sttedu koule. Pak koule je popsdna
nerovnici z2 + y® + 22 < a? a hustota o = 72 + y% + 22

m=/// gdmdydz:/// (> +y* + 2} drdydz =
w w

z =rcospcos? bs2sa

2 z a
= rsin pcosd 0<¢p<2m ’
= fpig=rdig | B ¥ ﬂ :/ (/ (/ r%osﬁdr)dﬁ)‘d@:
z=rsind <9< = 0 - 0

J =r2cos?d

= 27r[sin19] %" . [T—]a = 47”15. E]
-3

51Jo 5

Priklad 341. Uréete té7isté télesa omezeného plochami z = z2 + y2, z = 2, je-li hustota

z24y2<2

=/2w(‘/ﬁ(2—r)7"d7‘) dp =2m- [ %]f-—-%r.
M, = /// zdzdydz = // -/z2+y zdz dz dy g’ﬂ’, Tr-[ﬁ,(),%].

z2+4y2<2

Priklad 342. Urcete tézisté télesa W : 22 +y? +22<a?, 22>0, o=

Resent :
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M,
Teziste T = [0,0, zr), kde zp = —22,

1 4
V:i-gwa:’, My = /// zdzdydz—
T = rcos pcosv

0
; z 27 a
Yy = rsinpcos ¥ 0<p<2rm 2 1
- : | - | =) ([ ([ reinortcosvar)dy)as =
z=rsind 0519S§ 0 0 0

J =r%cos?d

=V,

B R PR roeeda '

Priklad 343. Urcete tézisté kuzele se zdkladnou z2 + y? < 16 a vrcholem v bodé [0, 0, 4],
Jje-li hustota p = 1.

[NIE]
s
S

Mmy,m:\'/—lw 424—‘%#
m 3 3

T =[0,0, 27], kde 27 =

My, = /// zdrdydz
w

Uvazovany kuzel je rotacni, osa z je jeho osou rotace. Merididnem tohoto rotaéniho
kuzele je ¢ast piimky ¢ + z = 4 — 2 = 4 — z. Potom rovnice kuzelové plochy

jez=4— /2242

// / myzzdz)dxdy: // [%z]z_mdxdy:

z?+y?<16 z24y2<16
9 T =Trcosp | 0< 27
// (4—\/:r2+y2) drdy = | y=rsing 0<r<4 =
2+y2<16 J =
= byl 8 , it 64
/ / 4—1)rdrdp = 5 / (16r—8r2+r%) dr = 7r[87‘2—§r3+z]0 S
== [0,0 1] B

Priklad 344. Urcete moment setrva¢nosti vzhledem k bodu [0, 0, 0] télesa W
2 4 .2

W:{[‘T’y’z]EEi&; 1'“2|'y SZS\/3—$2*YJ2}7 g = 1.

Resent :

I 0,0 = /// (> +y* + 2 drdydz =
w

T=rcosyp %§h< 3—-1r2 — gS\/B—r2—>T4§4(3~r2)—>

. y=rsing M4+4r’—12<0— (P’ -2)(r* +6) <0 — rP<2— -
Al 0<r<v2, 0<p<2n
J=r
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f:ﬁ(/ﬂﬂ(/:m(fz + h)rdh) dr) dp = 27r-/0ﬁ[r3h+r§;] T dr =
2

V2 8 1.2
9 Bfa _ aaiite B S T Sl C A i
7(/0 (r vV3-r +3(3 r)W3-—r )d'r ’JT[ 13 24-8]0

)

12 24-8
J=pt =% | ri=0—-2t=3 | _
—2rdr = dt r2=\/§—>t2=1

+or [ (VBT 20V ) dr = 21 - Bloadf y.
\/E 2 2‘2
— m(l+§r)(—2r)dr:[

=—§7r-?r/:\/f(1+§(3“t))dt=—§7r+1rf3(3\/f—gt\/f)d¢=

2 2
3 2.313/2 2 2t5/293 3 4
—_ —— —_—— = —_—— —_— —2
27r+7r[ 3 3 5 ]1 27r+7r(2 3v3 5 -9v/3 +15)
183 97
—w(s Fﬁﬂ_&m2 "

Piiklad 345. Urcete moment setrvaénosti vzhledem k ose z télesa W,

W={[.’I:,y,z]€E3; mSZSQ}, Q-:l.

Resend :
/f (2 + y?) dzdydz =
[/ (:1:2+y2)f dz)dzdy =
o rz+y2<4( ol )
T =T1Cosy | 057-52
= f[ (:1:2+y2)(2—\/;c2+y2)d:rdy= [y:rsincp 05w$2wjl =
224y2<4 J=r

4 5

:£2“(£2r2(2—r)rdr) dcp=27r[2-%— %]:=2ﬂ'(8—%) = 16?7]- .

Piiklad 346. Urcete staticky moment M,, (vzhledem k roviné (yz)) télesa omezeného
rovinamiz =0, y=0, 2=0,z+y=a, y=h, (a >0, h > 0), je-li
hustota p konstantni.

Resend :
N M,=p- /ff zdrxdydz =
[ 0<z<a-=x
= 0<z<a =
h 4 - T
0<y<h
a h a—z a h 11?2 .7,'3 a
$Q£ (‘/{; (/{; z:dz) dy)dw:gfo (fo :r(a—-x)dy) dx—g-h{a-?—?]o
3
=Qha o]
6

Priklad 347. Uréete moment setrvacnosti I, (vzhledem k roviné (zy)) télesa W,
W ={[z,y,2) € E3;2? =20 +y* <0, -1<2<1}, o=1.
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Resend : Téleso W je rotaéni vélec s osou rovnobéznou s osou z.

Imy:/// Zdrdydz = // / z dz dxdy— // — dxdy—

(z 1)24y2<1 (z—1)2+4y2%2<1

2
=g // dzdy— 1—§7r. v |

(z—1)2+y2<1
Piiklad 348. Vypocitejte integrdl a pomoci vzorcu stanovte jeho mozny fyzikalni vyznam:
///W\/mdxdydz, W rif <58 /A—TP=gp., g2 b.
Resent :

W 2?2 = 2%+ y? (rotaéni kuzelovd plocha)

22 =4 — 1% — y? — 12 + y? + 22 = 4 (kulova plocha)

xy

0<r<2 ]
T = rcospcosd
y =rsingpcosd l 0<p<m
z=rsind (y >0)
J =r2cosd Wegel
4 el
2 T2 4.2 ¢ = 2
1= ([ ([ rerreosvar)ap)ao= 5]’ [ind] ﬂzm(l-i).
z 0 0 410 L o 2

Vyznam : 1) I je celkovd hmota télesa pfi hustoté o = /22 + y? + 2
2) I je staticky moment télesa vzhledem k bodu [0, 0, 0] pfi hustote p=1
i

Priklad 349. Vypocitejte hmotnost kuzele s polomérem podstavy a =1 a vyskou
h = 4. Hustota se linedrné méni v zavislosti na vzdalenosti bodu télesa
od podstavy. Ve vrcholu je p =1 a p = 5 v kazdém bodé podstavy.

Zvolime soustavu soufadnic s pocatkem ve vrcholu kuzele, osa z
bude osou rotace, merididnem bude ¢ast piimky z = 4z, y = 0,
0 < z < 1. Potom kuzelova plocha bude mit rovnici

z = 44/2? + y2. Uvazované téleso W zapiSeme pomoci nerovnic.
W: 4/22+y2<z2<4

2+y? <1
Pro hustotu plati : g(z) = ki(4d—2) + ko :  0(0)=1—  1=4k +k
—(4-2)+5=2+ 1
16
1:2+y 3
I2+y2<1

e Urcete plosny obsah P rovinného obrazce D ohrani¢eného danymi kfivkami :
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350.z2=y% 8r=9y% y=>5 %}
351.y=22, z—-y+2=0,2=0, 2 =1 (2]
352.z=y% zy=1, z =4y [%+ln2}
2\ 2
2, Y » 9
353. (4::: + 5) = zy 2]
354.y=lnz,z—-y=1, y=-1 %—ﬂ
z2 8 2

355.y =T, V=773 (- 3)]
e Urcete hmotnost m rovinné desky omezené kiivkami :
356. y = 2%,  — y + 2 = 0, je-li hustota o(z,y) = zy [%]
357. 22 + y? = 2ax, je-li o(z,y) = V22 + 42, a> 0 [32 ]
358.x =92 zy=1, z =4, jeli olz,u) =2z {9—5—]
359. 22+ =1, z+y > 1, jeli o(z,y) =y [%]
360. 22+ 2 —22 =0, 22+ 4y’ —42 =0, y = z, y = 0, je-li hustota o(z, y) v libovolném

bodé rovna vzdalenosti tohoto bodu od poc¢atku soustavy souradnic. 1%—‘/—5}
e Urcete tézisté 7" rovinné desky omezené kiivkami :
361. y =2z — 322, y = —x, je-li o(z,y) =1 [ [— ——]]
362. y =sinz, y =0, z € (0,7), je-li p(z,y) =1 [T: [E’g]]
363. y° = 4z + 4, y? = —2z + 4, je-li o(z,y) = 1 [r= [g,o]]
364. iL‘% + y% = (Ig, 20, y=>0,jeli Q(x, y) =1 (jde o ¢tvrtinu asteroidy lezici v I. kvadrantu,

pouzijte soufadnice z = rcos® ¢, y = rsin® lp) [xT =yr= ;?g:]

e Uréete moment setrvacnosti :

365. kruhu o poloméru a vzhledem k jeho te¢né, o(z,y) = 1, [g—m“]

366. elipsy 422 + y? < 1 vzhledem k ose y, o(z,y) = v, [%]

367. ¢tvrtiny kruhu o poloméru a vzhledem k jeho ose soumérnosti, o(z,y) = 1,

[z

(Zvolte polohu tak, aby osa z byla osou soumérnosti.)

368. ctverce o strané a vzhledem k jeho vrcholu, o(z,y) =1, [ga"]
369. ¢asti mezikruzi z2? + y? = 1, 2% + y* = 4, omezeného piimkami y =z, y =0
v L. kvadrantu s hustotou g(z,y) = k, (k > 0) vzhledem ke stiedu mezikruzi.

15km

(55
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e Vypocitejte objem V' télesa W omezeného plochami :

370. 2 =0, y+z2=1, y=Inz, y=In’z [3e — 8]
8. 2=0; se ~z*, 22+ ¢ =0° [%m“]
372. 2’ +y* + 22 =a?, 22+ y* <V, 0<b<a [%w(a3—\/(a2_—_l)-2—)—3)]
373. (x+9)*+22=1,2>0,y>0, 2>0 ' [53v3-1)]
374. 1+ 2% +y? =22 2=5-22— ¢ (2> 0) [%?W]
375. Z—iﬁé—j §=1 [gwabc]

e Urcete hmotnost m télesa W :

376. W :0<z<aqa, 0<y<b 0<z<c, jestlize hustota o(z, y,z)—x+y+z
abc
[—(a+b+c)]

377. W je koule o poloméru a, jestlize hustota je rovna ¢tverci vzdalenosti od priméru.

(Zvolte kouli se stiedem v pocatku souradnic a prumer lezici na ose z.) [%'nas]
378. W je omezené plochami o rovnicich: 2 =0, 2z +y+2=4, =0, y =0, s
je-li o(z,y, 2) = 4z. [7]

379. W je omezené plochami o rovnicich : z = 22 +y?+4, 2 =3 —22 -2, 2?2 +9? =1,
jeli o(z,y, 2) = 22(2% + y?). [T]

380 W :2=0,z=22+¢%, z+y=5 =0, y=0,0(z,y,2) = 1

[r= 2.2

6
3L W:22=22+9° 2 +y*+2° =8, 220, g(z,5.2) =1

[7=[oo, 5731_—5]]
2 y2 22

382. x_2 + 7 +—5=1,2=0, y=0, 2=0 (v prvnim oktantu), o(z,y,2) =1
a c
3a 3b 3c
z=[% %%

e Urcete moment setrvac¢nosti télesa W :

383. 2 + y? = 22, £+ y = z vzhledem k osdm soufadnic, je-li o(z,y, z) = 1. ‘
[I —Z‘n"l =1 —‘iw]
zy"'z:zz—yz—s,
384,22 +y? + 22 =2, 22 + 3% = 22, (2 > 0) vzhledem k ose z, je-li o(z,y,2) = 1.
[r. = f—sn(4¢" -5)]

385. rotacniho vélce s polomérem podstavy a a vyskou b vzhledem k ptimce p, kterd
se dotyka plaste vélce a je rovnobéznd s osou rotace. g
(Zvolte valec (z —a)? +y% < a?, 0 < z <b, piimka p pak bude osa z. ) [§7ra4b]

il



