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6. Integrace některých daľśıch typ̊u funkćı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
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Úvod

Toto skriptum obsahuje přibližný soupis definic a vět, se kterými se studenti setkaj́ı
v předmětu ,,Matematika I” v prvńım semestru studia, spolu se stručnými poznámkami,
komentáři a ilustrativńımi př́ıklady. Skriptum neńı mı́něno jako zcela samostatná učeb-
nice, ale jako pomůcka, která má společně s výkladem na přednáškách a praćı na
cvičeńıch student̊um usnadnit pochopeńı a zvládnut́ı požadované látky. Tomu odpov́ıdá
zejména rozsah výkladu a omezený počet řešených i neřešených př́ıklad̊u. V rámci studia
je třeba si samostatně promyslet a spoč́ıtat podstatně větš́ı množstv́ı př́ıklad̊u. Vhodné
př́ıklady lze nalézt např́ıklad ve sb́ırce [NK].

Čtenáře, kteř́ı maj́ı zájem se naučit anglickou matematickou terminologii, upo-
zorňujeme na anglickou verzi čtvrtého vydáńı tohoto skripta (viz [Ne]), která obsahuje
i stručný anglicko–český slovńık užitých matematických pojmů.

Č́ısla odstavc̊u nebo kapitol, jejichž obsah momentálně nepatř́ı do požadavk̊u ke
zkoušce z Matematiky I, jsou vlevo nahoře označena symbolem ∗. Kapitolu II.4 o kvadra-
tických plochách (takto označenou) použijete v Matematice II. Studenty bude zaj́ımat,
že d̊ukazy vět nebo znalost odvozeńı r̊uzných vzorc̊u se momentálně u zkoušky z Mate-
matiky I rovněž nevyžaduj́ı. Ve skriptu jsou však některé jednoduché d̊ukazy nebo
odvozeńı ponechány: jednak pro zv́ıdavěǰśı čtenáře a také proto, aby si studenti uvědo-
mili, že matematika je exaktńı věda, za jej́ımiž tvrzeńımi a výsledky logicky přesná
odvozeńı a d̊ukazy vždy stoj́ı. Věř́ıme, že promyslet si a porozumět uvedeným d̊ukaz̊um
může výrazně přispět k celkovému pochopeńı prob́ırané látky.

Od školńıho roku 2007–08 je Matematika I na Strojńı fakultě ČVUT zkoušena na
dvou úrovńıch: A (vyšš́ı) a B (nižš́ı). Toto skriptum svým obsahem odpov́ıdá úrovni
A. Látka, která je požadována ke zkoušce úrovně B, je redukována co do rozsahu
i náročnosti řešených úloh. Podrobněǰśı informace studenti obdrž́ı na přednáškách a
cvičeńıch.

Odstavce, ve kterých definujeme nové pojmy, nejsou nazvány slovem ,,definice”,
ale jsou označeny názvem zmı́něného pojmu. Pojem, který je v odstavci definován, je
napsán ležatým ṕısmem a je podtržen.

Předpokládáme, že studenti jsou ze středńıch škol seznámeni s pojmem množina
a že jsou jim též známy operace s množinami (sjednoceńı, pr̊unik, doplněk a rozd́ıl).
Připomı́náme, že prázdná množina se znač́ı ∅. Množinu těch bod̊u x ∈ A (tj. patř́ıćıch
do množiny A), které maj́ı vlastnost V (x), znač́ıme {x ∈ A; V (x) }.

Dále předpokládáme znalost těchto pojmů:

◦ zobrazeńı z množiny A do množinyB (přǐrazeńı, které každému prvku x ∈ A přǐrazuje
nejvýše jediný prvek y ∈ B – krátce to zapisujeme např́ıklad takto: F : A → B ),

◦ prosté zobrazeńı,

◦ zobrazeńı množiny A na množinu B,

◦ vzájemně jednoznačné zobrazeńı množiny A na množinu B (prosté zobrazeńı mno-
žiny A na množinu B),

◦ inverzńı zobrazeńı (znač́ıme je F−1),

◦ složené zobrazeńı (označujeme je F ∗G nebo F ◦G),
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◦ definičńı obor zobrazeńı (znač́ıme jej D(F ) ),

◦ obor hodnot zobrazeńı (znač́ıme jej H(F ) ).

Daľśı látkou, kterou by čtenáři měli znát ze středńı školy, jsou základy matematické
logiky. Jedná se zejména o pojem výroku a o operace s výroky:

◦ negace výroku X (označujeme ji non X),

◦ konjunkce výrok̊u X a Y (znač́ıme ji X∧Y a čteme ji jako ,,oba výroky X a Y plat́ı”,
,,oba výroky X a Y jsou pravdivé” nebo pouze krátce ,,X a Y ”),

◦ alternativa (nebo také disjunkce) výrok̊u X a Y (znač́ıme ji X ∨ Y a čteme
,,X nebo Y ”),

◦ implikace (označujeme ji X =⇒ Y a čteme ,,z X plyne Y ”, ,,X implikuje Y ”, ,,plat́ı-
li X, pak plat́ı také Y ”, ,,X je postačuj́ıćı podmı́nka pro Y ”, ,,Y je nutná podmı́nka
pro X”, ,,Y plat́ı za předpokladu, že plat́ı X”, atd.) a

◦ ekvivalence (označujeme ji X ⇐⇒ Y a čteme ji např́ıklad: ,,X plat́ı tehdy a jen
tehdy, plat́ı-li Y ”, ,,X je ekvivalentńı Y ”, ,,X je nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro
Y ”, ,,Y je nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro X”, atd.).

Často budeme použ́ıvat tzv. kvantifikátory:

◦ universálńı (nebo také obecný) kvantifikátor je označován symbolem ∀ a lze jej použ́ıt
např́ıklad ve spojeńı: ∀ x ∈ I : V (x) – čteme: ,,pro každé x ∈ I plat́ı výrok V (x)”
nebo ,,každé x ∈ I má vlastnost V (x)”,

◦ existenčńı kvantifikátor je značen ∃ a použ́ıvá se např́ıklad ve větách tohoto typu:
∃ x ∈ I : V (x) – čteme to takto: ,,existuje x ∈ I takové, že pro ně plat́ı výrok
V (x)”, ,,existuje x ∈ I, pro něž plat́ı V (x)”, apod.

Kvantifikátory se často použ́ıvaj́ı i ke konstrukci komplikovaněǰśıch výrok̊u a tvrzeńı.
Nepodceňujte je! Jejich nesprávné použ́ıváńı může zcela změnit smysl r̊uzných tvrzeńı.
Porovnejte např́ıklad tyto dvě věty, které se lǐśı pouze záměnou kvantifikátor̊u: 1) ,,Ke
každému ženatému muži existuje žena, která je jeho manželkou.” 2) ,,Existuje takový
ženatý muž, že každá žena je jeho manželkou.”

Je-li n přirozené č́ıslo (znač́ıme: n ∈ N), pak množinu všech uspořádaných n–tic
reálných č́ısel budeme značit symbolem Rn. Speciálně, množinu uspořádaných dvojic
reálných č́ısel budeme značit R2, množinu uspořádaných trojic reálných č́ısel R3, atd.
Výjimku budeme činit v př́ıpadě n = 1, kdy mı́sto R1 budeme většinou psát pouze R.
Prvky Rn budeme zapisovat např́ıklad ve tvaru [ a1, a2 ], [ 1, 3 ] (je-li n = 2), [x1, x2, x3 ]
(je-li n = 3), [x1, x2, . . . , xn ] (pro obecné n), a budeme je nazývat body nebo také
aritmetické vektory.

Přijmeme-li dohodu, že za vzdálenost dvou libovolných bod̊u X = [x1, x2, . . . , xn ] a
Y = [ y1, y2, . . . , yn ] z Rn budeme považovat č́ıslo

d(X, Y ) =
√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + . . . + (xn − yn)2,

stává se z Rn tzv. n–rozměrný Eukleid̊uv prostor, označovaný jako En . Vzdálenost bod̊u
X, Y z En (definovanou výše uvedeným výrazem) budeme též označovat ∥X − Y ∥. Ze
středńı školy je vám jistě známo, že E1 si lze představit jako př́ımku, E2 jako rovinu,
apod.
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I. Lineárńı algebra

I.1. Vektorové prostory

I.1.1. Aritmetický n–rozměrný prostor. Definujme pro libovolné dva aritmetické
vektory [x1, x2, . . . , xn ], [ y1, y2, . . . , yn ] z Rn jejich součet předpisem

[x1, x2, . . . , xn ] + [ y1, y2, . . . , yn ] = [x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn ]

a pro libovolný aritmetický vektor [x1, x2, . . . , xn ] a libovolné reálné č́ıslo λ součin
předpisem

λ · [x1, x2, . . . , xn ] = [λx1, λx2, . . . , λxn ].

Množinu Rn s oběma takto zavedenými operacemi nazýváme aritmetickým n–roz–
měrným prostorem.

I.1.2. Vektory v E2 a v E3. Orientované úsečky AB a CD v E2 nazveme ekvivalentńı,
jestliže rovnoběžným posunut́ım úsečky AB lze doćılit jej́ıho ztotožněńı s úsečkou
CD. Množinu všech navzájem ekvivalentńıch orientovaných úseček v E2 nazýváme
volným vektorem nebo krátce pouze vektorem v E2. Jakoukoliv úsečku z této množiny
nazýváme reprezentantem př́ıslušného vektoru. Množinu všech vektor̊u v E2 budeme
značit V(E2).

Každý vektor v E2 je jednoznačně určen svým libovolným reprezentantem. Vek-
tory budeme označovat malými, silně tǐstěnými ṕısmeny (např́ıklad u, v, apod.). V ja-
kémkoliv pevně zvoleném kartézském souřadném systému můžeme každému vektoru
jednoznačně přǐradit jeho souřadnice – je to uspořádaná dvojice č́ısel (v kulatých
závorkách), kterou źıskáme tak, že za reprezentanta vektoru vezmeme orientovanou
úsečku vycházej́ıćı z bodu [0, 0], souřadnice koncového bodu této úsečky jsou pak
souřadnicemi vektoru.

Jsou-li u = (u1, u2) a v = (v1, v2) dva libovolné vektory v E2 a λ je libovolné reálné
č́ıslo, můžeme definovat součet vektor̊u u a v a násobek vektoru u a č́ısla λ vztahy:

u + v = (u1 + v1, u2 + v2),

λ · u = (λu1, λu2).

Snadno můžeme ověřit, že takto definované operace maj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

(a) Pro libovolné vektory u, v ∈ V(E2) a libovolné reálné č́ıslo λ patř́ı součet u+v
i součin λ · u opět do V(E2).

(b) Pro libovolné vektory u, v, w ∈ V(E2) a libovolná reálná č́ısla α, β plat́ı:

(b1) u + v = v + u,

(b2) (u + v) + w = u + (v + w),

(b3) 1 · u = u,

(b4) α · (β · u) = (α · β) · u,
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(b5) α · (u + v) = α · u + α · v,
(b6) (α + β) · u = α · u + β · u.

(c) Existuje tzv. nulový vektor o = (0, 0) ; pro libovolný vektor u ∈ V(E2) pak plat́ı:

u + o = u.

(d) Ke každému vektoru u ∈ V(E2) existuje vektor −u ∈ V(E2) (tzv. opačný vektor
k vektoru u) tak, že plat́ı:

u + (−u) = o.

Vlastnosti (a) se ř́ıká ,,uzavřenost V(E2) v̊uči oběma operaćım” (tj. v̊uči ,,sč́ıtáńı
vektor̊u” a v̊uči ,,násobeńı vektor̊u reálnými č́ısly”).

Analogicky lze definovat i V(E3) a operace sč́ıtáńı vektor̊u a násobeńı vektor̊u
reálnými č́ısly v této množině. Zmı́něné operace maj́ı i ve V(E3) vlastnosti (a) – (d).

I.1.3. Vektorový prostor. Všimněte si, že operace sč́ıtáńı prvk̊u a násobeńı reálnými
č́ısly v aritmetickém n–rozměrném prostoru Rn maj́ı také vlastnosti (a) – (d). Množiny
Rn, V(E2) a V(E3) jsou si tedy určitým zp̊usobem podobné. Neprázdné množiny, ve
kterých jsou definovány operace sč́ıtáńı prvk̊u a násobeńı prvk̊u reálnými č́ısly (s vlast-
nostmi (a) – (d) z odstavce I.1.2), se v matematice vyskytuj́ı velmi často. Takové
množiny se nazývaj́ı vektorové prostory.

Prvky konkrétńıch vektorových prostor̊u nemuśı být vždy klasické vektory, jako je
tomu ve V(E2) a ve V(E3). Jako př́ıklady daľśıch vektorových prostor̊u můžeme uvést:

• množinu všech polynomů stupně menš́ıho nebo rovného n (tj. funkćı, které maj́ı tvar
f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n, kde a0, a1, . . . , an jsou reálná č́ısla),

• množinu všech funkćı, které maj́ı tvar f(x) = a0 + a1 · sin x + a2 · cos x, kde
a0, a1, a2 jsou reálná č́ısla,

• množinu všech posloupnost́ı reálných č́ısel, atd.

Rozmyslete si sami, jak lze v těchto prostorech definovat operace sč́ıtáńı prvk̊u a
násobeńı prvk̊u reálnými č́ısly tak, aby tyto operace měly již zmı́něńı vlastnosti (a)
– (d).

Vrat’me se ještě k vektorovému prostoru V(E2). Dva vektory u = (u1, u2), v =
(v1, v2) z V(E2) jsou si rovny právě když jsou si rovny jejich odpov́ıdaj́ıćı si souřadnice,
tj. u1 = v1, u2 = v2 . Toto jednoduché tvrzeńı plyne snadno z vlastnost́ı (a) – (d)
z odstavce I.1.2. Obdobná tvrzeńı plat́ı i pro V(E3) a pro Rn.

V daľśı části této kapitoly se budeme zabývat obecným vektorovým prostorem V.
Bude-li se vám výklad jevit př́ılǐs abstraktńı, představte si, že na mı́stě V stoj́ı např́ıklad
V(E2) nebo V(E3). Prvky V budeme nazývat vektory a budeme je značit stejně jako
prvky V(E2), tj. malými tučnými ṕısmeny. Nulový vektor bude opět značen o.

I.1.4. Věta (o jednoznačnosti nulového prvku). Ve vektorovém prostoru V exis-
tuje jediný nulový prvek.

Důkaz: Předpokládejme, že ve vektorovém prostoru V existuj́ı dva r̊uzné nulové prvky
o a o′. Pak ale vzhledem k vlastnosti (c) z odstavce I.1.2 můžeme psát: o = o+ o′ =
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o′ + o = o′, což je spor s předpokladem, že nulové prvky o a o′ jsou r̊uzné. Navzájem
r̊uzné nulové prvky ve vektorovém prostoru tedy nemohou existovat. □

I.1.5. Věta. Je-li V vektorový prostor, u ∈ V a α je reálné č́ıslo, pak

1) 0 · u = o, 2) (−1) · u = −u, 3) α · o = o.

(Důkaz této věty zde neuvád́ıme. Lze jej však snadno provést s využit́ım vlastnost́ı (a)
– (d) z odstavce I.1.2.)

I.1.6. Lineárńı závislost a nezávislost vektor̊u. Je-li u1, u2, . . . , un skupina vek-
tor̊u ve vektorovém prostoru V a α1, α2, . . . , αn jsou reálná č́ısla, pak vektor

α1 u1 + α2 u2 + . . . + αn un

nazýváme lineárńı kombinaćı vektor̊u u1, u2, . . . , un . (Lineárńı kombinace vektor̊u z V
je opět vektorem z V. Je to snadný d̊usledek bodu (a) z odstavce I.1.2.)

Skupinu vektor̊u u1, u2, . . . , un nazýváme lineárně závislou, jestliže existuj́ı reálná
č́ısla α1, α2, . . . , αn (z nichž alespoň jedno je r̊uzné od nuly) tak, že

α1 u1 + α2 u2 + . . . + αn un = o.

Skupinu vektor̊u, která neńı lineárně závislá, nazýváme lineárně nezávislou.

I.1.7. Věta. Je-li jedńım ze skupiny vektor̊u u1, u2, . . . , un z vektorového prostoru V
nulový vektor, je skupina u1, u2, . . . , un lineárně závislá.

Důkaz: Necht’ např́ıklad prvńı vektor z uvedené skupiny je nulový, tj. u1 = 0. Pak ale
plat́ı: 1 · u1 + 0 · u2 + · · · + 0 · un = o. Utvořili jsme tedy lineárńı kombinaci vektor̊u
u1, u2, . . . , un, která je rovna nulovému vektoru a přitom ne všechny koeficienty v této
lineárńı kombinaci jsou nuly. Podle definice z odstavce I.1.6 je tud́ıž skupina vektor̊u
u1, u2, . . . , un lineárně závislá. □

I.1.8. Věta. Skupina vektor̊u u1, u2, . . . , un (kde n > 1) z vektorového prostoru V je
lineárně závislá právě tehdy, je-li možné alespoň jeden z vektor̊u této skupiny vyjádřit
jako lineárńı kombinaci ostatńıch vektor̊u skupiny.

Důkaz: a) Předpokládejme, že skupina vektor̊u u1, u2, . . . , un je lineárně závislá. Pak
existuj́ı č́ısla α1, α2, . . . , αn (z nichž alespoň jedno je r̊uzné od nuly – necht’ je to
např́ıklad α1) tak, že α1u1 + α2u2 + · · ·+ αnun = o. Odtud lze vypoč́ıtat:

u1 = − α2

α1

u2 − α3

α1

u3 − . . .− αn

α1

un .

Vektor u1 je tedy lineárńı kombinaćı ostatńıch vektor̊u skupiny. Podobně, je-li α2 ̸= 0,
je možné vyjádřit u2 jako lineárńı kombinaci ostatńıch vektor̊u skupiny, atd.

b) Předpokládejme, že např́ıklad vektor u1 je lineárńı kombinaćı ostatńıch vektor̊u, tj.
existuj́ı č́ısla β2, . . . , βn taková, že u1 = β2u2 + . . .+ βnun. Polož́ıme-li α1 = −1, α2 =
β2, . . . , αn = βn, je minimálně jedno z těchto č́ısel nenulové a přitom je α1u1+α2u2+
. . .+ αnun = o. Skupina vektor̊u u1, u2, . . . , un je tud́ıž lineárně závislá. □
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I.1.9. Věta. Skupina vektor̊u u1, u2, . . . , un z vektorového prostoru V je lineárně
nezávislá právě tehdy, má-li vektorová rovnice

(I.1.1) α1u1 + α2u2 + . . . + αnun = o

(pro neznámé α1, α2, . . . , αn) pouze nulové řešeńı α1 = 0, α2 = 0, . . . , αn = 0.

(Tvrzeńı této věty je okamžitým d̊usledkem definice lineárńı závislosti a nezávislosti
vektor̊u z odstavce I.1.6.)

I.1.10. Př́ıklad. Skupina vektor̊u (1,1,0), (0,2,3) a (3,5,3) v E3 je lineárně závislá.
Rovnice (I.1.1), která má v našem př́ıpadě tvar

α1 · (1, 1, 0) + α2 · (0, 2, 3) + α3 · (3, 5, 3) = (0, 0, 0),

má totiž např́ıklad toto nenulové řešeńı: α1 = 3, α2 = 1, α3 = −1. Lineárńı závislost
zadané skupiny vektor̊u nyńı plyne z věty I.1.9.

I.1.11. Věta. Necht’ V je vektorový prostor a u1, u2, . . . , un je skupina vektor̊u
z V která je lineárně závislá. Pak každá skupina vektor̊u z V, obsahuj́ıćı vektory
u1, u2, . . . , un, je rovněž lineárně závislá.

Důkaz: Skupina vektor̊u u1, u2, . . . , un je lineárně závislá, tud́ıž existuj́ı č́ısla α1, α2,
. . . , αn (ze kterých alespoň jedno je r̊uzné od nuly) tak, že α1u1 + α2u2 + · · · +
αnun = o. Necht’ v1, v2, . . . , vm je skupina vektor̊u, která vektory u1, u2, . . . , un

obsahuje. Předpokládejme, že vektory v1, v2, . . . , vm jsou seřazeny tak, že v1 = u1,
v2 = u2, . . . , vn = un. Pak ale α1v1 + α2v2 + · · ·+ αnvn +0 · vn+1 + · · ·+0 · vm = o.
Z koeficient̊u α1, α2, . . . , αn, 0, . . . , 0 je jistě alespoň jeden nenulový. Skupina vektor̊u
v1, v2, . . . , vm je proto lineárně závislá. □

I.1.12. Dimenze vektorového prostoru. Necht’ n je přirozené č́ıslo. O vektorovém
prostoru V řekneme, že je n–rozměrný (neboli že má dimenzi rovnou n – použ́ıváme
zápis dimV = n), jestliže

a) v prostoru V existuje skupina n vektor̊u, která je lineárně nezávislá,

b) každá skupina v́ıce než n vektor̊u ve V je lineárně závislá.

Jinými slovy: dimenze vektorového prostoru V je rovna maximálńımu počtu lineárně
nezávislých vektor̊u, které lze ve V nalézt.

I.1.13. Báze vektorového prostoru. Necht’ V je n–rozměrný vektorový prostor.
Každou lineárně nezávislou skupinu n vektor̊u z V nazýváme báźı prostoru V.

I.1.14. Poznámka. Uvědomte si, že počet vektor̊u v jakékoliv bázi V je stejný a je
roven dimenzi V.

I.1.15. Věta. Je-li u1, u2, . . . , un báze vektorového prostoru V, pak každý vektor z V
lze vyjádřit jediným zp̊usobem jako lineárńı kombinaci vektor̊u této báze.

Důkaz: a) Existence vyjádřeńı: Necht’ v je libovolně zvolený vektor z V. Skupina
vektor̊u u1, u2, . . . , un,v je lineárně závislá (nebot’ je skupinou v́ıce než n vektor̊u).
Existuj́ı tud́ıž č́ısla α1, α2, . . . , αn, β (ne všechna rovna nule) tak, že

9



α1u1 + α2u2 + . . . + αnun + βv = o.

Kdyby bylo β = 0, plynula by odtud lineárńı závislost vektor̊u u1, u2 . . . , un, což by
byl spor s předpoklady věty. β je tedy r̊uzné od nuly a z výše uvedené rovnice lze V
vyjádřit jako lineárńı kombinaci vektor̊u u1, u2, . . . , un:

v = − α1

β1
u1 − α2

β2
u2 − . . . − αn

βn
un .

b) Jednoznačnost vyjádřeńı: Předpokládejme, že v lze napsat ještě jiným zp̊usobem
jako lineárńı kombinaci vektor̊u u1, u2, . . . , un: v = c1u1 + c2u2 + · · · + cnun.
Odečteme-li prvńı vyjádřeńı v od druhého, dostaneme:

o =
(
c1 +

α1

β

)
u1 +

(
c2 +

α2

β

)
u2 + . . . +

(
cn +

αn

β

)
un .

Z lineárńı nezávislosti vektor̊u u1, u2, . . . , un plyne: c1+α1/β = 0, c2+α2/β = 0, . . . ,
cn + αn/β = 0. Odtud źıskáme rovnosti c1 = −α1/β, c2 = −α2/β, . . . , cn = −αn/β,
které ukazuj́ı, že obě vyjádřeńı vektoru V jsou stejná. □

I.1.16. Poznámka. Větu I.1.15 je možné ,,otočit”. T́ım mı́ńıme, že lze také dokázat
správnost opačné implikace: Je-li V vektorový prostor a u1, u2, . . . , un je skupina vek-
tor̊u ve V která má tu vlastnost, že jakýkoliv vektor z V lze vyjádřit jediným zp̊usobem
jako lineárńı kombinaci vektor̊u této skupiny, pak vektory u1, u2, . . . , un tvoř́ı bázi
prostoru V.

I.1.17. Př́ıklad. Vektory i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0), k = (0, 0, 1) tvoř́ı bázi vekto-
rového prostoru V(E3). Každý vektor a = (a1, a2, a3) ∈ V(E3) lze totiž zapsat jediným
zp̊usobem jako lineárńı kombinaci vektor̊u i, j, k: a = a1 · (1, 0, 0) + a2 · (0, 1, 0) + a3 ·
(0, 0, 1) . Vzhledem k poznámce I.1.14. zároveň dosṕıváme k nikterak překvapuj́ıćımu
zjǐstěńı, že prostor V(E3) je trojrozměrný.

Podobně, aritmetické vektory e1 = [1, 0, ..., 0], e2 = [0, 1, ..., 0], . . . , en = [0, 0, ..., 1]
tvoř́ı bázi prostoru Rn (a tento prostor byl tedy v odstavci I.1.1. oprávněně nazván n –
rozměrným).

I.1.18. Poznámka. Báze vektorového prostoru neńı určena jednoznačně ! Můžete se
přesvědčit o tom, že např́ıklad skupiny vektor̊u i = (1, 0), j = (0, 1) a u = (2,−1), v =
(1, 1) tvoř́ı obě báze vektorového prostoru V(E2). Každý vektorový prostor (s výjimkou
tzv. triviálńıho vektorového prostoru, tvořeného jediným (a to nulovým) prvkem), má
dokonce r̊uzných báźı nekonečně mnoho.

Je-li V n–rozměrný vektorový prostor a je-li u1, u2, . . . , uj (kde j < n) lineárně
nezávislá skupina vektor̊u ve V, pak tuto skupinu lze vždy doplnit vhodnými vektory
z V na bázi prostoru V.

I.1.19. Podprostor vektorového prostoru. Necht’ V je vektorový prostor a necht’

W je podmnožina prostoru V. Je-li W vektorovým prostorem (se stejně definovanými
operacemi sč́ıtáńı a násobeńı vektor̊u reálnými č́ısly jako v prostoru V), nazýváme W
podprostorem vektorového prostoru V.
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I.1.20. Jak poznat podprostor. Předpokládejme, že W je podmnožina vektorového
prostoru V. Chceme zjistit, zda W je podprostor V. Operace sč́ıtáńı vektor̊u z W a
násobeńı vektor̊u z W reálnými č́ısly jsou definovány, protože tyto operace jsou defi-
novány ve V aW ⊂ V. K tomu, abychom zjistili zdaW je samostatným vektorovým pro-
storem (a tud́ıž podprostorem V), tedy stač́ı ověřit uzavřenost W v̊uči oběma operaćım.
(Tj. je třeba zjistit, zda součet dvou libovolných vektor̊u z W je prvkem W a rovněž
zda součin libovolného vektoru z W a libovolného reálného č́ısla je opět prvkem W.)

I.1.21. Př́ıklad. Množina všech aritmetických vektor̊u, které lze napsat ve tvaru
[α, β, 0] (kde α, β jsou reálná č́ısla), je podprostorem R3.

Množina všech aritmetických vektor̊u, které lze zapsat ve tvaru [α, β, γ] (kde α, β,
γ jsou reálná č́ısla, přičemž α > 0), neńı podprostor R3.

∗I.1.22. Poznámka. Zkuste si sami dokázat tato jednoduchá tvrzeńı:

a) Je-li V vektorový prostor a je-li u1, . . . ,uk skupina vektor̊u z V, pak množina všech
možných lineárńıch kombinaćı vektor̊u u1, . . . ,uk tvoř́ı podprostor prostoru V. (Tento
podprostor je nazýván lineárńı obal skupiny vektor̊u u1, . . . ,uk.)

b) Je–li skupina vektor̊u u1, . . . ,uk lineárně nezávislá, pak zároveň tvoř́ı bázi svého
lineárńıho obalu a dimenze lineárńıho obalu je tud́ıž rovna k.

I.2. Matice a determinanty

I.2.1. Matice. Matićı typu m× n nazýváme obdélńıkové pole, tvořené zm·n reálných
č́ısel (tzv. prvk̊u matice), zapsaných v m řádćıch a n sloupćıch. Matice označujeme
velkými ṕısmeny. Pokud jejich prvky nevypisujeme př́ımo hodnotami, pak je znač́ıme
obvykle stejnými malými ṕısmeny se dvěma indexy: prvńı index udává v jakém řádku
se prvek nacháźı a druhý index udává v jakém sloupci se prvek nacháźı.

I.2.2. Př́ıklad.

A =


a11, a12, . . . , a1n
a21, a22, . . . , a2n

...
...

...
am1, am2, . . . , amn

 B =

 0, 2, 3, 4, 8, −5
2, 3, 5, −1, 9, 17
3, −8, 7, 6, −4, 23



A je matice typu m× n, B je matice typu 3× 6.
Je-li typ matice A známý, lze A zapsat úsporněǰśım zp̊usobem: A = (aij).

I.2.3. Rovnost dvou matic. Dvě matice pokládáme za sobě rovné, jsou-li stejného
typu a maj́ı–li na odpov́ıdaj́ıćıch si mı́stech stejné prvky.

I.2.4. Hlavńı diagonála, horńı trojúhelńıková matice, nulová matice,
transponovaná matice. Předpokládejme, že A = (aij) je matice typu m× n.

Prvky a11, a22, . . . tvoř́ı v matici A tzv. hlavńı diagonálu.
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Jsou-li v matici A všechny prvky pod hlavńı diagonálou rovny nule, nazýváme A
horńı trojúhelńıkovou matićı.

Matici, jej́ıž všechny prvky jsou rovny nule, nazýváme nulovou matićı.

Matici B = (bij) typu n × m, pro jej́ıž prvky plat́ı bij = aji (i = 1, . . . , n; j =
1, . . . , m), nazýváme transponovanou matićı k matici A. Znač́ıme ji AT . (1. sloupec
matice AT je stejný jako 1. řádek matice A, 2. sloupec matice AT je stejný jako
2. řádek matice A, atd. Jinými slovy: transponovanou matici k matici A źıskáme
”překlopeńım”matice A kolem hlavńı diagonály.

I.2.5. Čtvercová matice, jednotková matice. Matici typu n× n nazýváme
čtvercovou matićı. (Čtvercová matice má stejný počet řádk̊u, jako sloupc̊u.)

Čtvercovou matici, která má na hlavńı diagonále samé jednotky a všude mimo hlavńı
diagonálu nuly, nazýváme jednotkovou matićı. Tuto matici označujeme E.

I.2.6. Sč́ıtáńı matic. Jsou-li A = (aij) a B = (bij) matice stejného typu m× n, pak
jejich součtem nazýváme matici C = (cij), která je rovněž typu m× n a pro jej́ı prvky
plat́ı: cij = aij + bij (i = 1, . . . , m; j = 1, . . . , n). Použ́ıváme zápis C = A+B.

I.2.7. Násobeńı matic reálnými č́ısly. Je-li A = (aij) matice typum×n a λ je reálné
č́ıslo, pak součinem č́ısla λ a matice A (nebo také λ–násobkem matice A) nazýváme
matici C = (cij), která je rovněž typu m × n a pro jej́ı prvky plat́ı: cij = λ · aij
(i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , m). Použ́ıváme zápis C = λ · A.

I.2.8. Př́ıklad.(
1, −3, 2
4, −1, 3

)
+

(
1, 2, 2

−1, 3, −8

)
=

(
2, −1, 4
3, 2, −5

)
, 2 ·

(
1
4

)
=

(
2
8

)
.

I.2.9. Poznámka. Matice stejného typu také odč́ıtat: Rozd́ılem matic A a B nazývá-
me matici C = A+ (−1) ·B. Ṕı̌seme C = A−B.

I.2.10. Násobeńı matic. Je-li A = (aij) matice typu m× n a B = (bij) matice typu
n × p, pak součinem matic A a B nazýváme matici C = (cij) typu m × p, pro jej́ıž
prvky plat́ı: cij = ai1 · b1j + ai2 · b2j + · · · + ain · bmj (i = 1, . . . , m; j = 1, . . . , p).
Použ́ıváme zápis: C = A ·B.

I.2.11. Poznámka. Definice násobeńı matic se zdá na prvńı pohled umělá, proto se
k ńı nyńı ještě vrát́ıme. Dř́ıve se však seznámı́me s jedńım pojmem:

Skalárńım součinem aritmetických vektor̊u [u1, u2, . . . , un ] a [ v1, v2, . . . , vn ] z Rn

nazýváme č́ıslo u1 · v1 + u2 · v2 + · · ·+ un · vn .
Na řádky matice A můžeme hledět jako na aritmetické vektory z Rn (těchto řádk̊u

je m, každý z nich má n prvk̊u). Podobně, na sloupce matice B můžeme hledět jako
na aritmetické vektory rovněž z Rn (těchto sloupc̊u je p, každý z nich má n prvk̊u).
Prvek cij v matici C neńı nic jiného, než skalárńı součin i–tého řádku v matici A a
j–tého sloupce v matici B.

Abychom mohli utvořit součin dvou matic A a B (v tomto pořad́ı), muśı mı́t matice
A tolik sloupc̊u, kolik má matice B řádk̊u, tj. když naṕı̌seme typy matic A a B vedle
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sebe (např́ıklad m×n, n×p), muśı být druhé a třet́ı č́ıslo v zápisu stejné. Jinak matice
A a B násobit (v tomto pořad́ı) nelze.

I.2.12. Př́ıklad. Ověřte sami výpočtem, že plat́ı 3, 2, 5
2, −4, 6
1, 0, 0

·

 1, 5
3, −2

−2, 0

 =

 −1, 11
−22, 18

1, 5

 ,

 3, 5
6, −2

−1, 0

·
(

3
2

)
=

 19
14
−3

 .

I.2.13. Pravidla pro operace s maticemi. Předpokládejme, že A, B a C jsou matice
a α, β jsou reálná č́ısla. Pak každá z rovnost́ı

a) A+B = B + A, b) (A+B) + C = A+ (B + C),

c) α · (A+B) = α · A+ α ·B, d) (α + β) · A = α · A+ β · A,
e) A · (B + C) = A ·B + A · C, f) (A ·B) · C = A · (B · C),
g) A · E = A, h) E ·B = B,

i) (A+B)T = AT +BT , j) (A ·B)T = BT · AT

plat́ı, pokud typy matice jsou takové, že operace na levých stranách maj́ı smysl. Zkuste
za tohoto předpokladu platnost rovnost́ı a) – j) sami ověřit.

Násobeńı matic neńı komutativńı, tj. neplat́ı obecně, že A·B = B ·A ! Je-li např́ıklad
matice A typu 3× 5 a B matice typu 5× 7, lze utvořit součin A ·B (je to matice typu
3× 7). Součin B · A však utvořit v̊ubec nelze. Avšak i tehdy, kdy oba součiny A · B i
B · A maj́ı smysl, lze naj́ıt takové př́ıklady, kdy A ·B ̸= B · A.

I.2.14. Hodnost matice. Maximálńı počet lineárně nezávislých řádk̊u matice A
(chápaných jako aritmetické vektory) nazýváme hodnost́ı matice A. Znač́ıme ji h(A).

I.2.15. Př́ıklad. Necht’

A =

 2, 1, 5
1, 3, 7
4, −3, 1

 .

Např́ıklad pomoćı věty I.1.9. lze zjistit, že prvńı dva řádky matice jsou lineárně nezávis-
lé. Třet́ı řádek je lineárńı kombinaćı prvńıch dvou (rovná se rozd́ılu 3–násobku prvńıho
řádku a 2–násobku druhého řádku). Všechny tři řádky tvoř́ı skupinu lineárně závislou.
Maximálńı počet lineárně nezávislých řádk̊u je dva, proto je h(A) = 2.

I.2.16. Poznámka. Je přirozené položit si otázku, zda by nebylo možné definovat
hodnost matice A pomoćı jej́ıch sloupc̊u mı́sto řádk̊u (tj. jako maximálńı počet lineárně
nezávislých sloupc̊u matice A, hled́ıme-li na tyto sloupce jako na aritmetické vektory).
Odpověd’ je jednoduchá: ANO. ”Řádková”i ”sloupcová”definice přǐrazuje matici totéž
č́ıslo, jakožto jej́ı hodnost. Muśıme však upozornit čtenáře, že dokázat exaktně, že
pomoćı obou definic skutečně źıskáme stejné hodnosti, neńı zcela jednoduché.

Zabýváme-li se složitěǰśımi maticemi, než byla matice A v př́ıkladu I.2.15, nepodař́ı
se nám ihned rozpoznat, které řádky tvoř́ı lineárně nezávislou skupinu a které jsou
naopak lineárńı kombinaćı ostatńıch řádk̊u. Proto se otázce stanoveńı hodnosti matice
budeme v několika následuj́ıćıch odstavćıch věnovat podrobněji.
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I.2.17. Věta. Necht’ A je horńı trojúhelńıková matice typu m × n, která má všechny
prvky na hlavńı diagonále r̊uzné od nuly. Pak h(A) = min{m; n}.

Rozmyslete si sami, že pro matici vyhovuj́ıćı předpoklad̊um této věty plat́ı:
min {m; n} = počet nenulových řádk̊u.

I.2.18. Př́ıklad. Mı́sto obecného d̊ukazu věty I.2.17 se zabývejme speciálńım př́ıkla-
dem: Předpokládejme, že

A =

 3, 3, 5, 0, −3, 8
0, 1, 7, −6, 4, 3
0, 0, 5, 14, 4, 2

 .

Ukažme, že řádky matice A jsou lineárně nezávislé. Sestav́ıme vektorovou rovnici

α · (3, 3, 5, 0, −3, 8) + β · (0, 1, 7, −6, 4, 3) + γ · (0, 0, 5, 14, 4, 2) = (0, 0, 0, 0, 0, 0).

Rozeṕı̌seme-li tuto rovnici do souřadnic a postupujeme-li od prvńı souřadnice, zjist́ıme,
že existuje jediné řešeńı: α = β = γ = 0. Lineárńı nezávislost řádk̊u matice A nyńı
plyne z věty I.1.9. Tyto lineárně nezávislé řádky jsou tři, proto je h(A) = 3.

Podobně, matice
1, 3, −2
0, 4, 7
0, 0, 5
0, 0, 0

,


−2, 3, 0, 5
0, −1, 5, 0
0, 0, 15, 1
0, 0, 0, 7

,

(
2, 1
0, 4

)
,


5
0
0
0

,

(
1, 2, −5, 8

)

maj́ı postupně hodnosti 3, 4, 2, 1, 1.

I.2.19. Ekvivalentńı úpravy matice. Máme-li určit hodnost obecné matice, pak
pomoćı tzv. ekvivalentńıch úprav (které neměńı hodnost matice) převedeme nejprve na
horńı trojúhelńıkovou matici (s nenulovými prvky na hlavńı diagonále) a jej́ı hodnost
pak urč́ıme pomoćı věty I.2.17. Ekvivalentńı úpravy, které budeme použ́ıvat, jsou tyto:

a) změna pořad́ı řádk̊u,

b) vynásobeńı některého řádku nenulovým č́ıslem,

c) přičteńı k některému řádku lineárńı kombinace ostatńıch řádk̊u (speciálně, přičteńı
násobku jiného řádku),

d) vynecháńı řádku, který je lineárńı kombinaćı ostatńıch řádk̊u (speciálně, vynecháńı
řádku obsahuj́ıćıho samé nuly nebo vynecháńı řádku, který je násobkem nějakého
jiného řádku).

Skutečnost, že tyto úpravy neměńı hodnost matice, dokazovat nebudeme. Úpravy z bo-
d̊u a) – d) lze provádět i se sloupci matice, hodnost se rovněž neměńı.

Postup, jak pomoćı ekvivalentńıch úprav převést libovolnou matici na horńı trojúhel-
ńıkovou matici (s nenulovými prvky na hlavńı diagonále), se nazývá Gauss̊uv algorit-
mus. Tento algoritmus vysvětĺıme na př́ıkladu:
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I.2.20. Př́ıklad. Urč́ıme hodnost matice

A =


2, −1, 1, 8, 2
4, −3, 5, 1, 7
8, −6, 8, 12, 12
6, −4, 6, 9, 9

 .

1. krok: Jelikož a11 ̸= 0, prvńı řádek oṕı̌seme. (Kdyby bylo a11 = 0, pak bychom
zaměnili řádky nebo sloupce matice tak, aby na mı́stě a11 byl nenulový prvek.) Pod
prvek a11 se nyńı snaž́ıme dostat samé nuly. Proto nejprve 1. řádek násob́ıme č́ıslem
(−2) a přičteme ke 2. řádku, poté 1. řádek násob́ıme č́ıslem (−4) a přičteme ke 3. řádku
a nakonec 1. řádek násob́ıme č́ıslem (−3) a přičteme ke 4. řádku. Źıskáme matici:

2, −1, 1, 8, 2
0, −1, 3, −15, 3
0, −2, 4, −20, 4
0, −1, 3, −15, 3

 .

2. krok: 1. řádek oṕı̌seme. Jelikož na mı́stě 2,2 je nenulový prvek, oṕı̌seme i 2. řádek.
Pod prvek na mı́stě 2,2 se nyńı snaž́ıme dostat samé nuly. To se podař́ı, jestliže 2. řádek
vynásob́ıme č́ıslem (−2) a přičteme ke 3. řádku a nakonec 2. řádek odečteme od 4. řádku.
Źıskáme matici: 

2, −1, 1, 8, 2
0, −1, 3, −15, 3
0, 0, −2, 10, −2
0, 0, 0, 0, 0

 .

3. krok: Posledńı řádek obsahuje samé nuly, proto jej vynecháme. Źıskáme horńı troj-
úhelńıkovou matici:  2, −1, 1, 8, 2

0, −1, 3, −15, 3
0, 0, −2, 10, −2

 .

Posledńı matice má podle věty I.2.17 hodnost 3, proto i h(A) = 3.

I.2.21. Determinant. Necht’ A je čtvercová matice. Determinantem matice A nazý-
váme č́ıslo, které označujeme detA a které lze matici A přǐradit podle těchto pravidel:

a) Je-li A = (a) čtvercová matice typu 1× 1, pak detA = a.

b) Je-li A = (aij) čtvercová matice typu n×n (pro n > 1), vybereme libovolný řádek
matice A (označ́ıme jej jako i–tý) a polož́ıme

(I.2.1) detA = ai1 · Ai1 + ai2 · Ai2 + . . . + ain · Ain,

kde Aij je tzv. doplněk prvku aij v matici A. Tento doplněk je roven (−1)i+j ·A∗
ij,

kde A∗
ij je determinant čtvercové matice typu (n − 1) × (n − 1), která vznikne

z matice A vynecháńım i–tého řádku a j–tého sloupce.

I.2.22. Poznámka. Součtu (I.2.1.) ř́ıkáme rozvoj determinantu podle i–tého řádku.
Lze dokázat, že nezálež́ı na tom, podle kterého řádku determinant rozv́ıj́ıme, vždy
dospějeme ke stejnému výsledku. Determinant lze dokonce rozv́ıjet i podle libovolného
sloupce. Rozvoj determinantu podle j–tého sloupce vypadá následovně:
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detA = a1j · A1j + a2j · A2j + . . . + anj · Anj.

Ověřte sami, že pro čtvercovou matici A = (aij) typu 2× 2 plat́ı:

detA = a11 · a22 − a12 · a21.

Zapamatujte si tuto jednoduchou formuli !

Rozvojem determinantu podle některého řádku nebo sloupce převedeme otázku
výpočtu determinantu matice typu n × n na otázku výpočtu n determinant̊u matic
typu (n− 1)× (n− 1). Každý z těchto determinant̊u lze opět rozvést podle některého
z jeho řádk̊u nebo sloupc̊u a tak problém převést na výpočet determinant̊u matic typu
(n − 2) × (n − 2). Takto lze postupovat, až se dostaneme k matićım typu 2 × 2 (nebo
dokonce 1× 1), jejichž determinanty umı́me poč́ıtat jinak.

I.2.23. Poznámka. Determinant matice A = (aij) často zapisujeme podobně jako
matici A, pouze mı́sto kulatých závorek použ́ıváme svislé čáry.

I.2.24. Sarussovo pravidlo. Při výpočtu determinant̊u matic typu 3 × 3 lze kromě
rozvoje podle některého řádku či sloupce použ́ıt ještě tzv. ”Sarussovo pravidlo”:

detA = a11 · a22 · a33 + a21 · a32 · a13 + a31 · a12 · a23 −
− a13 · a22 · a31 − a11 · a32 · a23 − a21 · a12 · a33.

Správnost tohoto vzorce lze dokázat pomoćı rozvoje podle některého řádku či sloupce
matice A. Vzorec si můžeme snadno zapamatovat pomoćı následuj́ıćıho schématu:∣∣∣∣∣∣

a11, a12, a13
a21, a22, a23
a31, a32, a33

∣∣∣∣∣∣
a11, a12, a13
a21, a22, a23

���� ���� ����

HHHjHHHjHHHj���� ����

I.2.25. Cvičeńı. Ověřte sami, že

a)
∣∣∣∣ 2, 5
3, 7

∣∣∣∣ = −1, b)
∣∣∣∣∣∣
4, 8, 3
5, −1, 0
3, 2, −4

∣∣∣∣∣∣ = 215,
c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
4, 2, 5, 0
2, −1, 0, 2
3, 6, −8, 2
7, 1, 0, 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −501.

Při výpočtu posledńıho determinantu je výhodné použ́ıt rozvoj podle 3. sloupce. (Proč?)

I.2.26. Geometrický význam determinantu. a) Předpokládejme nejprve, že A je
čtvercová matice typu 2×2. Považujme jej́ı řádky za vektory a1 a a2. Doplňme v rovině
E2 oba vektory na rovnoběžńık. Jednoduchým výpočtem se můžete přesvědčit o tom,
že plošný obsah tohoto rovnoběžńıku je roven | detA|.

b) Nyńı předpokládejme, že A je čtvercová matice typu 3× 3, jej́ıž řádky tvoř́ı vektory
vektory a1, a2, a3. Doplňme v E3 tyto vektory na rovnoběžnostěn. Pak objem tohoto
rovnoběžnostěnu je roven | detA|.
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c) Obecně, necht’ A je čtvercová matice typu n × n, jej́ıž řádky tvoř́ı vektory a1, . . . ,
an. Doplňme v En tyto vektory na n–rozměrný rovnoběžnostěn. Pak n–rozměrný objem
tohoto rovnoběžnostěnu je roven | detA|.

Tvrzeńı a), b), c) z̊ustávaj́ı v platnosti, pracujeme-li se sloupci matice A mı́sto
s jej́ımi řádky.

I.2.27. Důležité vlastnosti determinantu. Znalost následuj́ıćıch vět je d̊uležitá při
výpočtech determinant̊u. Předpokládáme, že A je čtvercová matice typu n×n (n > 1).

a) Obsahuje-li některý řádek (nebo sloupec) matice A samé nuly, je detA = 0.
(Je to patrné, rozvineme-li determinant podle nulového řádku nebo sloupce.)

b) detA = detAT

c) Vyměńıme-li v matici A navzájem dva řádky (nebo sloupce), je determinant
nové matice roven − detA.

d) Jsou-li dva řádky (nebo sloupce) v matici A stejné, je detA = 0. (Je to d̊usledek
bodu c): vyměńıme-li navzájem dva stejné řádky, je podle bodu c) determinant
nové matice roven − detA. Nová matice je ale stejná jako A, jej́ı determinant je
tud́ıž roven detA. Z rovnosti − detA = detA plyne: detA = 0.)

e) Vynásob́ıme-li některý řádek (nebo sloupec) matice A č́ıslem λ, je determinant
nové matice roven λ · detA. (Lze se o tom snadno přesvědčit, rozvineme-li deter-
minant nové matice podle vynásobeného řádku nebo sloupce.)

f) Je-li některý řádek (respektive sloupec) matice A násobkem jiného řádku (res-
pektive sloupce), je detA = 0. (Je to okamžitý d̊usledek bod̊u d) a e).)

g) Je-li některý řádek (respektive sloupec) matice A lineárńı kombinaćı ostatńıch
řádk̊u (respektive sloupc̊u), je detA = 0. (Lze se o tom přesvědčit, rozvineme-li
determinant matice A podle toho řádku (respektive sloupce), který je lineárńı
kombinaćı ostatńıch řádk̊u (respektive sloupc̊u) a použijeme-li body e) a d).)

h) Determinant se nezměńı, přičteme-li k libovolnému řádku (respektive sloupci)
lineárńı kombinaci ostatńıch řádk̊u (respektive sloupc̊u).

i) Jsou-li A a B čtvercové matice stejného typu, je det(A ·B) = detA · detB.

I.2.28. Poznámka. Determinant jednotkové matice typu n×n (pro libovolné n ∈ N)
je roven 1.

Obecněji: Determinant čtvercové matice, která má bud’ pod hlavńı diagonálou nebo
nad ńı samé nuly (tj. také determinant čtvercové horńı trojúhelńıkové matice) je roven
součinu prvk̊u na hlavńı diagonále. Zkuste se o pravdivosti tohoto jednoduchého tvrzeńı
sami přesvědčit.

(Termı́n ,,čtvercová horńı trojúhelńıková matice” zńı poněkud podivně, nicméně po
pečlivém přečteńı definice čtvercové a horńı trojúhelńıkové matice uvid́ıte, že adjektiva
,,čtvercová” a ,,horńı trojúhelńıková” nejsou ve sporu.)

Determinant matice A typu n× n jsme definovali v odstavci I.2.21 pomoćı rozvoje
podle řádku (nebo sloupce). Determinanty ,,menš́ıch” matic lze pomoćı těchto rozvoj̊u
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skutečně i poč́ıtat. Výpočet determinant̊u ,,větš́ıch” matic pomoćı rozvoj̊u podle řádk̊u
nebo sloupc̊u by však vyžadoval provedeńı nesmı́rně velkého množstv́ı operaćı. (Např́ı-
klad pro matici typu 100 × 100 by na to ani moderńım poč́ıtač̊um nestačila doba, po
kterou existuje náš vesmı́r.) Takové determinanty lze poč́ıtat jinými (tzv. numerickými)
metodami. Např́ıklad: Pomoćı úprav z bodu h) v odstavci I.2.27 lze determinant převést
na determinant matice, která má pod hlavńı diagonálou samé nuly. Poté je možné
využ́ıt tvrzeńı z prvńı části tohoto odstavce. O numerických metodách se dozv́ıte v́ıce
v předmětu ,,Numerická matematika” ve druhém ročńıku studia.

I.2.29. Regulárńı a singulárńı matice. Čtvercovou matici typu n × n, která má
maximálńı možnou hodnost (tj. n) nazýváme regulárńı matićı.

Čtvercovou matici, která neńı regulárńı, nazýváme singulárńı matićı.

I.2.30. Inverzńı matice. Předpokládejme, že A a E jsou čtvercové matice typu
n × n, přičemž E je jednotková matice. Čtvercovou matici A−1 typu n × n nazýváme
inverzńı matićı k matici A, jestliže plat́ı

A · A−1 = E.

Z následuj́ıćıch odstavc̊u je patrné, že inverzńı matice A−1 nemuśı existovat ke každé
čtvercové matici A !

I.2.31. Věta. Necht’ A je čtvercová matice. Pak následuj́ıćı výroky jsou ekvivalentńı:

a) Matice A je regulárńı.

b) detA ̸= 0.

c) K matici A existuje inverzńı matice A−1.

(Důkaz této věty vynecháme. Tato věta mimo jiné ř́ıká, kdy ke čtvercové matici A
existuje inverzńı matice A−1.)

I.2.32. Věta. Jsou-li A a B regulárńı matice téhož typu, je matice A · B rovněž
regulárńı. Plat́ı:

(A ·B)−1 = B−1 · A−1.

Důkaz: Matice A i B jsou regulárńı, podle věty I.2.31 maj́ı nenulové determinanty.
Z vlastnosti I.2.27 h) plyne: det(A · B) = detA · detB, což je r̊uzné od 0. Podle věty
I.2.31 je matice A·B regulárńı. Vzorec pro (A·B)−1 plyne z rovnost́ı (A·B)·(B−1·A−1) =
A · (B ·B−1) · A−1 = A · E · A−1 = A · A−1 = E. □

I.2.33. Věta. Je-li A regulárńı matice, pak A−1 je také regulárńı matice a plat́ı:

a) (A−1)−1 = A, b) A · A−1 = A−1 · A = E.

Důkaz: a) Kdyby A−1 byla singulárńı matice, platilo by: 1 = detE = det(A ·A−1) =
detA · detA−1 = detA · 0 = 0, což ale neńı možné. Matice A−1 je tedy regulárńı. Dále
zřejmě plat́ı: (A−1)−1 = (A · A−1) · (A−1)−1 = A · [A−1 · (A−1)−1 ] = A · E = A.

b) Vzorec A · A−1 = E je nám již známý. Zbývá tedy ukázat, že také A−1 · A = E.
Označme B = A−1. Zřejmě plat́ı: A−1 · A = B · (A−1)−1 = B ·B−1 = E. □
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I.2.34. Věta. Pokud ke čtvercové matici A existuje inverzńı matice A−1, je určena
jednoznačně.

Důkaz: Předpokládejme, že A−1
I a A−1

II jsou obě inverzńı matice k matici A. Pak plat́ı:

a) A−1
I · A · A−1

II = (A−1
I · A) · A−1

II = E · A−1
II = A−1

II ,

b) A−1
I · A · A−1

II = A−1
I · (A · A−1

II ) = A−1
I · E = A−1

I .

Odtud plyne, že A−1
I = A−1

II . To znamená, že inverzńı matice (pokud existuje) je určena
jednoznačně. □

I.2.35. Výpočet inverzńı matice. Praktickou otázkou je, jak k regulárńı matici A
typu n× n inverzńı matici A−1 vypoč́ıtat. Lze např́ıklad dokázat, že

A−1 =
1

detA

 A11, . . . , A1n
...

...
An1, . . . , Ann


T

,

kde Aij jsou doplňky prvk̊u aij v matici A (viz odstavec I.2.21, bod b). Použ́ıváńı
tohoto vzorce však pro větš́ı n neńı výhodné vzhledem k pracnosti výpočt̊u prvk̊u
Aij. Na cvičeńı se proto seznámı́te s méně pracnou metodou, založenou na podobném
postupu, jako je Gauss̊uv algoritmus popsaný v př́ıkladu I.2.20. Metoda je též vysvětlena
v př́ıkladu 159 na str. 9 a 10 ve skriptu [NK].

I.3. Soustavy lineárńıch algebraických rovnic

I.3.1. Základńı pojmy. Soustavu rovnic

(I.3.1)


a11 x1 + a12 x2 + . . . + a1n xn = b1
a21 x1 + a22 x2 + . . . + a2n xn = b2

...
am1 x1 + am2 x2 + . . . + amn xn = bm

(kde a11, a12, . . . , amn, b1, b2, . . . , bm jsou zadaná reálná č́ısla a x1, x2, . . . , xn jsou
neznámé) nazýváme soustavou lineárńıch algebraických rovnic. Matice

A =


a11, a12, . . . , a1n
a21, a22, . . . , a2n

...
am1, am2, . . . , amn

 , (A |B) =


a11, a12, . . . , a1n
a21, a22, . . . , a2n

...
am1, am2, . . . , amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1
b2
...

bm


nazýváme matice soustavy (I.3.1) a rozš́ıřená matice soustavy (I.3.1). Označme dále

X =


x1
x2
...

xn

 , B =


b1
b2
...

bm

 .
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X je matice typu n×1 a B je matice typum×1. Pomoćı těchto matic můžeme soustavu
(I.3.1) zapsat podstatně úsporněǰśım zp̊usobem:

(I.3.1) A ·X = B.

Za řešeńı soustavy (I.3.1) považujeme každou uspořádanou n–tici reálných č́ısel
x1, x2, . . . , xn, která soustavě (I.3.1) vyhovuje. Na řešeńı soustavy lze tud́ıž nahĺıžet
jako na aritmetické vektory, tj. prvky Rn. Věř́ıme, že nemůže doj́ıt k nedorozuměńı,
budeme-li řešeńı chápané jako aritmetický vektor označovat stejně, jako řešeńı chápané
jako matice typu n× 1 (tj. v obou př́ıpadech např́ıklad jako X).

Jsou-li všechna č́ısla b1, b2, . . . , bm rovna nule, nazýváme soustavu (I.3.1) homo-
genńı. V opačném př́ıpadě nazýváme soustavu (I.3.1) nehomogenńı. Homogenńı sou-
stavu můžeme úsporným zp̊usobem zapsat:

(I.3.2) A ·X = O,

kde O je nulová matice typu m× 1.

Nehomogenńı soustava nemuśı mı́t vždy řešeńı. (Př́ıklad: x1 + x2 = 1,
x1 + x2 = 2) Naproti tomu homogenńı soustava má vždy alespoň jedno, a to nulové,
řešeńı: x1 = x2 = · · · = xn = 0 (též nazývané triviálńı řešeńı). Samozřejmě, v mnoha
př́ıpadech má i daľśı, nenulová řešeńı.

Dvě soustavy rovnic se nazývaj́ı ekvivalentńı, jestliže množina všech řešeńı jedné
soustavy je stejná, jako množina všech řešeńı druhé soustavy.

Naš́ım daľśım ćılem bude naučit se nalézt všechna řešeńı soustavy (I.3.1) a seznámit
se se strukturou množiny všech řešeńı soustavy (I.3.1) (př́ıpadně (I.3.2)).

I.3.2. Gaussova eliminačńı metoda. Touto metodou lze řešit soustavu (I.3.1).
Podrobněji se s ńı seznámı́me na cvičeńı, základńı kroky postupu jsou však tyto:

1. krok: Naṕı̌seme rozš́ı̌renou matici soustavy. Tuto matici převád́ıme na horńı troj-
úhelńıkovou matici pomoćı úprav, popsaných v bodech a) – d) v odstavci I.2.19 a
v př́ıkladu I.2.20. (Úpravy a) – d) provád́ıme s řádky matice. Některé úpravy lze s
jistými komplikacemi provádět i se sloupci, v tomto výkladu se takovými př́ıpady ale
nezabýváme.)

2. krok: K źıskané matici opět přǐrad́ıme soustavu rovnic (ekvivalentńı s p̊uvodńı
soustavou) a tuto soustavu řeš́ıme postupně od posledńı až po prvńı rovnici. Na každou
z rovnic přitom hled́ıme jako na jednu rovnici pro jednu neznámou – tu neznámou,
která má v rovnici nejnižš́ı index.

2a) Tento postup umožńı v př́ıpadě, kdy posledńı rovnice má tvar cnxn = γ (kde
cn ̸= 0) z této rovnice jednoznačně spoč́ıtat xn, po dosazeńı za xn do předposledńı
rovnice odtud spoč́ıtat xn−1, atd.

2b) Má-li posledńı rovnice tvar 0 = γ, kde γ ̸= 0, soustava nemá řešeńı.

2c) Má-li posledńı rovnice tvar chxh + ch+1xh+1 + · · · + cnxn = γ, kde ch ̸= 0, pak
xh+1, xh+2, . . . , xn polož́ıme rovny obecným parametr̊um (které můžeme značit
např́ıklad p1, p2, . . . , pn−h). Z rovnice vyjádř́ıme xh a v postupu pokračujeme
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dosazeńım za xh, xh+1, . . . , xn do předposledńı rovnice. Soustava má nyńı neko-
nečně mnoho řešeńı, r̊uzná konkrétńı řešeńı źıskáme konkrétńı volbou parametr̊u
p1, p2, . . . , pn−h.

I.3.3. Poznámka. Zabývejme se nejprve podrobněji homogenńı soustavou (I.3.2).
Při jej́ım řešeńı Gaussovou eliminačńı metodou samozřejmě nemůže nastat př́ıpad 2b).
(Posledńı sloupec rozš́ı̌rené matice soustavy obsahuje samé nuly a úpravami z bod̊u a)
– d) z odstavce I.2.19 na tom nic nezměńıme. Z tohoto d̊uvodu při řešeńı homogenńı
soustavy můžeme pracovat pouze s matićı soustavy mı́sto rozš́ı̌rené matice soustavy).
Soustava má tedy vždy řešeńı – jediné, triviálńı (v př́ıpadě 2a), nebo nekonečně mnoho
řešeńı (v př́ıpadě 2c). Následuj́ıćı věta poskytuje d̊uležitou informaci o tom, jakou má
množina všech řešeńı v tomto posledńım př́ıpadě strukturu.

I.3.4. Věta. Množina všech řešeńı homogenńı soustavy (I.3.2) je podprostor aritme-
tického n–rozměrného prostoru Rn, který má dimenzi rovnou n− h(A).

Důkaz: Množina všech řešeńı homogenńı soustavy (I.3.2) je podmnožinou Rn (nebot’

každý jej́ı prvek patř́ı do Rn). Jsou-li X a Y řešeńı soustavy (I.3.2), plat́ı: A ·(X+Y ) =
A ·X+A ·Y = O+O = O, tj. X+Y je také řešeńım soustavy (I.3.2). Podobně, je-li X
řešeńı soustavy (I.3.2) a λ je libovolné reálné č́ıslo, je A·(λX) = λ(A·X) = λO = O, tj.
λX je také řešeńım soustavy (I.3.2). Množina všech řešeńı homogenńı soustavy (I.3.2)
je tedy uzavřená vzhledem k operaćım ,,sč́ıtáńı” a ,,násobeńı reálnými č́ısly”. Proto je
podprostorem Rn.

Tvrzeńı o dimenzi tohoto podprostoru plyne z věty I.2.17 a z postupu, popsaného
v odstavci I.3.2. (Dimenze je rovna počtu parametr̊u, které jsou v bodě 2c) v odstavci
(I.3.2) označeny p1, p2, . . . , pn−h – zkuste si sami rozmyslet proč.) □

I.3.5. Př́ıklad. Řešme soustavu rovnic x1 + x2 − 3x3 = 0,
5x1 − 2x2 − 8x3 = 0,
3x1 − 4x2 − 2x3 = 0.

S matićı soustavy provedeme dle návodu z odstavc̊u I.3.2 a I.2.19 úpravy: 1, 1, −3
5, −2, −8
3, −4, −2

 ∼

 1, 1, −3
0, −7, 7
0, −7, 7

 ∼

 1, 1, −3
0, −7, 7
0, 0, 0

 ∼
(

1, 1, −3
0, −7, 7

)
.

Posledńı matici můžeme zpětně přǐradit soustavu rovnic

x1 + x2 − 3x3 = 0,
− 7x2 + 7x3 = 0.

Polož́ıme x3 = p (kde p je parametr) a ze druhé rovnice vypoč́ıtáme: x2 = p. Po
dosazeńı za x1 a x2 do prvńı rovnice vypoč́ıtáme: x1 = 2p. Řešeńı tedy můžeme obecně
vyjádřit: [x1, x2, x3 ] = [ 2p, p, p ] = [ 2, 1, 1 ] p. Odtud je též patrné, že řešeńı existuje
nekonečně mnoho a množina všech řešeńı tvoř́ı jednorozměrný podprostor R3, jehož
báźı je aritmetický vektor [ 2, 1, 1 ]. To koresponduje s t́ım, že 1 = 3− 2 (3 je počet
neznámých, 2 je hodnost matice soustavy) – viz větu I.3.4.
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I.3.6. Poznámka. Je-li hodnost matice A rovna počtu neznámých, tj. n, pak množina
všech řešeńı homogenńı soustavy (I.3.2) je podprostorem Rn dimenze n − n, tj. nula.
Takový podprostor obsahuje jediný prvek – nulový (tj. n–tici samých nul). Toto je tedy
přesně ten př́ıpad, kdy homogenńı soustava (I.3.2) má pouze triviálńı (= nulové) řešeńı.

Popsaný př́ıpad nastává např́ıklad tehdy, je-li matice A čtvercová a regulárńı. Pak
homogenńı soustava A ·X = O má jediné, a to nulové, řešeńı. Naopak, je-li matice A
singulárńı, je č́ıslo n − h(A) kladné. Množina všech řešeńı soustavy A · X = O podle
věty I.3.4 tvoř́ı vektorový prostor kladné dimenze – soustava tedy má i nenulová řešeńı.

Nyńı se vrát́ıme k obecné soustavě (I.3.1), která může být homogenńı i nehomo-
genńı. Následuj́ıćı věta je velmi d̊uležitá. Umožňuje totiž rozlǐsit kolik řešeńı soustava
má, aniž ji řeš́ıme.

I.3.7. Frobeniova věta.

I. Soustava lineárńıch algebraických rovnic (I.3.1) (pro n neznámých) má řešeńı
právě tehdy, je-li h(A) = h(A |B).

II. Je-li h(A) = h(A |B) = n, má soustava (I.3.1) jediné řešeńı.

Je-li h(A) = h(A |B) < n, má soustava (I.3.1) nekonečně mnoho řešeńı.

∗I.3.8. Poznámka. Zabývejme se posledńım př́ıpadem, kdy hodnosti obou matic jsou
rovny h, přičemž h < n. Ukažme, jakou má množina všech řešeńı strukturu. Podle
věty I.3.4 tvoř́ı množina všech řešeńı př́ıslušné homogenńı soustavy (I.3.2) vektorový
prostor (který je podprostorem Rn) dimenze n − h. Je-li X1, . . . , Xn−h báze tohoto
prostoru, můžeme řešeńı homogenńı soustavy (I.3.2) obecně vyjádřit ve tvaru XH =
c1X1+ · · ·+cdXn−h. Známe-li nějaké konkrétńı řešeńı Y nehomogenńı soustavy (I.3.1),
můžeme všechna řešeńı nehomogenńı soustavy (I.3.1) symbolicky zapsat ve tvaru:

(I.3.3) X = c1X1 + . . . + cn−hXn−h + Y .

To znamená (řečeno ne zcela přesně), že prob́ıhaj́ı-li c1, . . . , cn−h nezávisle na sobě
množinou všech reálných č́ısel, prob́ıhá X množinou všech řešeńı nehomogenńı soustavy
(I.3.1). X se proto často nazývá obecné řešeńı soustavy (I.3.1).

I.3.9. Cramerovo pravidlo. Nyńı se zabývejme speciálńım př́ıpadem, kdy soustava
(I.3.1) je soustavou n lineárńıch rovnic pro n neznámých. Matice soustavy je v tomto
př́ıpadě čtvercová. Z Frobeniovy věty bezprostředně plyne toto d̊uležité tvrzeńı:

Je-li matice A soustavy rovnic (I.3.1) regulárńı, má soustava jediné řešeńı.

(Rozmyslete si sami, proč tomu tak je.) Řešeńı lze v tomto př́ıpadě, kromě Gaussovy
eliminačńı metody, také źıskat pomoćı vzorc̊u

xi =
∆i

∆
(i = 1, . . . , n)

kde ∆ = detA a ∆i je determinant čtvercové matice, která vznikne z matice A po
nahrazeńı i–tého sloupce sloupcem pravých stran soustavy rovnic (I.3.1).

(Při odvozováńı tohoto vzorce lze vyj́ıt z maticového zápisu soustavy: A · X = B,
z následného zápisu vektoru řešeńı ve tvaru X = A−1 · B a z vyjádřeńı A−1 pomoćı
vzorce z odstavce I.2.35.)
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I.4. Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory čtvercových matic

I.4.1. Motivace. V zájmu zjednodušeńı zápisu bude v této kapitole výhodné vektorem
rozumět n–tici č́ısel, zapsaných do sloupce. Na takový vektor lze hledět jako na matici
typu n× 1. Vektory zde budeme proto značit stejně jako matice, tj. velkými ṕısmeny.

Předpokládejme, že A je čtvercová matice typu n × n. V matematice i jej́ıch apli-
kaćıch se často setkáváme s otázkou, zda existuje nenulový vektor X ∈ V(En) takový,
že součin A ·X je vektorem, lež́ıćım na stejné př́ımce, jako X. Skutečnost, že A ·X lež́ı
na stejné př́ımce jako X, znamená, že pro vhodné č́ıslo λ plat́ı: A ·X = λX. Důležitou
otázkou neńı jenom nalezeńı takových vektor̊u X, ale také př́ıslušných č́ısel λ. Řešeńı
těchto problémů má velký význam např́ıklad v teorii stability mechanických soustav.

Protože rovnice A ·X = λX může obecně mı́t komplexńı řešeńı, budeme v této ka-
pitole připouštět možnost, že λ je komplexńı č́ıslo a rovněž souřadnice vektoru X nejsou
pouze reálná, ale i komplexńı č́ısla. O čtvercové matici A, se kterou zde pracujeme,
však předpokládáme, že jej́ımi prvky jsou pouze reálná č́ısla.

I.4.2. Vlastńı č́ıslo, vlastńı vektor. Komplexńı č́ıslo λ nazýváme vlastńım č́ıslem
čtvercové matice A typu n× n, existuje-li nenulový vektor X takový, že

A ·X = λX.

Takový vektor X se nazývá vlastńım vektorem matice A odpov́ıdaj́ıćım vlastńımu
č́ıslu λ.

I.4.3. Poznámka. Vlastńı vektor neńı určen jednoznačně, vždy je jich nekonečně
mnoho. Je-li totiž A ·X = λX (tj. X je vlastńım vektorem matice A odpov́ıdaj́ıćım
vlastńımu č́ıslu λ ) a k ∈ C, k ̸= 0, pak také plat́ı: A · (kX) = λ (kX), neboli vektor
kX je také vlastńım vektorem matice A odpov́ıdaj́ıćım vlastńımu č́ıslu λ.

I.4.4. Výpočet vlastńıch č́ısel. Rovnici A · X = λX lze psát v ekvivalentńım
tvaru A ·X − λE ·X = O, neboli (A− λE) ·X = O. (E je jednotková matice typu
n × n a O je nulový vektor, tj. nulová matice typu n × 1. ) Na vektorovou rovnici
(A − λE) · X = O lze hledět jako na soustavu homogenńıch lineárńıch algebraických
rovnic pro neznámé složky vektoru X. Tato soustava má nenulové řešeńı X právě
když hodnost matice soustavy, tj. matice A − λE, je menš́ı než n. (Viz větu I.3.4 a
poznámku I.3.6.) Nerovnost h(A−λE) < n vyjadřuje požadavek, aby matice A−λE
byla singulárńı (viz odstavec I.2.29). To je splněno právě tehdy, je-li

(I.4.1) det(A− λE) = 0.

(Viz větu I.2.31.) Nenulový vektor X vyhovuj́ıćı rovnici A · X = λX tedy existuje
právě tehdy, plat́ı-li (I.4.1). Rovnici (I.4.1) (pro neznámou λ ) nazýváme charakteris-
tickou rovnićı matice A. Jej́ım řešeńım źıskáme všechna vlastńı č́ısla matice A.

I.4.5. Př́ıklad. Jaká má vlastńı č́ısla matice A =

(
3, 4
5, 5

)
?

Řešeńı: Charakteristická rovnice matice A má tvar
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det(A− λE) =

∣∣∣∣ 3− λ, 4
5, 5− λ

∣∣∣∣ = (3− λ) · (5− λ)− 4 · 5 = 0,

tj. λ2 − 8λ− 5 = 0. Řešeńı je λ1 = 4 +
√
21 a λ2 = 4−

√
21.

I.4.6. Výpočet vlastńıch vektor̊u. Vlastńı, vektory odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ,
můžeme naj́ıt řešeńım homogenńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic

(A− λE) ·X = O

pro neznámé x1, . . . , xn, které jsou složkami vektoru X.

I.4.7. Př́ıklad. Najděte vlastńı vektory matice A z př́ıkladu I.4.5, které odpov́ıdaj́ı
vlastńımu č́ıslu λ1 = 4 +

√
21.

Řešeńı: Po dosazeńı hodnoty 4 +
√
21 za λ do vektorové rovnice (A− λE) ·X = O

a po rozepsáńı do souřadnic obdrž́ıme soustavu lineárńıch algebraických rovnic

(−1−
√
21)x1 + 4x2 = 0,

5x1 + (1−
√
21)x2 = 0.

Tato soustava má nekonečně mnoho řešeńı: x1 = (1−
√
21)p, x2 = −5p (kde p ∈ C).

Každý vektor X s těmito souřadnicemi x1, x2 (kde p ̸= 0 nebot’ X nesmı́ být nulovým
vektorem) je hledaný vlastńı vektor.

I.4.8. Poznámka. Je-li λ reálné vlastńı č́ıslo matice A, pak lze nalézt odpov́ıdaj́ıćı
vlastńı vektor X, jehož složky jsou také reálnými č́ısly. To znamená, že k reálným
vlastńım č́ısl̊um lze nalézt reálné vlastńı vektory.

I.4.9. Poznámka. Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory čtvercových matic maj́ı řadu daľśıch
zaj́ımavých vlastnost́ı. Např́ıklad:

a) Vlastńı vektory matice A, odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um, jsou lineárně
nezávislé.

(Ukažme to pro jednoduchost pouze pro skupinu dvou vlastńıch vektor̊u X1 a X2,
odpov́ıdaj́ıćıch vlastńım č́ısl̊um λ1 a λ2: jsou-li vektory lineárně závislé, existuje k ∈
R, k ̸= 0 takové, že X2 = kX1. Pak ale A ·X2 = A ·kX1 = kA ·X1 = kλ1X1 = λ1X2.
Odtud vid́ıme, že X2 je vlastńı vektor, odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ1. To znamená,
že λ2 = λ1. Naopak tedy plat́ı: je-li λ1 ̸= λ2, pak vlastńı vektory X1 a X2 nemohou
být lineárně závislé.)

b) Matice A má vlastńı č́ıslo 0 právě když je singulárńı.

(A má vlastńı č́ıslo 0 právě když existuje nenulový vektor X takový, že A · X =
0 ·X = O. Na tuto vektorovou rovnici lze nahĺıžet jakožto na soustavu n lineárńıch
algebraických rovnic se čtvercovou matićı A. Taková soustava má nenulové řešeńı
právě když matice A je singulárńı – viz poznámku I.3.6.)

Daľśı jednoduchá tvrzeńı uvád́ıme bez d̊ukaz̊u:

c) Je-li λ vlastńım č́ıslem matice A a X je př́ıslušný vlastńı vektor, pak λ je také
vlastńım č́ıslem matice A a X je př́ıslušným vlastńım vektorem.
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d) Je-li λ vlastńım č́ıslem matice A a X je př́ıslušný vlastńı vektor, pak λ2 je vlastńım
č́ıslem matice A2 a X je opět př́ıslušným vlastńım vektorem.

e) Existuje-li inverzńı matice A−1, je λ vlastńım č́ıslem matice A právě když 1/λ
je vlastńım č́ıslem matice A−1. Odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory jsou v tomto př́ıpadě
stejné.

∗f) Je-li A symetrickou čtvercovou matićı, pak všechna jej́ı vlastńı č́ısla jsou reálná.
Vlastńı vektory, odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um, jsou v tomto př́ıpadě kolmé.

I.4.10. Př́ıklad. A je čtvercová matice typu 3 × 3. Rozhodněte, zda může mı́t tato
vlastńı č́ısla, př́ıpadně i vlastńı vektory:

a) 2, 3 b) 3, 2 + i, −3− 2i c) 5 + i, 5− i, 7

d) 4, 3− i, 3 + i, 5 e) 7, 5, 1,

 −1
2
3

,

 2
3
1

,

 4
6
2


Řešeńı: a) Matice A může mı́t vlastńı č́ısla 2 a 3. Může se ale stát, že toto

nejsou všechna vlastńı č́ısla. Charakteristická rovnice matice A je kubickou rovnićı
a ta může mı́t až tři r̊uzné kořeny.

b) Je-li 2 + i vlastńım č́ıslem matice A, pak 2 − i je také vlastńım č́ıslem A. (Viz
poznámku I.4.10, bod c).) Podobně, jelikož −3 − 2i je vlastńım č́ıslem, je kom-
plexně sdružené č́ıslo −3 + 2i rovněž vlastńım č́ıslem. Matice A ale nemůže mı́t
vlastńı č́ısla 3, 2± i a −3± 2i, protože těchto č́ısel je pět a A, jakožto matice typu
3× 3, může mı́t nejvýše tři vlastńı č́ısla.

c) 5 + i, 5− i, 7 mohou být vlastńı č́ısla matice A.

d) Uvedená č́ısla jsou čtyři, vlastńı č́ısla mohou být nejvýše tři. Proto je odpověd’

v tomto př́ıpadě negativńı.

e) Uvedená č́ısla mohou být vlastńımi č́ısly matice A. Č́ısla jsou r̊uzná, proto by
odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory měly být lineárně nezávislé. (Viz poznámku I.4.10,
bod a).) To však neńı splněno, protože třet́ı vektor je dvojnásobkem druhého.
Odpověd’ je tedy negativńı.

I.4.11. Cvičeńı. Najděte vlastńı č́ısla a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory následuj́ıćıch
matic.

a)

(
2, 1
1, 2

)
b)

(
3, 4
5, 2

)
c)

(
0, a

−a, 0

)
(a ̸= 0) d)

 5, 6, −3
−1, 0, 1
1, 2, −1


Výsledky: a) λ1 = 3, X1 =

(
p
p

)
, λ2 = 1, X2 =

(
p

−p

)
; b) λ1 = 7, X1 =

(
p
p

)
,

λ2 = −2, X2 =

(
−4p
5p

)
; c) λ1,2 = ±a i, X1,2 =

(
p

±p i

)
;

d) λ = 2, X =

−2p+ q
p
q

 (Parametry p, q mohou být libovolnými komplexńımi
č́ısly, př́ıslušný vlastńı vektor však muśı být nenulový.)
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I.5. Přehled ekvivalentńıch vlastnost́ı čtvercové matice

V této kapitole se neseznámı́me s žádným novým pojmem, ani s žádnou novou větou
nebo metodou. Vše, co zde následuje, již znáte. Nicméně, pokud se s lineárńı algebrou
seznamujete poprvé, je možné, že vaše vědomosti nejsou dosud dostatečně utř́ıděné a
propojené. Abyste si dobře uvědomili souvislosti r̊uzných tvrzeńı a vět, uvád́ıme v této
kapitole znovu přehled ekvivalentńıch výrok̊u, které lze utvořit o čtvercové matici A.
(To znamená, že pro každou konkrétńı čtvercovou matici A bud’ jsou všechny uvedené
výroky pravdivé nebo jsou všechny nepravdivé.)

Předpokládáme, že A je čtvercová matice typu n× n.

Pak následuj́ıćı výroky jsou ekvivalentńı:

1. Matice A je regulárńı.

2. detA ̸= 0.

(Viz větu I.2.31.)

3. Inverzńı matice A−1 existuje.

(Viz větu I.2.31.)

4. Matice A má hodnost n.

(Viz definici regulárnı́ matice v odstavci I.2.29.)

5. Řádky matice A jsou lineárně nezávislé.

(Viz definici hodnosti matice v odstavci I.2.14 a výrok 4.)

6. Sloupce matice A jsou lineárně nezávislé.

(Viz poznámku I.2.16 a výrok 4.)

7. Homogenńı soustava lineárńıch algebraických rovnic A ·X = O má jediné
(a to nulové) řešeńı.

(Viz poznámku I.3.6.)

8. Obecná (tj. homogenńı nebo nehomogenńı) soustava lineárńıch algebraických
rovnic A ·X = B má jediné řešeńı.

(Viz Frobeniovu větu I.3.7.)

9. 0 neńı vlastńım č́ıslem matice A.

(Viz poznámku I.4.9, bod b).)

Pochopitelně, ekvivalentńı jsou i negace všech výše uvedených výrok̊u. Utvořte a napǐste
si sami tyto negace.
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II. Analytická geometrie v E3

II.1. Některé základńı pojmy

II.1.1. Kartézské souřadnice v E3. K popisu polohy bod̊u a daľśıch objekt̊u ve
trojrozměrném Eukleidově prostoru E3 použ́ıváme tři navzájem kolmé souřadné osy,
prot́ınaj́ıćı se v jednom bodě. Označujeme je Ox, Oy, Oz nebo pouze x, y, z nebo x1,
x2, x3. Jejich orientaci voĺıme tak, aby tvořily tzv. pravotočivý systém. To znamená, že
když drž́ıte pravou ruku tak, že prsty směřuj́ı od kladné části osy x ke kladné části osy
y, pak palec mı́̌ŕı stejným směrem, jako kladná část osy z. Společný pr̊useč́ık všech os
se nazývá počátek souřadného systému.

Každému bodu v E3 můžeme jednoznačně přǐradit jeho kartézské souřadnice – jsou
jimi postupně vzdálenosti kolmých projekćı tohoto bodu na osy x, y, z od počátku,
brané se znaménkem ,,+” nacháźı–li se projekce na kladné části osy a se znaménkem
,,−” v opačném př́ıpadě.

Podobně můžeme přǐradit jednoznačně kartézské souřadnice i každému volnému
vektoru v E3 – vektor umı́st́ıme tak, že jeho počátečńı bod je v počátku souřadného
systému, kartézské souřadnice jeho koncového bodu pak prohláśıme za kartézské sou-
řadnice vektoru. (Viz též odstavec I.1.2.)

Abychom rozlǐsili body a volné vektory v E3, zapisujeme kartézské souřadnice bod̊u
v E3 v hranatých závorkách (např́ıklad [ 1, 2, 3 ]) a kartézské souřadnice vektor̊u v ku-
latých závorkách (např́ıklad (1, 2, 3)).

II.1.2. Délka vektoru v E3. Je-li u = (u1, u2, u3) vektor v E3, pak jeho délkou
nazýváme č́ıslo

∥u∥ =
√
u21 + u22 + u23.

II.1.3. Skalárńı součin vektor̊u v E3. Jsou-li u = (u1, u2, u3) a v = (v1, v2, v3)
vektory v E3, pak jejich skalárńım součinem nazýváme č́ıslo

u · v = u1 · v1 + u2 · v2 + u3 · v3.

(Srovnejte se skalárńım součinem prvk̊u z Rn, tj. aritmetických vektor̊u, definovaným
v odstavci I.2.11.)

II.1.4. Věta. Jsou-li u a v nenulové vektory v E3 a je-li φ úhel, který tyto vektory
sv́ıraj́ı, pak

u · v = ∥u∥ ∥v∥ cosφ.

Důkaz: Zvolme v E3 libovolně bod A a položme B = A + u a C = A + v. Vektor
B − C lze zřejmě psát též jako u − v. Aplikaćı kosinové věty na trojúhelńık ABC
dostáváme: ∥B − C∥2 = ∥B − A∥2 + ∥C − A∥2 − 2 ∥B − A∥ ∥C − A∥ · cosφ, neboli:
∥u − v∥2 = ∥u∥2 + ∥v∥2 − 2 ∥u∥ ∥v∥ · cos φ. Rozepsáńım této rovnosti obdrž́ıme:
(u1 − v1)

2 + (u2 − v2)
2 + (u3 − v3)

2 = u21 + u22 + u23 + v21 + v22 + v23 − 2 ∥u∥ ∥v∥ cosφ.
Odtud již snadno plyne žádaný vzorec. □
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II.1.5. Poznámka. Nenulové vektory u, v jsou tud́ıž kolmé právě když u · v = 0.

II.1.6. Jiný zápis vektor̊u v E3. Označme i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0), k = (0, 0, 1).
Je-li u = (u1, u2, u3) vektor v E3, pak pomoćı vektor̊u i, j, k lze u zapsat následuj́ıćım
zp̊usobem: u = u1 i+ u2 j+ u3 k.

II.1.7. Vektorový součin vektor̊u v E3. Necht’ u = (u1, u2, u3) a v = (v1, v2, v3) jsou
vektory v E3. Vektorovým součinem vektor̊u u, v (v tomto pořad́ı) nazýváme vektor,
který znač́ıme u× v a pro který plat́ı:

u× v =

∣∣∣∣∣∣
i, j, k

u1, u2, u3
v1, v2, v3

∣∣∣∣∣∣ = (u2v3 − u3v2) i + (u3v1 − u1v3) j + (u1v2 − u2v1)k.

II.1.8. Věta. Jsou-li u a v nenulové vektory v E3 a je-li φ úhel, který tyto vektory
sv́ıraj́ı, pak

a) Vektor u× v je kolmý k oběma vektor̊um u, v.

b) ∥u× v∥ = ∥u∥ ∥v∥ sinφ.

(Důkaz této věty neuvád́ıme. O tvrzeńı a) se lze však přesvědčit výpočtem skalárńıch
součin̊u (u× v) · u, (u× v) · v, které jsou rovny nule.)

II.1.9. Součet bodu a vektoru. Je-li A = [ a1, a2, a3 ] bod v E3 a u = (u1, u2, u3)
vektor v E3, pak součtem bodu A a vektoru u nazýváme bod

B = [a1 + u1, a2 + u2, a3 + u3 ]

v E3. Ṕı̌seme: B = A+ u.

Naopak, rozd́ılem dvou bod̊u B = [ b1, b2, b3 ] a A = [ a1, a2, a3 ] v E3 (v tomto pořad́ı)
je vektor

u = (b1 − a1, b2 − a2, b3 − a3).

Ṕı̌seme: u = B − A.

II.1.10. Vzdálenost dvou bod̊u. Připomı́náme, že jsou-li A = [ a1, a2, a3 ] a B =
[ b1, b2, b3 ] dva body z E3, je jejich vzdálenost ∥B − A∥ dána rovnost́ı

∥B − A∥ =
√

(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2 + (b3 − a3)2.

(Je to délka vektoru B − A.)

II.1.11. Vzdálenost bodu od množiny a vzdálenost dvou množin. Je-li A =
[ a1, a2, a3 ] bod v E3 a je-li M ⊂ E3, pak vzdálenost́ı bodu A od množiny M nazýváme
č́ıslo

d(A,M) = inf { ∥A−X∥; X ∈M }.

(Pojem ,,infimum” je vysvětlen na str. 46.) Vzdálenost́ı množin M a N v E3 nazýváme
č́ıslo

d(M,N) = inf { ∥X − Y ∥; X ∈M, Y ∈ N }.
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II.2. Př́ımky v E3

II.2.1. Př́ımka v E3. Je-li A = [ a1, a2, a3 ] bod v E3 a u = (u1, u2, u3) nenulový vektor
v E3, pak množinu p = {X ∈ E3; ∃ t ∈ R : X = A+ t · u } nazýváme př́ımkou v E3.
Rovnici

(II.2.1) X = A + t u; t ∈ R

nazýváme parametrickou rovnićı př́ımky p . Tato rovnice bývá často uváděna též ve
tvaru, který vznikne rozepsáńım do souřadnic:

(II.2.2) x1 = a1 + t u1, x2 = a2 + t u2, x3 = a3 + t u3; t ∈ R.

Vektor u nazýváme směrovým vektorem př́ımky p .

Neńı-li parametr t v rovnici (II.2.1) vyb́ırán z celé množiny reálných č́ısel R, ale
např́ıklad pouze z intervalu ⟨−1, 5⟩, je (II.2.1) parametrizaćı nikoliv př́ımky, ale pouze
úsečky. Jej́ı koncové body jsou A− u a A+ 5u. Podobně, bude–li t prob́ıhat např́ıklad
interval ⟨1,+∞), bude (II.2.1) parametrizaćı polopř́ımky, atd.

II.2.2. Vzdálenost bodu od př́ımky. Necht’ p : X = A + t u; t ∈ R je př́ımka
v E3 a M je bod v E3, nelež́ıćı na př́ımce p . Jak vypoč́ıtáme vzdálenost d(M, p)?

1. zp̊usob: Označme P bod na př́ımce p , který je ze všech bod̊u př́ımky p nejbližš́ı
k M . (Lze dokázat, že takový bod existuje a že vektor (M − P ) je kolmý k př́ımce p .)
Pro nějakou hodnotu (nám dosud neznámou) parametru t plat́ı: P = A+tu. Vzhledem
k tomu, že vektor (M − P ) je kolmý k př́ımce p , plat́ı: (M − P ) · u = 0. Dosad́ıme-li
do této rovnice vyjádřeńı bodu P , dostáváme: (M − A) · u − (u · u) t = 0. Odtud
vypoč́ıtáme hodnotu t a dosad́ıme ji do vyjádřeńı bodu P . Vzdálenost d(M, p) je pak
rovna ∥P −M∥.
2. zp̊usob: V pravoúhlém trojúhelńı-
ku APM plat́ı:

d(M, p) = ∥M−P∥ = ∥M−A∥ sinφ.

Podle věty II.1.8 plat́ı:

∥(M−A)×u∥ = ∥M−A∥ ∥u∥ sinφ.

Vyjádř́ıme-li odtud sinφ a dosad́ıme-
li do předcházej́ıćı rovnosti, obdrž́ıme
vzorec:

(II.2.3) d(M, p) =
∥(M − A)× u∥

∥u∥
.

���������������
q

qq
A P

M

pqφ u

Obr. 1

II.2.3. Vzájemná poloha dvou př́ımek. Necht’ p a q jsou př́ımky v E3, které maj́ı
parametrické rovnice

p : X = A+ t u; t ∈ R, q : Y = B + s v; s ∈ R.

Př́ımky p , q nazýváme
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a) totožné, maj́ı-li nekonečně mnoho společných bod̊u,

b) r̊uznoběžné, maj́ı-li právě jeden společný bod,

c) rovnoběžné, nemaj́ı-li žádný společný bod a jsou-li vektory u a v lineárně závislé,

d) mimoběžné, nemaj́ı-li žádný společný bod a jsou-li vektory u a v lineárně nezá-
vislé.

Zabývejme se nyńı otázkou, jak v konkrétńım př́ıpadě zjistit, která z uvedených
možnost́ı nastane. Hledejme společné body př́ımek p , q . To odpov́ıdá tomu, že hledáme
takové hodnoty parametr̊u t, s, po jejichž dosazeńı do pravých stran parametrických
rovnic źıskáme tentýž bod, tj. X = Y . Porovnáńım pravých stran dostaneme: A+t·u =
B+s·v. Rozepsáńım do souřadnic obdrž́ıme soustavu tř́ı lineárńıch algebraických rovnic
pro neznámé t, s:

a1 + t · u1 = b1 + s · v1 , a2 + t · u2 = b2 + s · v2 , a3 + t · u3 = b3 + s · v3 .

Po úpravě dostáváme: u1 · t − v1 · s = b1 − a1 ,
u2 · t − v2 · s = b2 − a2 ,
u3 · t − v3 · s = b3 − a3 .

Má-li tato soustava rovnic nekonečně mnoho řešeńı, maj́ı př́ımky p , q nekonečně
mnoho společných bod̊u a jsou tud́ıž totožné.

Má-li výše uvedená soustava rovnic jediné řešeńı, maj́ı př́ımky p , q jediný společný
bod a jsou tud́ıž r̊uznoběžné.

Nemá-li soustava rovnic žádné řešeńı, nemaj́ı př́ımky p , q žádný společný bod.
Jsou-li v tomto př́ıpadě vektory u, v lineárně závislé, jsou př́ımky p , q rovnoběžné.
Jsou-li vektory u, v lineárně nezávislé, jsou př́ımky p , q mimoběžné.

II.2.4. Př́ımka zadaná dvěma body. Jsou-li A a B dva r̊uzné body v E3, pak př́ımku
procházej́ıćı těmito body můžeme parametrickou rovnićı popsat např́ıklad takto:

(II.2.4) X = A + t · (B − A); t ∈ R.

II.2.5. Poznámka. Předpokládejme, že A, B, C, D, E jsou navzájem r̊uzné body,
lež́ıćı všechny na téže př́ımce p . Položme např́ıklad u = B − A, v = 2 · (B −D). Pak
rovnice

X = A+ t · (B − A); t ∈ R,
Y = B + s · (C − A); s ∈ R,
Z = D + r · u; r ∈ R,
X = E + α · v; α ∈ R

jsou všechny parametrickými rovnicemi př́ımky p . Rozmyslete si sami, proč.

II.2.6. Př́ıčka dvou př́ımek. Př́ıčkou dvou př́ımek p , q nazýváme jakoukoliv
př́ımku, která je s oběma př́ımkami p , q r̊uznoběžná (tj. má s každou z nich právě
jeden společný bod).

II.2.7. Př́ıklad. Př́ımky p , q jsou zadány parametrickými rovnicemi
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p : X = A+ t · u; t ∈ R, q : X = B + s · v; t ∈ R,

kde A = [ 3, 0,−1 ], u = (2, 1, 1), B = [ 1, 1, 1 ], v = (1, 3,−2). Nalezněte př́ıčku př́ımek
p , q , která procháźı bodem M = [−7,−6, 5 ].

Řešeńı: Označme P (respektive Q) pr̊useč́ık hledané př́ıčky s př́ımkou p (respektive
q ). Pro nějaké hodnoty parametr̊u t a s pak plat́ı:

(II.2.5) P = A+ t · u, Q = B + s · v.

Body P , Q, M lež́ı na jedné př́ımce (na hledané př́ıčce) a M ̸= Q, nebot’ bod M
nelež́ı na př́ımce q . (To snadno ověř́ıme: Kdyby totiž platilo M ∈ q, pak by vektory
(M −B) = (−8,−7, 4) a v = (1, 3,−2) byly lineárně závislé, tj. jeden by byl násobkem
druhého, což ale neńı pravda.) Existuje tedy č́ıslo r ∈ R takové, že

P −M = r · (Q−M).

Dosad́ıme-li do této rovnice výše uvedené vyjádřeńı bod̊u P a Q, obdrž́ıme rovnici:

A+ t · u−M = r · (B + s · v −M).

Rozeṕı̌seme-li tuto rovnici do souřadnic a dosad́ıme-li zadané souřadnice bod̊u A, B,
M a vektor̊u u, v, dostaneme po úpravě soustavu tř́ı lineárńıch algebraických rovnic
pro neznámé t, rs, r:

2 t− rs− 8 r = −10, t− 3 rs− 7 r = −6, t+ 2 rs+ 4 r = 6.

Tato soustava má jediné řešeńı t = 2, rs = −2, r = 2. Odtud vypoč́ıtáme: s = −1.
Dosazeńım do (II.2.5) dostaneme: P = [ 7, 2, 1 ], Q = [ 0,−2, 3 ]. Parametrickou rov-
nici př́ıčky můžeme nyńı napsat např́ıklad pomoćı (II.2.4), tj. jako rovnici př́ımky,
procházej́ıćı dvěma známými body P , Q:

X = P + α · (Q− P ); α ∈ R.
X = [ 7, 2, 1 ] + α · (−7,−4, 2); α ∈ R.

Posledńı rovnici ještě můžeme rozepsat do souřadnic:

x1 = 7− 7α, x2 = 2− 4α, x3 = 1 + 2α; α ∈ R.

II.2.8. Vzdálenost dvou př́ımek. Předpokládejme, že př́ımky p : X = A+t ·u; t ∈
R a q : Y = B+s ·v; s ∈ R jsou mimoběžné nebo rovnoběžné. Jak můžeme vypoč́ıtat
jejich vzdálenost d(p, q)?

Hledejme nejprve př́ıčku př́ımek p , q , která je k oběma př́ımkám p , q kolmá.
Označme P , Q pr̊useč́ıky př́ıčky s př́ımkami p , q . Pro vhodné hodnoty parametr̊u t, s
pak plat́ı: P = A+ t ·u, Q = B+s ·v. Směrovým vektorem př́ıčky je např́ıklad vektor
Q − P . Tento vektor muśı být kolmý k vektor̊um u, v, tud́ıž plat́ı: (Q − P ) · u = 0,
(Q − P ) · v = 0. Dosad́ıme-li do těchto rovnic vyjádřeńı bod̊u P a Q, dostaneme po
snadné úpravě:

(v · u) s − (u · u) t = −(B − A) · u, (v · v) s − (u · v) t = −(B − A) · v.
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Tuto soustavu dvou lineárńıch algebraických rovnic pro neznámé t, s vyřeš́ıme a za t, s
dosad́ıme do vyjádřeńı bod̊u P , Q. Vzdálenost př́ımek p , q nakonec vypoč́ıtáme jako
vzdálenost bod̊u P , Q. Obdrž́ıme d(p, q) = ∥P −Q∥.

II.2.9. Odchylka dvou př́ımek. Předpokládejme, že p , q jsou př́ımky v E3, jejichž
parametrické rovnice jsou: p : X = A + t · u; t ∈ R a q : X = B + s · v; s ∈ R.
Vektory u, v sv́ıraj́ı úhel φ, jehož kosinus lze vypoč́ıtat podle věty II.1.4. Samotný
úhel φ může nabývat hodnoty 0 až π (nakreslete si obrázek). Odchylkou př́ımek p , q
nazýváme úhel ϑ, který je roven φ, je-li φ ∈ ⟨0, π/2⟩ a π−φ, je-li φ ∈ (π/2, π⟩. Užit́ım
věty II.1.4 lze źıskat formuli:

(II.2.6) cos ϑ =
|u · v|

∥u∥ · ∥v∥
.

II.2.10. Cvičeńı. a) Vypoč́ıtejte odchylku př́ımek AB a CD, je-li A = [−1, 2, 0 ],
B = [−2, 0, 2 ], C = [ 4,−4, 5 ], D = [ 2, 4, 3 ].

b) Vypoč́ıtejte vzdálenost bodu M = [ 1,−6, 8 ] od př́ımky AB, jestliže A = [ 2, 1, 3 ],
B = [ 3,−1, 6 ].

c) Vypoč́ıtejte vzdálenost př́ımek p : X = [ 6, 4, 3 ] + t · (1, 1, 1); t ∈ R a
q : X = [ 7, 0,−18 ] + s · (2,−1, 4); s ∈ R.

Výsledky: a) cos ϑ =
√
2/2, ϑ = π/4 b) 4.36 c) 11.83

II.3. Roviny v E3

II.3.1. Rovina v E3. Je-li A = [ a1, a2, a3 ] bod v E3 a u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3)
dva lineárně nezávislé vektory v E3, pak množinu σ = {X ∈ E3; ∃α ∈ R, ∃ β ∈ R :
X = A+ α · u+ β · v } nazýváme rovinou v E3. Rovnici

(II.3.1) X = A+ α · u+ β · v; α, β ∈ R

nazýváme parametrickou rovnićı roviny σ . S touto rovnićı se často setkáváme ve tvaru,
který vznikne rozepsáńım (II.3.1) do souřadnic:

x1 = a1 + α · u1 + β · v1
x2 = a2 + α · u2 + β · v2
x3 = a3 + α · u3 + β · v3 ; α, β ∈ R.

II.3.2. Rovina, zadaná třemi body. Necht’ A, B, C jsou tři navzájem r̊uzné body
v E3, nelež́ıćı na jedné př́ımce. Rovinu, která těmito body procháźı (budeme ji též
nazývat rovinou ABC) lze popsat parametrickou rovnićı

(II.3.2) X = A+ α · (B − A) + β · (C − A); α, β ∈ R.

II.3.3. Poznámka. Jedna rovina má nekonečně mnoho r̊uzných parametrických rovnic
(podobně jako př́ımka – viz poznámku II.2.5).
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II.3.4. Normálový vektor. Necht’ σ je rovina, zadaná parametrickou rovnićı (II.3.1).
Každý nenulový vektor, který je kolmý k rovině σ (tj. je kolmý k vektor̊um u, v),
nazýváme normálovým vektorem roviny σ .

Vzhledem k větě II.1.8 je normálovým vektorem k rovině σ např́ıklad vektor n =
u× v. Daľśı normálové vektory k rovině σ maj́ı tvar c · n, kde c ∈ R, c ̸= 0.

II.3.5. Jiný analytický popis roviny. Je-li σ rovina zadaná parametrickou rov-
nićı (II.3.1) a je-li n = (n1, n2, n3) jej́ı normálový vektor, pak pro všechny body X =
[x1, x2, x3 ] z E3 plat́ı: X je bodem roviny σ právě když (X − A) · n = 0. Po po-
drobněǰśım rozepsáńı skalárńıho součinu na levé straně této rovnice dostáváme:

(x1 − a1) · n1 + (x2 − a2) · n2 + (x3 − a3) · n3 = 0,

(II.3.3) n1 x1 + n2 x2 + n3 x3 + q = 0,

kde q = −a1 n1 − a2 n2 − a3 n3. Rovnici (II.3.3) nazýváme rovnićı roviny σ .

Rovnici (II.3.3) lze z parametrické rovnice roviny σ (rozepsané do souřadnic)
źıskat vyloučeńım parametr̊u α a β. Naopak, z rovnice (II.3.3) lze źıskat paramet-
rické vyjádřeńı roviny σ např́ıklad tak, že najdeme tři r̊uzné body A, B, C roviny σ
(tj. body, jejichž souřadnice rovnici (II.3.3) vyhovuj́ı) které nelež́ı na jedné př́ımce a
použijeme (II.3.2).

II.3.6. Př́ıklad. Necht’ rovina σ má rovnici 5x1 − 3x2 + 7x3 − 12 = 0. Pak vektor
n = (5,−3, 7) je normálovým vektorem této roviny.

II.3.7. Vzdálenost bodu od roviny. Předpokládejme, že rovina σ je zadaná pa-
rametrickou rovnićı (II.3.1) a M je bod v E3. Odvod́ıme, jak lze vypoč́ıtat vzdálenost
d(M,σ).

Ze známých vztah̊u mezi stranami
a úhly v pravoúhlém trojúhelńıku
APM dostáváme:

d(M,σ)

= ∥M − P∥ = ∥M − A∥ · cos φ.

Pomoćı skalárńıho součinu vektor̊u n
a (M − A) lze cos φ vyjádřit:

cos φ =
|n · (M − A)|
∥n∥ · ∥M − A∥

(Vektor n je libovolným normálovým
vektorem k rovině σ .) Odtud vyplý-
vá vzorec:

(II.3.4) d(M,σ) =
|n · (M − A)|

∥n∥
.
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Předpokládejme nyńı, že M = [m1,m2,m3 ]. Pak plat́ı: n · (M − A) = n1m1 +
n2m2+n3m3+ q (kde q = −n1 a1−n2 a2−n3 a3). Dosazeńım do (II.3.4) a rozepsáńım
∥n∥ dostáváme:

(II.3.5) d(M,σ) =
|n1m1 + n2m2 + n3m3 + q|√

n2
1 + n2

2 + n2
3

.

Tento vzorec je užitečný zejména, je-li rovina σ zadána rovnićı (II.3.3).

II.3.8. Poznámka. Předpokládejme, že p je př́ımka, zadaná parametrickými rovni-
cemi (II.2.2). Vyloučeńım parametru t z těchto tř́ı rovnic źıskáme dvě rovnice, které lze
po úpravě zapsat ve tvaru

(II.3.6) n′
1x1 + n′

2x2 + n′
3x3 + q′ = 0, n′′

1x1 + n′′
2x2 + n′′

3x3 + q′′ = 0.

Př́ımky bývaj́ı často zadávány pomoćı takových dvou rovnic. Každá z nich je rovnićı
roviny, př́ımka p je pr̊unikem obou rovin. (Též se už́ıvá termı́n ,,pr̊usečnice” obou
rovin.)

Je-li naopak př́ımka zadána dvěma rovnicemi typu (II.3.6), pak jej́ı parametrickou
rovnici lze źıskat následuj́ıćım zp̊usobem: Na rovnice (II.3.6) hled́ıme jako na soustavu
dvou lineárńıch rovnic pro neznámé x1, x2, x3. Tuto soustavu řeš́ıme. Nejsou-li roviny
odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým rovnićım rovnoběžné (nebo dokonce totožné), pak v souladu
s výsledky poznámky I.3.8 se v zápisu obecného řešeńı vyskytuje jediný libovolně voli-
telný parametr. Zápisem obecného řešeńı źıskáme parametrickou rovnici př́ımky.

II.3.9. Př́ıklad. Urč́ıme parametrické vyjádřeńı př́ımky, zadané rovnicemi

5x1 + 7x2 − 4x3 + 1 = 0, 2x1 + 4x2 − 4x3 − 2 = 0.

Např́ıklad Gaussovou eliminačńı metodou lze źıskat řešeńı této soustavy: x1 = −2t−3,
x2 = 2t+2, x3 = t (t ∈ R). Tyto tři rovnice jsou parametrickými rovnicemi uvažované
př́ımky. Pochopitelně, parametrické vyjádřeńı můžeme zapsat též ,,vektorově”, jednou
rovnićı: X = A+ t · u, kde A = [−3, 2, 0 ] a u = (−2, 2, 1).

II.3.10. Vzájemná poloha př́ımky a roviny. Mějme př́ımku p a rovinu σ . Ohledně
vzájemné polohy př́ımky p a roviny σ mohou nastat následuj́ıćı tři př́ıpady:

a) Př́ımka p lež́ı celá v rovině σ .

b) Př́ımka p prot́ıná rovinu σ v jediném jejich společném bodě.

c) Př́ımka p nemá s rovinou σ žádný společný bod, neboli př́ımka p je s rovinou
σ rovnoběžná.

Jak v konkrétńı situaci zjist́ıme, která z možnost́ı a), b), c) nastane? Zabývejme
se např́ıklad situaćı, kdy př́ımka p je zadána dvěma rovnicemi (II.3.6) a rovina σ je
zadána jednou rovnićı (II.3.3). Rovnice (II.3.6) a (II.3.3) tvoř́ı dohromady soustavu tř́ı
lineárńıch rovnic pro tři neznámé x1, x2, x3. Tuto soustavu řeš́ıme. Existuj́ı tři možnosti
(viz Frobeniovu větu): 1) Soustava má nekonečně mnoho řešeńı. 2) Soustava má jediné
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řešeńı. 3) Soustava nemá řešeńı. Tyto tři možnosti postupně odpov́ıdaj́ı výše uvedeným
př́ıpad̊um a), b), c). V př́ıpadě 2) řešeńı soustavy udává souřadnice pr̊useč́ıku př́ımky
p s rovinou σ .

V př́ıkladu II.3.12 se budeme vzájemnou polohou př́ımky a roviny zabývat znovu,
př́ımka tentokrát bude zadána parametricky.

II.3.11. Odchylka př́ımky od roviny. Mějme př́ımku p a rovinu σ . Neńı-li př́ımka
p k rovině σ kolmá, pak odchylkou př́ımky p od roviny σ nazýváme odchylku př́ımky
p od jej́ıho pravoúhlého pr̊umětu do roviny σ . Je-li př́ımka p kolmá k rovině σ , pak
odchylku pokládáme rovnou π/2.

Jak v konkrétńım př́ıpadě odchyl-
ku vypoč́ıtáme? Z vyjádřeńı roviny
nejprve urč́ıme jej́ı normálový vek-
tor n (viz odstavec II.3.4, eventu-
álně II.3.5, II.3.6). Necht’ q je př́ı-
mka, jej́ımž směrovým vektorem
je n (viz obr. 3). Označme ϑ od-
chylku př́ımek p a q . (Jej́ı kosinus
vypoč́ıtáme podle vzorce (II.2.6).)
Označ́ıme-li např́ıklad ψ hledanou
odchylku př́ımky p od roviny σ ,
je zřejmě: ψ = π/2− ϑ.
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II.3.12. Př́ıklad. Př́ımka p je zadána parametricky: x1 = 1 + t, x2 = 2 + t, x3 = 3.
Rovina σ je zadána rovnićı 2x1 + 4x2 + 4x3 + 2 = 0. Jaká je vzájemná poloha a
odchylka př́ımky p a roviny σ ?

Do rovnice roviny σ dosad́ıme za x1, x2, x3 z parametrického vyjádřeńı př́ımky p .
Obdrž́ıme rovnici pro neznámou t: 2+2t+8+4t+12+2 = 0. Tato rovnice má jediné
řešeńı t = −4. Jelikož řešeńı existuje a je jediné, maj́ı př́ımka p a rovina σ jediný
společný bod. Souřadnice tohoto bodu źıskáme dosazeńım t = −4 do parametrických
rovnic př́ımky p : x1 = −3, x2 = −1, x3 = 3.

Normálovým vektorem roviny σ je např́ıklad vektor n = (2, 4, 4). Směrovým vek-
torem př́ımky p je vektor a = (1, 1, 0). Odchylkou př́ımky p a př́ımky se směrovým
vektorem n je úhel ϑ, jehož kosinus vyjde použit́ım vzorce (II.2.6) roven

√
2/2. Jelikož

ϑ je úhel z intervalu ⟨0, π/2⟩, je ϑ = π/4. Odchylkou př́ımky p od roviny σ je úhel ψ,
pro který plat́ı: ψ = π/2− ϑ = π/2− π/4 = π/4.

II.3.13. Vzájemná poloha dvou rovin. Dvě roviny v E3 jsou bud’ totožné, nebo
se prot́ınaj́ı v jedné př́ımce, nebo jsou rovnoběžné. Máme-li zadány dvě konkrétńı rovi-
ny, pak postup vedoućı ke zjǐstěńı, který z výše uvedených př́ıpad̊u nastane, záviśı na
tom, jak jsou roviny zadány. Dva možné postupy ukážeme v př́ıkladech II.3.15 a II.3.16.

II.3.14. Odchylka dvou rovin. Odchylkou rovin σ a η rozumı́me odchylku libo-
volných dvou př́ımek, z nichž jedna je kolmá k rovině σ a druhá je kolmá k rovině
η.

35



II.3.15. Př́ıklad. Vyšetř́ıme vzájemnou polohu a vypoč́ıtáme odchylku rovin σ a η ,
je-li

σ : x1 − x2 + x3 − 1 = 0 a η : 2x1 + x2 − x3 − 1 = 0.

Souřadnice společných bod̊u obou rovin muśı vyhovovat oběma rovnićım. Tyto rov-
nice tvoř́ı soustavu dvou lineárńıch rovnic pro neznámé x1, x2, x3. Snadno zjist́ıme, že
soustava má řešeńı x1 = 2

3
, x2 = −1

3
+ t , x3 = t ; t ∈ R. Toto vyjádřeńı x1, x2,

x3 představuje parametrické rovnice př́ımky, která je množinou všech společných bod̊u
rovin σ a η .

Normálovým vektorem roviny σ je vektor n′ = (1,−1, 1). Normálovým vektorem
roviny η je vektor n′′ = (2, 1,−1). Použit́ım vzorce (II.2.6) zjist́ıme, že odchylka rovin
σ a η je rovna π/2.

II.3.16. Cvičeńı. 1) Vypoč́ıtejte vzdálenost bodu M od roviny σ , je-li

a) M = [ 7, 0,−1 ], σ: 3x1 + x2 − 2x3 + 5 = 0,

b) M = [ 2, 3,−1 ], σ: X = [ 1, 0,−1 ] + α · (2, 0, 1) + β · (0, 2, 1); α, β ∈ R.
2) Jaká je vzájemná poloha, vzdálenost a odchylka rovin σ a η , je-li

a) σ: 3x1 − 6x2 + 6x3 + 9 = 0 a η: x1 − 2x2 + 2x3 − 3 = 0,

b) σ: 2x1 − x2 + x3 − 1 = 0 a η: x1 + x2 + 2x3 + 1 = 0 ?

3) Vypoč́ıtejte odchylku př́ımky AB (kde A = [ 2,−1, 2 ] a B = [ 1,−1, 1 ] ) od roviny
σ: x1 − x2 − 5 = 0.

4) Nalezněte kolmý pr̊umět bodu A = [ 7, 0,−1 ] do roviny σ: 3x1+x2− 2x3+5 = 0.

5) Vyšetřete vzájemnou polohu př́ımky p a roviny σ , je-li př́ımka p zadána rovnicemi
5x1 + 7x2 − 4x3 + 15 = 0, 12x1 − 2x2 + 8x3 + 3 = 0 a rovina σ je zadána rovnićı
5x1 + 7x2 − 4x3 − 8 = 0.

6) Jaká je vzájemná poloha a odchylka rovin ABC a DEF , je-li A = [ 1, 1, 2 ],
B = [ 1, 1, 4 ], C = [ 1, 2, 1 ], D = [ 2, 0,−1 ], E = [ 2, 1, 1 ], F = [ 4,−1, 3 ] ?

Výsledky: 1a) 2
√
14 1b) 4/

√
30

2a) Roviny jsou rovnoběžné, jejich vzdálenost je 2. 2b) Roviny se prot́ınaj́ı v př́ımce
X = [0,−1, 0] + t (−1,−1, 1), jejich odchylka je π/3 = 60◦.

3) π/6 = 30◦ 4) [1,−2, 3]

5) Př́ımka p a rovina σ jsou rovnoběžné, jejich vzdálenost je 23/
√
90.

6) Roviny se prot́ınaj́ı v př́ımce X = [1, 2, 0] + t(0, 1, 2), jejich odchylka je 36, 67◦.

∗II.4. Kvadriky v E3

II.4.1. Kvadriky v E3. Ze středńı školy známe kuželosečky v E2 a jejich rovnice.
Tyto rovnice jsou kvadratické. Podobně, v E3 lze kvadratickými rovnicemi popsat tzv.
kvadratické plochy, neboli kvadriky. Obecná rovnice kvadriky má tvar

(II.4.1) a11 x
2
1 + a12 x1 x2 + a13 x1 x3 + a22 x

2
2 + a23 x2 x3 + a33 x

2
3+

+ b1 x1 + b2 x2 + b3 x3 + c = 0.
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(Tvrzeńım ,,kvadrika σ má rovnici (II.4.1)” nebo ,,kvadrika σ je popsána rovnićı
(II.4.1)”, apod., vyjadřujeme skutečnost, že kvadrika σ je množinou všech bod̊u v E3 ,
jejichž souřadnice vyhovuj́ı rovnici (II.4.1).)

Lze dokázat, že existuje takový kartézský souřadný systém x′1, x
′
2, x

′
3 v E3 , který je

v̊uči souřadnému systému x1, x2, x3 pouze vhodně otočen, přičemž kvadratickou plochu
danou rovnićı (II.4.1) lze v novém systému x′1, x

′
2, x

′
3 vyjádřit rovnićı, ve které se již

nevyskytuj́ı smı́̌sené součiny x′1 x
′
2, x

′
1 x

′
3, x

′
2 x

′
3.

V zájmu zjednodušeńı se budeme dále zabývat kvadrikami, které lze již v souřadném
systému x1, x2, x3 vyjádřit rovnićı, ve které se nevyskytuj́ı smı́̌sené součiny x1 x2, x1 x3,
x2 x3. Tento př́ıstup odpov́ıdá tomu, na co jste zvykĺı z analytické geometrie v rovině
ze středńı školy. Např́ıklad elipsu v rovině x, y jste (většinou) popisovali rovnićı, ve
které se sice vyskytovaly členy x2 a y2 , ale nevyskytoval se v ńı smı́̌sený součin xy . To
znamená, že jste se (většinou) omezovali na elipsy, jejichž osy byly rovnoběžné s osou
x nebo s osou y .

Dále uvedeme přehled názv̊u kvadrik, které odpov́ıdaj́ı nejd̊uležitěǰśım speciálńım
př́ıpad̊um rovnice (II.4.1). Mı́sto x1, x2, x3 budeme až do konce této kapitoly použ́ıvat
označeńı x, y, z.

II.4.2. Rotačńı kvadriky. Plochu, která vznikne rotaćı kuželosečky kolem jej́ı osy,
nazýváme rotačńı kvadrikou. T́ımto zp̊usobem obdrž́ıme rotaćı

– elipsy kolem své osy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . rotačńı elipsoid,

– paraboly kolem své osy . . . . . . . . . . . . . . . . rotačńı paraboloid,

– hyperboly kolem vedleǰśı osy . . . . . . . . . . . jednod́ılný rotačńı hyperboloid,

– hyperboly kolem hlavńı osy . . . . . . . . . . . . dvojd́ılný rotačńı hyperboloid,

– r̊uznoběžek kolem osy symetrie
(lež́ıćı v jejich rovině) . . . . . . . . . . . . . . . . . . rotačńı kuželovou plochu,

– rovnoběžek kolem osy
(lež́ıćı uprostřed mezi nimi) . . . . . . . . . . . . rotačńı válcovou plochu.

Prvńı čtyři plochy jsou tzv. regulárńı kvadriky, daľśı dvě jsou tzv. singulárńı kvadriky.

II.4.3. Jak poznat rotačńı kvadriku. Vyskytuj́ı-li se v rovnici kvadriky x a y
pouze jako součásti výrazu x2 + y2, je kvadrika rotačńı kvadrikou, jej́ıž osou rotace je
osa z.

Je tomu tak z následuj́ıćıho d̊uvodu: x2 + y2 je druhá mocnina vzdálenosti bodu
[x, y, z] od osy z. Proto x a y v rovnici kvadriky vystupuj́ı pouze prostřednictv́ım
vzdálenosti bodu [x, y, z] od osy z. Tato vzdálenost je stejná na každé kružnici, která
se nacháźı v rovině kolmé na osu z a osa z nav́ıc procháźı jej́ım středem. To znamená,
že bud’ každý bod takové kružnice vyhovuje rovnici kvadriky (a každý bod kružnice je
bodem kvadriky), nebo žádný bod této kružnice nevyhovuje rovnici kvadriky (a tud́ıž
žádný bod kružnice neńı bodem kvadriky).

Podobně, vyskytuj́ı-li se v rovnici nějaké kvadriky např́ıklad x a z pouze jako
součásti výrazu x2 + z2, jedná se o rotačńı kvadriku, jej́ıž osou rotace je osa y, apod.
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II.4.4. Kvadriky v základńı a v posunuté poloze. O kuželosečkách v rovině v́ıme,
že mohou být v tzv. základńı poloze (např́ıklad elipsa x2/a2 + y2/b2 = 1 ), nebo v tzv.
posunuté poloze (např́ıklad elipsa (x−α)2/a2 + (y−β)2/b2 = 1 ). Podobně, i kvadriky
v E3 lze zapsat v základńı i v posunuté poloze. V tomto textu se omeźıme pouze na
kvadriky v základńı poloze. Rovnice těch samých kvadrik v posunuté poloze (o vektor
(α, β, γ) ) by vypadaly stejně, pouze mı́sto x2 by v rovnici bylo (x−α)2 , mı́sto y2 by
v rovnici bylo (y − β)2 , atd.
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II.4.5. Elipsoid. Necht’ a, b, c jsou kladná č́ısla. Rovnićı

(II.4.2)
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

je určen elipsoid s poloosami a, b, c. Střed tohoto elipsoidu je v bodě [ 0, 0, 0 ].
(Viz obr. 4.)

Je-li a = b nebo a = c nebo b = c , je (II.4.2) rovnićı rotačńıho elipsoidu.
(Viz obr. 5.)

Je-li a = b = c , je (II.4.2) rovnićı kulové plochy o středu v bodě [ 0, 0, 0 ] a poloměru
r = a (= b = c).

II.4.6. Jednod́ılný hyperboloid. Necht’ a, b, c jsou kladná č́ısla. Rovnićı

(II.4.3)
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1

je popsán jednod́ılný hyperboloid. (Viz obr. 6.)

Je-li a = b , pak se jedná o rotačńı jednod́ılný hyperboloid, který vznikne např́ıklad
rotaćı hyperboly x2/a2 − z2/c2 = 1 v rovině x, z okolo osy z.
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II.4.7. Dvoud́ılný hyperboloid. Necht’ a, b, c jsou kladná č́ısla. Rovnićı

(II.4.4) − x2

a2
− y2

b2
+
z2

c2
= 1

je popsán dvoud́ılný hyperboloid. (Viz obr. 7.)

Je-li a = b , pak se jedná o rotačńı dvoud́ılný hyperboloid, který vznikne např́ıklad
rotaćı hyperboly −x2/a2 + z2/c2 = 1 v rovině x, z okolo osy z.
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II.4.8. Paraboloid. Necht’ a, b jsou kladná č́ısla. Rovnićı

(II.4.5) z =
x2

a2
+
y2

b2

je popsán eliptický paraboloid. Jeho osou je osa z. (Viz obr. 8.)

Je-li a = b , pak se jedná o rotačńı paraboloid, který vznikne např́ıklad rotaćı para-
boly z = x2/a2 v rovině x, z okolo osy z.

Rovnićı

(II.4.6) z =
x2

a2
− y2

b2

je popsán hyperbolický paraboloid. (Viz obr. 9.) Pr̊unikem tohoto paraboloidu s každou
rovinou typu z = k (kde k > 0) je hyperbola.
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II.4.9. Válcová plocha. Necht’ a, b jsou kladná č́ısla. Rovnićı

(II.4.7)
x2

a2
+
y2

b2
= 1

je popsána eliptická válcová plocha. (Viz obr. 10.)

Je-li a = b , pak se jedná o rotačńı válcovou plochu, která vznikne např́ıklad rotaćı
rovnoběžných př́ımek x = a, x = −a v rovině x, z okolo osy z.

Rovnićı

(II.4.8)
x2

a2
− y2

b2
= 1

je popsána hyperbolická válcová plocha. (Viz obr. 11.)
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Rovnićı

(II.4.9) y = k x2

je popsána parabolická válcová plocha. (Viz obr. 12.)

II.4.10. Kuželová plocha. Necht’ a, b, c jsou kladná č́ısla. Rovnićı

(II.4.9)
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0

je popsána eliptická kuželová plocha. (Viz obr. 13.)

Je-li b = c , pak se jedná o rotačńı kuželovou plochu, která vznikne např́ıklad rotaćı
př́ımek x/a = z/c, x/a = z/c v rovině x, z kolem osy z.
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S kvadrikami se opět setkáte v předmětu Matematika II, zejména v kapitole o ploš-
ných integrálech.

II.4.11. Cvičeńı. Jsou dány rovnice r̊uzných kvadrik. Poznejte o jaké kvadriky se
jedná, pojmenujte je a určete jejich osy, př́ıpadně poloosy.

a) x2 + y2/4 + 9z2 = 1 b) 25 (x− 1)2 + y2 + z2 = 25

c) x2/4 + y2/4− z2/9 = 1 d) x2 − (y − 2)2/4− (z − 4)2/4 = 1

e) z = x2 + 4y2 f) y = 1− 5x2 − 5(z − 2)2

g) y2 − x2 = z h) (x+ 2)2 − 5z2 = y

i) x2 + z2 = 4 j) x2/4 + (y + 4)2 = 1
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k) 4x2 + 9z2 = 9y2 l) (y − 1)2 + z2 = x2

m) x2 − 4z2 = 1 n) (y + 2)2/4− x2/16 = 1

o) 4x2 − 9z2 = 9y2 p) y = x2 + 2

q) x2 + 4y2 = 1 r) (x− 4)2/4 + y2/16 + z2 = 1

Výsledky: a) Elipsoid se středem v počátku a s poloosami 1, 2, 1
3
.

b) Rotačńı elipsoid se středem v bodě [1, 0, 0], poloosami 1, 5, 5 a osou rotace x.

c) Rotačńı jednod́ılný hyperboloid se středem v počátku a osou rotace z.

d) Rotačńı dvoud́ılný hyperboloid se středem v bodě [0, 2, 4]. Osou rotace je př́ımka
y = 2, z = 4, rovnoběžná s osou x.

e) Eliptický paraboloid s vrcholem v počátku a osou z, otevřený v kladném směru
osy z.

f) Rotačńı paraboloid s vrcholem v bodě [0, 1, 2], otevřený v záporném směru osy y.
Osou rotace je př́ımka x = 0, z = 2, rovnoběžná s osou y.

g) Hyperbolický paraboloid s vrcholem v počátku a osou z.

h) Hyperbolický paraboloid s vrcholem v bodě [−2, 0, 0) a osou y.

i) Rotačńı válcová plocha s osou rotace y a poloměrem 2.

j) Eliptická válcová plocha. Osou je př́ımka x = 0, y = 4, rovnoběžná s osou z.

k) Eliptická kuželová plocha s vrcholem v počátku a s osou y.

l) Rotačńı kuželová plocha s vrcholem v bodě [0, 1, 0]. Osou rotace je př́ımka y = 1,
z = 0, rovnoběžná s osou x.

m) Hyperbolická válcová plocha, rovnoběžná s osou y. Je souměrná podle této osy.

n) Hyperbolická válcová plocha, rovnoběžná s osou z. Je souměrná podle př́ımky
x = 0, y = −2.

o) Rotačńı kuželová plocha s vrcholem v počátku a s osou rotace x.

p) Parabolická válcová plocha rovnoběžná s osou z. Jej́ım pr̊unikem s rovinou x, y
je parabola s vrcholem v bodě [0, 2] a osou y. (Jej́ı rovnice v rovině x, y je stejná,
jako rovnice celé válcové plochy: y = x2 + 2.)

q) Eliptická válcová plocha. Jej́ı osou je osa z.

r) Elipsoid se středem v bodě [4, 0, 0] a s poloosami 2, 4, 1.
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III. Diferenciálńı počet

III.0.1. Rozš́ı̌rená množina reálných č́ısel. Rozš́ıřenou množinou reálných č́ısel
nazýváme sjednoceńı R a dvouprvkové množiny, obsahuj́ıćı prvky značené +∞ a −∞
a nazývané plus nekonečno a mı́nus nekonečno. Tuto rozš́ı̌renou množinu reálných č́ısel
budeme značit R∗. Jej́ı prvky −∞ a +∞ budeme nazývat nevlastńımi body, ostatńı
prvky (tj. č́ısla z R) vlastńımi body. V oboru reálných č́ısel umı́me provádět operace
sč́ıtáńı, odč́ıtáńı, násobeńı, děleńı a umocňováńı. Tyto operace lze přirozeným zp̊usobem
rozš́ı̌rit na R∗:

a) pro x ∈ R definujeme:

x+ (+∞) = +∞, x+ (−∞) = −∞, x− (+∞) = −∞,

x− (−∞) = +∞, x/(+∞) = x/(−∞) = 0;

b) (+∞) + (+∞) = +∞, (−∞) + (−∞) = −∞, (+∞)− (−∞) = +∞,

(−∞)− (+∞) = −∞,

(+∞) · (+∞) = +∞, (+∞) · (−∞) = −∞, (−∞) · (−∞) = +∞;

c) pro x ∈ R− {0} definujeme:

x · (+∞) = +∞ (je-li x > 0) nebo = −∞ je-li (x < 0),

x · (−∞) = −∞ (je-li x > 0) nebo = +∞ (je-li (x < 0),

(+∞)/x = sgnx · (+∞), (−∞)/x = sgnx · (−∞).

Nedefinovány z̊ustávaj́ı tedy operace děleńı nulou, (+∞) − (+∞), (−∞) − (−∞),
(+∞) + (−∞), (±∞)/(±∞) a 0 · (±∞). (Ř́ıkáme, že tyto operace nemaj́ı smysl.)

Na množinu R∗ lze rovněž z R rozš́ı̌rit uspořádáńı, definované pomoćı relace ,,<”:
Pro libovolné x ∈ R definujeme: −∞ < x < +∞.

III.0.2. Extrémy množin v R. Je-li M množina v R, pak maximem množiny M
nazýváme č́ıslo y ∈ M takové, že ∀ x ∈ M : x ≤ y. Maximum množiny M
označujeme max M .

Analogicky, minimem množiny M nazýváme č́ıslo z ∈ M takové, že ∀ x ∈ M :
x ≥ z. Minimum množiny M znač́ıme min M . Maximum a minimum množiny M
souhrnně nazýváme extrémy množiny M .

Upozorňujeme čtenáře, že ne každá množina M v R muśı mı́t maximum a mini-
mum. (Viz např́ıklad množinu M = (0, 1), která žádný minimálńı ani maximálńı prvek
neobsahuje.) Tato skutečnost je motivaćı k následuj́ıćımu zobecněńı pojmů ,,minimum”
a ,,maximum”.

∗III.0.3. Supremum a infimum množiny v R. Předpokládejme, že M ⊂ R. Č́ıslo
K ∈ R∗ nazýváme supremem množiny M , jestliže

a) ∀ x ∈M : x ≤ K,

b) K je nejmenš́ı ze všech č́ısel, maj́ıćıch vlastnost a).

Pro supremum množiny M použ́ıváme označeńı sup M .

Analogickým zp̊usobem lze definovat infimum množiny M . Znač́ıme je inf M a je
to největš́ı ze všech č́ısel L ∈ R∗ takových, že ∀ x ∈M : x ≥ L.
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Na rozd́ıl od maxima a minima množiny M , které mohou i nemuśı existovat,
o supremu a infimu množiny M lze dokázat (nikoli př́ılǐs snadno), že vždy existuj́ı.
Rozmyslete si sami, že pokud množina M má maximum, pak sup M = max M . Po-
dobně, pokud existuje min M , pak inf M = min M .

III.0.4. Okoĺı bodu v R∗. Je-li x ∈ R, pak okoĺım bodu x nazýváme každý interval
(x− ε, x+ ε), kde ε > 0. Toto okoĺı budeme značit Uε(x) nebo pouze U(x). (Značeńı
vycháźı z německého slova ,,die Umgebung”, což česky znamená ,,okoĺı”.)

Prstencovým okoĺım bodu x ∈ R nazýváme každou množinu typu U(x)−{x}. Pro
toto okoĺı se též použ́ıvá název neúplné okoĺı. Už́ıváme značeńı: P (x).

Za okoĺı +∞ a zároveň za prstencové (= neúplné) okoĺı +∞ budeme považovat kaž-
dý interval typu (a,+∞) (kde a ∈ R ). Podobně, okoĺım −∞ a zároveň prstenco-
vým (= neúplným) okoĺım −∞ budeme nazývat jakýkoliv interval typu (−∞, a) (kde
a ∈ R ). Protože okoĺı a prstencové okoĺı bodu +∞ nerozlǐsujeme, můžeme pro ně
použ́ıvat označeńı U(+∞) i P (+∞) . Podobně, okoĺı i prstencové okoĺı bodu −∞
můžeme označovat U(−∞) i P (−∞).

Levým okoĺım bodu x ∈ R nazýváme každý interval typu (x − ε, x), kde ε > 0.
Podobně, pravé okoĺı bodu x ∈ R je libovolný interval typu (x, x+ ε), kde ε > 0. Pro
levé a pravé okoĺı bodu x použ́ıváme označeńı: P−(x), P+(x).

III.1. Posloupnosti reálných č́ısel

III.1.1. Posloupnosti reálných č́ısel. Posloupnost́ı reálných č́ısel (zkráceně po-
sloupnost́ı) budeme nazývat zobrazeńı množiny přirozených č́ısel N do množiny reálných
č́ısel R. Posloupnost, která každému n ∈ N přǐrazuje č́ıslo an, se znač́ı {a1, a2, a3, . . . }
nebo stručněji pouze {an}. Č́ıslo an se nazývá n–tým členem posloupnosti {an}. Je-li
M ⊂ R a pro všechna n ∈ N je an ∈M, pak {an} nazýváme posloupnost́ı v M .

III.1.2. Omezená, monotónńı a ryze monotónńı posloupnost. Posloupnost
{an} nazýváme

a) omezenou shora, existuje-li K ∈ R tak, že ∀ n ∈ N : an ≤ K ;

b) omezenou zdola, existuje-li K ∈ R tak, že ∀ n ∈ N : an ≥ K ;

c) omezenou, je-li tato posloupnost omezená shora i zdola;

d) rostoućı, jestliže ∀ n ∈ N : an < an+1 ;

e) klesaj́ıćı, jestliže ∀ n ∈ N : an > an+1 ;

f) neklesaj́ıćı, jestliže ∀ n ∈ N : an ≤ an+1 ;

g) nerostoućı, jestliže ∀ n ∈ N : an ≥ an+1 ;

h) monotónńı, je-li nerostoućı nebo neklesaj́ıćı;

i) ryze monotónńı, je-li rostoućı nebo klesaj́ıćı.

Všimněte si, že plat́ı: Rostoućı posloupnost je speciálńı př́ıpad neklesaj́ıćı posloup-
nosti. Klesaj́ıćı posloupnost je speciálńı př́ıpad nerostoućı posloupnosti. Ryze mono-
tónńı posloupnost je speciálńı př́ıpad monotónńı posloupnosti. Posloupnost, která je
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zároveň rostoućı a klesaj́ıćı, neexistuje. Posloupnost, která je zároveň nerostoućı a
neklesaj́ıćı, je konstantńı.

III.1.3. Limita posloupnosti. Č́ıslo a ∈ R∗ nazýváme limitou posloupnosti {an},
jestliže

(III.1.1) [ ∀ U(a) ] [∃ n0 ∈ N ] [ ∀ n ∈ N ] : (n ≥ n0) =⇒ (an ∈ U(a) ).

(Čteme: Ke každému okoĺı U(a) bodu a existuje přirozené č́ıslo n0 tak, že pro každé
přirozené č́ıslo n plat́ı: Je-li n ≥ n0, pak an ∈ U(a). ) Ṕı̌seme: limn→+∞ an = a
nebo stručněji lim an = a, př́ıpadně pouze an → a.

III.1.4. Poznámka. Limita posloupnosti {an} je č́ıslo, ke kterému se an ,,bĺıž́ı”,
jestliže se indexy n ,,bĺıž́ı” k nekonečnu (též ř́ıkáme: ,,n jde do nekonečna”). Možná se
vám zdá, že výrokem (III.1.1) je tato skutečnost popsána př́ılǐs složitě. Je to však t́ım,
že pro pojem ,,bĺıžit se” matematika jiné vyjádřeńı nemá. Pokud výroku (III.1.1) po
prvńım přečteńı nerozumı́te, nic si z toho nedělejte. Jeho správné pochopeńı vyžaduje
d̊ukladné promyšleńı. Rovněž vám pomůže, prostudujete-li si pečlivě d̊ukaz věty III.1.6.
Pojem limity posloupnosti (i limity funkce – s t́ım se seznámı́me později) patř́ı k základ-
ńım pojmům matematické analýzy. Jeho d̊uležitost spoč́ıvá zejména v tom, že je vy-
jádřeńım jakéhosi nekonečného procesu (přibližováńı se). Vznikl v 16.–17. stolet́ı. Do
matematických úvah, tehdy stále ještě ovlivněných starověkou matematikou, vnesl dy-
namiku a přispěl též k poznáńı možnost́ı jak zacházet s ,,obávaným” nekonečnem.

Ne každá posloupnost muśı mı́t limitu. V odstavci III.1.10 ukážeme př́ıklad po-
sloupnosti, která žádnou limitu nemá.

Má-li posloupnost limitu, pak tato limita neńı závislá (co do existence i hodnoty) na
tom, jak vypadá nějaká ,,počátečńı část” posloupnosti, např́ıklad prvńıch milión člen̊u.
Uvědomme si, že má-li posloupnost {an} limitu rovnou a a změńıme-li posloupnost
{ an} např́ıklad tak, že změńıme libovolným zp̊usobem hodnoty prvńıho až milióntého
členu, pak pozměněná posloupnost bude mı́t limitu opět rovnou a.

III.1.5. Konvergentńı a divergentńı posloupnost. Je-li limitou posloupnosti {an}
č́ıslo z R (tedy nikoliv −∞ nebo +∞ ), ř́ıkáme, že tato posloupnost je konvergentńı,
nebo také, že má vlastńı limitu. Je-li lim an = +∞ (nebo −∞ ), ř́ıkáme, že posloupnost
{an} má nevlastńı limitu. Posloupnost, která nemá žádnou limitu nebo má nevlastńı
limitu, se nazývá divergentńı.

Je-li lim an = a a a ∈ R, ř́ıkáme též, že posloupnost {an} konverguje k č́ıslu a.

III.1.6. Věta. Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu.

Důkaz: Ukážeme tzv. ,,d̊ukaz sporem”. Budeme předpokládat, že tvrzeńı věty neplat́ı
a daľśımi úvahami dospějeme ke sporu s t́ımto předpokladem. Předpoklad se ukáže
chybným a věta tak bude dokázána.

Neplat́ı-li tvrzeńı věty, muśı existovat alespoň jedna posloupnost, která má v́ıce
limit. Označme takovou posloupnost {an} a vyberme z jej́ıch limit dvě r̊uzné – zvol-
me pro ně označeńı a′ a a′′. Existuj́ı okoĺı U(a′) a U(a′′), která jsou disjunktńı (tj.
jejich pr̊unik je prázdná množina). Podle (III.1.1) k okoĺı U(a′) existuje n1 ∈ N tak,
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že pro všechna n ∈ N plat́ı implikace: n ≥ n1 =⇒ an ∈ U(a′). Podle (III.1.1) však
také k okoĺı U(a′′) existuje n2 ∈ N takové, že pro všechna n ∈ N plat́ı implikace:
n ≥ n2 =⇒ an ∈ U(a′′). Pro ta n ∈ N, která jsou zároveň ≥ n1 i ≥ n2, tedy muśı
an patřit zároveň do U(a′) i do U(a′′). To ale neńı možné, nebot’ okoĺı U(a′) a U(a′′)
žádné společné body nemaj́ı. Dospěli jsme tud́ıž k žádanému sporu. □

III.1.7. Vybraná posloupnost. Necht’ {kn} je rostoućı posloupnost přirozených
č́ısel. Pak posloupnost

{ak1 , ak2 , ak3 , . . . , akn , . . . }

nazýváme vybranou posloupnost́ı z posloupnosti {an}. Tuto vybranou posloupnost zna-
č́ıme zkráceně {akn}.

III.1.8. Př́ıklad. Posloupnost {1/(2n)} (tj. posloupnost { 1
2
, 1

4
, 1

6
, 1

8
, . . . } ) je vy-

branou posloupnost́ı z posloupnosti {1/n} (tj. z posloupnosti { 1, 1
2
, 1

3
, 1

4
, 1

5
, . . . } ).

III.1.9. Věta. Má-li posloupnost {an} limitu rovnou a, pak jakákoliv vybraná po-
sloupnost z posloupnosti {an} má tutéž limitu a.

Důkaz: Předpokládejme, že lim an = a, tj. že plat́ı (III.1.1). Chceme ukázat, že
lim akn = a, tj. že plat́ı:

[∀ U(a) ] [∃ n1 ∈ N ] [ ∀ m ∈ N ] : (n ≥ n1) =⇒ (akm ∈ U(a) ).

K libovolně vybranému U(a) existuje dle (III.1.1) n0 ∈ N tak, že an ∈ U(a) pro
n ≥ n0. Vybereme-li nyńı za n1 takové přirozené č́ıslo, že km ≥ n0 pro m ≥ n1, je
zřejmě pro ∀ m ∈ N požadovaná implikace (m ≥ n1) =⇒ (akm ∈ U(a)) splněna. □

III.1.10. Př́ıklad. Posloupnost {(−1)n ·n} nemá limitu. Vybraná posloupnost, odpo-
v́ıdaj́ıćı pouze sudým index̊um n (tj. posloupnost { 2, 4, 6, 8, . . . } ) má limitu +∞,
zat́ımco vybraná posloupnost, odpov́ıdaj́ıćı pouze lichým index̊um n (tj. posloupnost
{−1, −3, −5, −7, . . . } ) má limitu −∞. Kdyby posloupnost {(−1)n ·n} měla nějakou
limitu a, pak by podle věty III.1.9 musely mı́t obě vybrané posloupnosti stejnou limitu
rovnou a. Jak ale vid́ıme, to neńı pravda.

Při výpočtu hodnot konkrétńıch limit jsou d̊uležitá pravidla, která jsou obsahem
následuj́ıćı věty. Tuto větu uvád́ıme bez d̊ukazu.

III.1.11. Věta (o limitě součtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu posloupnost́ı).
Předpokládejme, že lim an = a a lim bn = b. Pak plat́ı:

a) lim (an + bn) = a+ b,

b) lim (an − bn) = a− b,

c) lim (an · bn) = a · b,

d) lim (an/bn) = a/b,

pokud výrazy na pravých stranách maj́ı smysl a pokud v př́ıpadě d) pod́ıl an/bn má
smysl pro všechna n ∈ N.
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III.1.12. Poznámka. Větu III.1.11 můžeme použ́ıt, pokud na pravé straně např́ıklad
nevyjde výraz (+∞) + (−∞), (+∞) − (+∞), (±∞)/(±∞), 0 · (±∞) nebo a/0.
V př́ıpadě výpočtu limity pod́ılu an/bn kromě toho potřebujeme, aby tento pod́ıl byl
v̊ubec definován. Protože limita neńı závislá na tom, jak vypadá prvńıch m člen̊u
posloupnosti (pro libovolně, ale pevně zvolené č́ıslo m ∈ N – viz poznámku III.1.4), je
z hlediska výpočtu limity postačuj́ıćı, je-li pod́ıl an/bn definován nikoliv pro všechna
n ∈ N, ale pouze pro n ≥ m.

III.1.13. Př́ıklad. lim
3n2 + 2n− 1

2n2 + 1000
= lim

3 + (2/n)− (1/n2)

2 + (1000/n2)
=

= lim
3 + 2/(+∞) − 1/(+∞)2

2 + 1000/(+∞)2
=

3 + 0− 0

2 + 0
=

3

2
.

III.1.14. Př́ıklad. lim (
√
n−

√
2n) = lim

(
√
n−

√
2n) (

√
n+

√
2n)

√
n+

√
2n

=

= lim
n− 2n

√
n+

√
2n

= lim
−
√
n

1 +
√
2

= −∞.

III.1.15. Věta (o limitě sevřené posloupnosti). Necht’ {an}, {bn}, {cn} jsou
posloupnosti, pro které plat́ı: lim an = lim cn = c a ∀ n ∈ N : an ≤ bn ≤ cn. Pak
lim bn = c.

III.1.16. Př́ıklad. Ukážeme, že lim n
√
n = 1. Pro každé n ∈ N položme n

√
n = 1+δn.

Umocńıme-li tuto rovnost na n–tou, dostaneme podle binomické věty:

n = 1 +

(
n

1

)
δn +

(
n

2

)
δ2n +

(
n

3

)
δ3n + . . . + δnn .

Protože δn ≥ 0, vyplývá odtud, že pro n > 1 plat́ı:

n ≥
(
n

2

)
δ2n =

n (n− 1)

2
δ2n =⇒ 0 ≤ δn ≤

√
2

n− 1
.

Protože lim
√

2/(n− 1) = 0, užit́ım věty III.1.15 dostáváme, že rovněž lim δn = 0.
Z rovnosti n

√
n = 1 + δn nyńı plyne, že lim n

√
n = 1.

III.1.17. Cvičeńı. Vypoč́ıtejte následuj́ıćı limity (nebo dokažte, že neexistuj́ı):

a) lim (n3 − 3n2 − 521n) b) lim n
√
3n c) lim

3n3 − n+ 1

2n2 + 7n

d) lim (−1)n
2n

n− 3
e) lim (

√
n+ 2−

√
n+ 1) f) lim (

√
n− 3

√
3n)

g) lim
sin n

n
h) lim

2
√
n

4
√
n− 3

√
n

i) lim
2n + (−1)n

3n

Výsledky: a) +∞, b) 1, c) +∞, d) neexistuje, e) 0, f) +∞, g) 0, h) 1
2
, i) 0.
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III.1.18. Cvičeńı. Zkuste sami dokázat (nejlépe ,,sporem” – viz d̊ukaz věty III.1.6),
že plat́ı:

a) Posloupnost nezáporných č́ısel (tj. posloupnost v ⟨0,+∞) ) nemůže mı́t zápornou
limitu.

b) Posloupnost nekladných č́ısel (tj. posloupnost v (−∞, 0⟩ ) nemůže mı́t kladnou
limitu.

III.2. Funkce – základńı pojmy

III.2.1. Pojem funkce. Je-li M ⊂ R, pak každé zobrazeńı M do R nazýváme
reálnou funkćı jedné reálné proměnné (krátce pouze funkćı).

Funkce budeme označovat ṕısmeny, jako na př́ıklad f , g, h, φ, ψ, F , G, apod.

III.2.2. Definičńı obor, obor hodnot, graf. Funkce je speciálńı př́ıpad zobrazeńı
a pojmy ,,definičńı obor zobrazeńı” a ,,obor hodnot zobrazeńı” jsou známé ze středńı
školy. Proto považujeme za známé též pojmy ,,definičńı obor funkce” a ,,obor hodnot
funkce”. V souladu s označeńım, zavedeným pro obecná zobrazeńı (viz Úvod), znač́ı
D(f) definičńı obor a H(f) obor hodnot funkce f.

Grafem funkce f nazýváme množinu G(f) = { [x, f(x) ] ∈ R2; x ∈ D(f) }.

III.2.3. Poznámka. Např́ıklad skutečnost, že f je funkce definovaná v intervalu
(0, 2⟩, která každému x z tohoto intervalu přǐrazuje hodnotu x2−1, zapisujeme jedńım
z následuj́ıćıch zp̊usob̊u:

a) f : y = x2 − 1 pro x ∈ (0, 2⟩ ;

b) f(x) = x2 − 1 pro x ∈ (0, 2⟩ .

V obou zápisech x představuje tzv. nezávisle proměnnou nebo také argument funkce f .
V zápisu a) představuje y tzv. závisle proměnnou. (Pochopitelně, pro označeńı závisle
proměnné i nezávisle proměnné můžeme použ́ıvat i jiná ṕısmena; už́ıváńı x a y je pouze
zvyk.)

Často nebudeme při zadáńı funkce uvádět jej́ı definičńı obor. V takovém př́ıpadě
bude definičńım oborem množina všech x ∈ R, pro která má vzorec, j́ımž je funkce
definovaná, smysl. Nap̌ŕıklad: definičńım oborem funkce f(x) =

√
x− 2 je interval

⟨2,+∞).

Na zcela exaktńı úrovni je mezi mezi f a f(x) tento rozd́ıl: f je označeńı funkce,
zat́ımco f(x) je hodnota funkce f v bodě x (tj. f(x) je č́ıslo, které je funkćı f
přǐrazeno č́ıslu x ). Podobně, f(a) je hodnota funkce f v bodě a, f(2) je hodnota
funkce f v bodě 2, apod.

Považujeme za nutné čtenáře upozornit, že výše uvedené značeńı funkćı a jejich
funkčńıch hodnot nebývá vždy v odborné literatuře dodržováno zcela d̊usledně. Např́ı-
klad chceme-li zd̊uraznit, že f je funkćı proměnné x, můžeme hovořit o ,,funkci f(x)”
nebo o ,,funkci y = f(x)” mı́sto pouze o ,,funkci f ”.
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Mı́sto o ,,funkci f, definované rovnićı f(x) = x2 ” se často mluv́ı pouze o ,,funkci
x2 ”. Nebude-li hrozit nebezpeč́ı že vznikne zmatek, budeme toto úsporné vyjadřováńı
použ́ıvat také.

Jak vid́ıte, funkce lze zapisovat a označovat r̊uzně a některá označeńı mohou mı́t
dokonce dvoj́ı smysl. (Např́ıklad jak jsme se již zmı́nili, f(x) je přesně vzato hodnota
funkce f v bodě x, ale někdy může f(x) označovat i samotnou funkci f. ) Věř́ıme,
že tato skutečnost vám problémy p̊usobit nebude. Ze souvislost́ı v jakých označeńı
použ́ıváme, bývá vždy zřejmé, co máme na mysli.

III.2.4. Operace s funkcemi. Součtem funkćı f a g nazýváme funkci h takovou,
že h(x) = f(x) + g(x) pro x ∈ D(f) ∩D(g). Použ́ıváme zápis: h = f + g.

Analogickým zp̊usobem definujeme i rozd́ıl a součin funkćı f a g. Rovněž pod́ıl
funkćı f a g lze definovat podobně – definičńım oborem tohoto pod́ılu je však množina
[D(f) ∩D(g) ]− {x ∈ D(g); g(x) = 0}.

Absolutńı hodnotou funkce f nazýváme funkci h takovou, že h(x) = |f(x)| pro
x ∈ D(f). Použ́ıváme zápis: h = |f |.

III.2.5. Restrikce (zúžeńı) funkce.
Předpokládejme, že f je funkce a M ⊂
D(f). Funkci, definovanou pouze na M ,
která každému x ∈M přǐrazuje tutéž hod-
notu jako funkce f (tj. f(x)), nazýváme
restrikćı funkce f na množinu M a
znač́ıme ji f |M . Pro označeńı množiny
všech hodnot, kterých funkce f nabývá na
množině M , můžeme použ́ıvat dva sym-
boly: H(f |M) nebo f(M).

Na obr. 14 vid́ıme graf funkce f a
vybranou množinu M ⊂ D(f). Silněji je
vytažen graf restrikce funkce f na množi-
nu M .

-x

6y

M

f |M

f

Obr. 14

III.2.6. Inverzńı funkce. Funkce je speciálńı typ zobrazeńı. Je známo, že k prostým
zobrazeńım existuj́ı inverzńı zobrazeńı. Proto také k prostým funkćım existuj́ı tzv.
inverzńı funkce. Připomeňme, že funkci f nazýváme prostou, jestliže pro ∀ x1, x2 ∈
D(f) plat́ı implikace: x1 ̸= x2 =⇒ f(x1) ̸= f(x2). Inverzńı funkci k funkci f znač́ıme
f−1. Jej́ım definičńım oborem je H(f), oborem hodnot je D(f) a pro ∀ x ∈ D(f)
plat́ı: y = f(x) ⇐⇒ x = f−1(y).

Tvar inverzńı funkce můžeme tedy z rovnice y = f(x) źıskat tak, že z této rovnice
vypoč́ıtáme x (pokud je ovšem výpočet možný) a vyjádř́ıme závislost x na y. Nap̌ŕıklad:
z rovnice y = (x − 1)3 vypoč́ıtáme x = 1 + 3

√
y. Zaměńıme-li zde nyńı x a y (pouze

proto, že nezávisle proměnnou obvykle označujeme x a závisle proměnnou y), dosṕıváme
k poznáńı, že inverzńı funkćı k funkci y = f(x) = (x − 1)3 (definované pro x ∈ R) je
funkce y = f−1(x) = 1+ 3

√
x (rovněž definovaná pro x ∈ R). Grafy obou funkćı f a f−1

jsou nakresleny na obr. 15.
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Grafy funkćı f a f−1 jsou souměr-
né podle osy 1. a 3. kvadrantu. (Toto je
d̊usledkem skutečnosti, že souřadnice bo-
d̊u [x, y] ∈ G(f) vyhovuj́ı rovnici y =
f(x), která je ekvivalentńı s rovnićı x =
f−1(y). Naproti tomu, souřadnice bod̊u
[x, y] ∈ G(f−1) vyhovuj́ı rovnici y =
f−1(x), která se od rovnice x = f−1(y)
lǐśı pouze záměnou x a y. Vzájemná
výměna x a y odpov́ıdá v rovině x, y
otočeńı okolo př́ımky y = x.)

-x

6y

qqq q
1

−1

1
−1

y = f(x)

= (x− 1)3

y = f−1(x)

= 1 + 3
√
x

Obr. 15

III.2.7. Složená funkce. Jsou-li f a g funkce pro které plat́ı H(g) ⊂ D(f), lze
definovat funkci h předpisem h(x) = f(g(x)) pro x ∈ D(g). Funkci h nazýváme
složenou funkćı (z funkćı f a g ). Použ́ıváme označeńı h = f ◦ g nebo h = f ∗ g nebo
ṕı̌seme: h(x) = f(g(x)). Funkci f nazýváme vněǰśı funkćı a funkci g vnitřńı funkćı.

Nap̌ŕıklad: sin(2x) je složená funkce. Vněǰśı funkce je sinus, vnitřńı funkce je 2x.

III.2.8. Omezená funkce. O funkci f ř́ıkáme, že je shora omezená, existuje-li č́ıslo
K ∈ R takové, že pro všechna x ∈ D(f) plat́ı: f(x) ≤ K. (K se nazývá ,,horńı mez”,
,,horńı hranice” nebo také ,,horńı závora” funkce f .)

Analogicky, o funkci f ř́ıkáme, že je zdola omezená, existuje-li č́ıslo L ∈ R takové,
že pro všechna x ∈ D(f) plat́ı: f(x) ≥ L. (L se nazývá ,,dolńı mez”, ,,dolńı hranice”
nebo také ,,dolńı závora” funkce f .)

Funkci f nazýváme omezenou, je-li f zároveň shora i zdola omezená.

Předpokládejme dále, že M ⊂ D(f). Funkci f nazýváme shora omezenou na
množině M , existuje-li č́ıslo K ∈ R takové, že pro všechna x ∈M plat́ı: f(x) ≤ K (tj.
je-li restrikce f |M shora omezenou funkćı). Podobně můžeme definovat pojem funkce
zdola omezené na množině M a pojem funkce omezené na množině M.

Nap̌ŕıklad: restrikce funkce 1/x na interval (−∞, 0) je shora omezená, nikoli však
zdola omezená. Naopak, restrikce téže funkce na interval (0,+∞) je zdola omezená,
neńı však shora omezená. (Pod́ıvejte se na obr. 21b.)

III.2.9. Extrémy funkce. Ř́ıkáme, že funkce f nabývá v bodě x0 ∈ D(f) svého
maxima, jestliže pro všechna x ∈ D(f) plat́ı: f(x) ≤ f(x0). Ṕı̌seme: f(x0) = max f .

Analogicky, funkce f nabývá v bodě x0 ∈ D(f) svého minima, jestliže pro všechna
x ∈ D(f) plat́ı: f(x) ≥ f(x0). Ṕı̌seme: f(x0) = min f .

Předpokládejme, že M ⊂ D(f). Ř́ıkáme, že funkce f nabývá v bodě x0 ∈ M
svého maxima na množině M, jestliže pro všechna x ∈ M plat́ı: f(x) ≤ f(x0).
Ṕı̌seme: f(x0) = maxM f . Daľśı použ́ıvaná označeńı maxima funkce f na množině
M jsou: max

M
f , max

x∈M
f(x). Podobně lze definovat i minimum funkce f na množině M.

Použ́ıváme pro ně označeńı: minM f, min
M

f nebo min
x∈M

f(x).

Maximum a minimum funkce f nazýváme souhrnně extrémy funkce f .
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Na základě výše uvedených definic si sami promyslete, proč plat́ı rovnosti
maxM f = max f |M a minM f = min f |M .
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Na obr. 16a je znázorněn graf funkce f s maximem i minimem této funkce. Na
obr. 16b vid́ıte graf funkce f se silně vytaženou restrikćı na množinuM a s vyznačeným
maximem a minimem funkce f na M .

∗III.2.10. Supremum a infimum funkce. Supremum množiny hodnot funkce f
(tj. množiny H(f) ) nazýváme supremem funkce f . Použ́ıváme označeńı sup f .

V souladu s definićı suprema množiny v odstavci III.0.3 a definićı pojmu ,,horńı
mez” omezené funkce f v odstavci III.2.8 poznamenejme, že supremum omezené funkce
f je nejmenš́ı ze všech horńıch meźı f . (Odtud vycháźı i jiné označeńı suprema funkce f ,
už́ıvané zejména v anglické literatuře: lub f , protože anglicky se ,,nejmenš́ı horńı mez”
řekne ,,least upper bound”.)

Analogicky, infimum množiny funkčńıch hodnot funkce f nazýváme infimem
funkce f . Použ́ıváme označeńı inf f . (V anglicky psané literatuře se často už́ıvá ozna-
čeńı glb f , což je zkratka pro ,,greatest lower bound”=,,největš́ı dolńı mez”.)

Supremum množiny hodnot funkce f na množině M (tj. množiny H(f |M) )
nazýváme supremem funkce f na množině M . Znač́ıme je supM f , sup

M
f nebo

sup
x∈M

f(x).

Analogicky můžeme definovat i infimum funkce f na množině M . Znač́ıme je
infM f , inf

M
f nebo inf

x∈M
f(x)

III.2.11. Poznámka. Upozorňujeme čtenáře na to, že zat́ımco supremum a infimum
funkce f (na celém definičńım oboru nebo pouze na množině M ) vždy existuj́ı, maxi-
mum a minimum funkce f (na celém D(f) nebo pouze na M ) existovat nemuśı.

Nap̌ŕıklad: Funkce f(x) = 2x nemá maximum ani minimum v otevřeném intervalu
(0, 4). (Pokud někdo naṕı̌se, že min(0,4) f = 0 a max(0,4) f = 8, tak je to chyba, protože
0 ani 8 nepatř́ı mezi funkčńı hodnoty funkce v intervalu (0, 4). Přitom min(0,4) f má být
nejmenš́ı ze všech funkčńıch hodnot a max(0,4) f má být největš́ı ze všech funkčńıch hod-
not funkce f v intervalu (0, 4) – obě tedy muśı patřit mezi funkčńı hodnoty.) Supremum
a infimum funkce f v intervalu (0, 4) ovšem existuj́ı a plat́ı: inf(0,4) f = 0 a sup(0,4) f = 8.
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Existuje-li max f, je sup f = max f. Podobně, existuje-li min f, je inf f = min f .
(Stejná tvrzeńı lze vyslovit i o maxM f , supM f , minM f a infM f .) Odtud a z výše uve-
deného př́ıkladu (funkce f(x) = 2x v intervalu (0, 4)) je patrné, že pojmy ,,supremum
funkce” a ,,infimum funkce” jsou zobecněńım pojmů ,,maximum funkce” a ,,minimum
funkce”.

III.2.12. Monotónńı a ryze monotónńı funkce. Necht’ f je funkce a M ⊂ D(f).
Funkci f nazýváme

a) rostoućı na M , jestliže ∀ x1, x2 ∈M : x1 < x2 =⇒ f(x1) < f(x2) ;

b) klesaj́ıćı na M , jestliže ∀ x1, x2 ∈M : x1 < x2 =⇒ f(x1) > f(x2) ;

c) nerostoućı na M , jestliže ∀ x1, x2 ∈M : x1 < x2 =⇒ f(x1) ≥ f(x2) ;

d) neklesaj́ıćı na M , jestliže ∀ x1, x2 ∈M : x1 < x2 =⇒ f(x1) ≤ f(x2) ;

e) monotónńı na M , je-li f na M nerostoućı nebo neklesaj́ıćı;

f) ryze monotónńı na M , je-li f na M rostoućı nebo klesaj́ıćı.

Funkci, která je rostoućı na celém svém definičńım oboru, nazýváme krátce pouze
rostoućı (bez bližš́ı specifikace, kde). Podobně lze zavést pojem funkce klesaj́ıćı, neros-
toućı, neklesaj́ıćı, monotónńı a ryze monotónńı.
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Na obr. 17a vid́ıte funkci rostoućı na množině M a na obr. 17b funkci klesaj́ıćı
na množině M . Na obr. 18a je nakreslen graf funkce neklesaj́ıćı na množině M a na
obr. 18b graf funkce nerostoućı na množině M .
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Všimněte si, že rostoućı funkce je zároveň funkćı neklesaj́ıćı, klesaj́ıćı funkce je
zároveň funkćı nerostoućı a ryze monotónńı funkce je tud́ıž speciálńım př́ıpadem funkce
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monotónńı. Funkce, která je nerostoućı i neklesaj́ıćı, je konstantńı. Funkce, která je
současně rostoućı a klesaj́ıćı, neexistuje.

Ryze monotónńı funkce je prostá (a tud́ıž k ńı existuje inverzńı funkce).

III.2.13. Věta. Je-li f rostoućı funkce, je inverzńı funkce f−1 také rostoućı.

Analogická věta plat́ı i pro funkce klesaj́ıćı. Zkuste si sami obě věty (tj. pro funkci
rostoućı i klesaj́ıćı) dokázat.

III.2.14. Sudá, lichá a periodická funkce. Funkci f nazýváme sudou (respektive
lichou), jestliže pro každé x ∈ D(f) plat́ı: (−x) patř́ı rovněž do D(f) a f(−x) = f(x)
(respektive f(−x) = −f(x) ).

Funkci f nazýváme periodickou s periodou ω, jestliže pro každé x ∈ D(f) a každé
k ∈ Z plat́ı: x+ kω patř́ı rovněž do D(f) a f(x+ kω) = f(x).

Graf funkce sudé je souměrný podle osy y a graf funkce liché je souměrný podle
počátku. Nap̌ŕıklad: Funkce x2, x2 + 5, x4 a cos x jsou sudé, zat́ımco funkce x3,
sinx a tg x jsou liché. Načrtněte si jejich grafy!

III.3. Vybrané konkrétńı funkce

III.3.1. Elementárńı funkce, známé ze středńı školy. Ze středńı školy známe
tyto konkrétńı funkce:

a) konstantńı funkce: f(x) = c (kde c ∈ R )

b) lineárńı funkce: f(x) = kx+ q (kde k, q ∈ R a k ̸= 0 )

c) mocninná funkce: f(x) = xα (kde α ∈ R )

d) funkce sinus: f(x) = sin x

e) funkce kosinus: f(x) = cos x

f) funkce tangens: f(x) = tg x

g) funkce kotangens: f(x) = cotg x

h) exponenciálńı funkce při základu a (kde a > 0 ): f(x) = ax

i) logaritmická funkce při základu a (kde a > 0, a ̸= 1 ): f(x) = loga x

Zopakujte si sami vlastnosti těchto funkćı (tj. jak vypadaj́ı jejich definičńı obory,
obory hodnot, grafy, jaké d̊uležité vzorce pro ně plat́ı, kde jsou tyto funkce rostoućı,
klesaj́ıćı, apod., jaká maj́ı maxima a minima, eventuálně též suprema a infima, atd.).

V následuj́ıćıch odstavćıch se seznámı́me s některými daľśımi d̊uležitými funkcemi:
s polynomem (odstavec III.3.2), s exponenciálńı a logaritmicku funkćı o základu e (kde e
je Eulerovo č́ıslo – odstavec III.3.3) a s tzv. cyklometrickými funkcemi (odstavce III.3.5
– III.3.6). V odstavci III.3.4 se vrát́ıme k mocninné funkci.
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III.3.2. Polynom. Konstantńı funkce a lineárńı funkce jsou speciálńı př́ıpady tzv.
polynomiálńı funkce. Tato funkce se krátce nazývá polynom. (Lze také použ́ıt p̊uvodńı
český název mnohočlen). Polynom stupně n nazýváme funkci tvaru

P (x) = an x
n + an−1 x

n−1 + an−2 x
n−2 + . . . + a1 x + a0

(kde an, an−1, . . . , a0 jsou reálná č́ısla a an ̸= 0. ) Speciálně pro n = 1 je P tzv.
lineárńı polynom (= lineárńı funkce), pro n = 2 tzv. kvadratický polynom (= kvadratic-
ká funkce) a pro n = 3 je P tzv. kubický polynom (= kubická funkce). Grafem lineárńı
funkce je př́ımka, grafem kvadratické funkce je parabola a grafem kubické funkce je
tzv. kubická parabola. Na obr. 19a vid́ıte graf kvadratického polynomu x2−2x−3 a na
obr. 19b je nakreslen graf kubického polynomu x3− 2x2− 5x+6. Grafy prot́ınaj́ı osu x
v bodech, jejichž x–ové souřadnice se nazývaj́ı kořeny uvažovaných polynomů. (Kořeny
lze vypoč́ıtat řešeńım kvardatické rovnice x2 − 2x− 3 = 0, respektive kubické rovnice
x3 − 2x2 − 5x+ 6 = 0.)
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III.3.3. Eulerovo č́ıslo e. Exponenciálńı a logaritmická funkce o základu e.
Z d̊uvod̊u, které poznáme v odstavci III.4.13, je ze všech exponenciálńıch funkćı ,,nejd̊u-
ležitěǰśı” funkce ex, kde e je tzv. Eulerovo č́ıslo. Toto č́ıslo má tu vlastnost, že pro a = e
sv́ırá tečna ke grafu funkce ax v bodě x = 0 s osou x úhel 45◦. Č́ıslo e je iracionálńı a
jeho přibližná hodnota je 2,718. Je to, podobně jako Ludolfovo č́ıslo π, jedno z nejčastěji
už́ıvaných č́ısel v dnešńı matematice. V minulosti bylo nalezeno mnoho vzorc̊u, kterými
lze e vyjádřit. Např́ıklad:

e = lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n

nebo e =
1

0!
+

1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ . . . .

Mı́sto ex se často ṕı̌se exp x.

Pro obecné a > 0, a ̸= 1, je logaritmická funkce o základu a (tj. funkce loga x) de-
finována jako inverzńı funkce k exponenciálńı funkci ax. Speciálně, logaritmická funkce
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o základu e je inverzńı funkćı k ex. Tato logaritmická funkce se nazývá přirozený logarit-
mus a mı́sto loge x se pro ni použ́ıvá označeńı ln x.

Grafy obou funkćı ex a ln x vid́ıte na obr. 20.
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Z definice přirozeného logaritmu (tj. ze skutečnosti, že to je inverzńı funkce k ex-
ponenciálńı funkci y = ex) plyne, že pro všechna x ∈ R plat́ı: ln ex = x a pro všechna
x > 0 plat́ı: elnx = x. (To souhlaśı s t́ım, jak bývá logaritmus často definován na
středńıch školách: lnx je č́ıslo, na které muśıme umocnit e, abychom obdrželi x.)

III.3.4. Mocninná funkce. Všimněme si ještě trochu podrobněji funkce f(x) = xα.
Definičńı obor i pr̊uběh funkce záviśı podstatně na č́ıslu α.

◦ Je-li α nezáporné celé č́ıslo, je D(xα) = R. (Př́ıkladem je funkce x3.)

◦ Je-li α záporné celé č́ıslo, je D(xα) = (−∞,+∞)−{0}. (Př́ıkladem je funkce x−2.)

◦ Neńı-li α celé č́ıslo, je v odborné literatuře obvyklé pokládat D(xα) = (0,+∞).
Důvodem je to, že pro necelá č́ısla α lze xα definovat vztahem xα = exp (ln xα) =
exp (α · ln x) a ln x má smysl pouze pro x > 0.

◦ Pro některá α lze však definici funkce xα rozumným zp̊usobem rozš́ı̌rit: Pro α > 0
lze položit 0α = 0 a definičńım oborem xα se tak stává interval ⟨0,+∞).

◦ Pro ta α, která jsou racionálńı a která je možné vyjádřit ve tvaru α = p/q, kde p,
q jsou celá nesoudělná č́ısla a q je liché, lze xα definovat i pro x < 0. Ukážeme to

konkrétně pro α = 2
3
a x = −8 : (−8)2/3 =

[
3
√
−8

]2
=

[
− 3
√
8
]2

= [−2]2 = 4.

Na obrázćıch 20a a 20b vid́ıte grafy dvou konkrétńıch mocninných funkćı: x1/2 (druhá
odmocnina) a x−1 (nepř́ımá úměrnost).
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V souvislosti s funkćı ,,druhá odmocnina” (obr. 21a) upozorňujeme na rozd́ıl mezi
výpočtem druhé odmocniny č́ısla a2 a řešeńım kvadratické rovnice x2 = a2 (pro dané
a ̸= 0): zat́ımco

√
a2 = |a|, rovnice x2 = a2 má dvě řešeńı x1, 2 = ±

√
a2 = ±|a| = ±a.

Rozmyslete si sami dobře tuto jednoduchou skutečnost a dosad’te si do odmocniny i do
kvadratické rovnice některé konkrétńı hodnoty a, např́ıklad a = 2 a a = −2.

III.3.5. Cyklometrické funkce arcsinx (arkussinus) a arccosx (arkuskosinus).
Funkce sinus neńı prostá. Inverzńı funkce k sinu tud́ıž neexistuje. Restrikce funkce sinus
na interval ⟨−π/2, π/2⟩ však prostá již je. Inverzńı funkci k této restrikci nazýváme
arkussinus a označujeme ji arcsin. Definičńım oborem funkce arkussinus je interval
⟨−1, 1⟩ a oborem hodnot je interval ⟨−π/2, π/2⟩. Pro x ∈ ⟨−π/2, π/2⟩ a y ∈ ⟨−1, 1⟩
tedy plat́ı: y = sinx ⇐⇒ x = arcsin y.

Na obr. 22a vid́ıte část grafu funkce sinus (tzv. sinusoidy) se silněji vyznačenou
restrikćı na interval ⟨−π/2, π/2⟩. Na obr. 22b je podrobněji nakreslen graf této restrikce
i graf funkce arkussinus. (Graf uvažované restrikce sinu je nakreslen silně.)
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Podobně, inverzńı funkci k restrikci funkce kosinus na interval ⟨0, π⟩ nazýváme
arkuskosinus a označujeme ji arccos . Jej́ım definičńım oborem je interval ⟨−1, 1⟩ a
oborem hodnot je interval ⟨0, π⟩. Pro x ∈ ⟨0, π⟩ a y ∈ ⟨−1, 1⟩ tud́ıž plat́ı:
y = cosx ⇐⇒ x = arccos y.

Na obr. 23a je nakreslena část grafu funkce kosinus s vyznačenou restrikćı na interval
⟨0, π⟩. Na obr. 23b je podrobněji nakreslen graf této restrikce (opět je vyznačen silně)
a graf funkce arkuskosinus.
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III.3.6. Cyklometrické funkce arctg x (arkustangens) a arccotg x (arkuskotan-
gens). Inverzńı funkci k restrikci funkce tangens na interval (−π/2, π/2) nazýváme
arkustangens a označujeme ji arctg. Jej́ım definičńım oborem je interval (−∞,+∞)
a oborem hodnot je interval (−π/2, π/2). Pro y ∈ (−∞,+∞) a x ∈ (−π/2,+π/2)
tud́ıž plat́ı: y = tg x ⇐⇒ x = arctg y.
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Na obr. 24a je nakreslena část grafu funkce tangens s vyznačenou restrikćı na interval
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(−π/2,+π/2). Na obr. 24b je opět nakreslen graf této restrikce (je vyznačen silně) a
rovněž graf funkce arkustangens.

Inverzńı funkci k restrikci funkce kotangens na interval (0, π) nazýváme arkuskotan-
gens a označujeme ji arccotg. Jej́ım definičńım oborem je interval (−∞,+∞) a oborem
hodnot je interval (0, π). Načrtněte si sami graf uvažované restrikce funkce kotangens
i inverzńı funkce arkuskotangens!

Funkce arkussinus, arkuskosinus, arkustangens a arkuskotangens se nazývaj́ı cyklo-
metrické funkce.

III.4. Limita a spojitost funkce

III.4.1. Př́ıklad. Definičńım oborem funkce f(x) = (ex − 1)/x je množina R− {0}.
Lze sestavit tabulku hodnot funkce f v některých bodech x :

x −1 −0, 2 −0, 05 −0, 001 0, 001 0, 05 0, 2 1

f(x) 0, 6320 0, 9060 0, 9754 0, 9995 1, 0005 1, 0254 1, 1070 1, 7182

Z tabulky lze usuzovat, že pro x ,,bĺıž́ıćı se” k nule se f(x) ,,bĺıž́ı” k jedné. Tuto,
zat́ım pouze intuitivně chápanou skutečnost, lze přesným zp̊usobem vyjádřit užit́ım
pojmu ,,limita funkce”. Definice tohoto pojmu je obsahem následuj́ıćıho odstavce.

III.4.2. Limita funkce. Předpokládejme, že x0 ∈ R∗ a že definičńı obor funkce f
obsahuje některé prstencové okoĺı P (x0) bodu x0. Jestliže pro každou posloupnost
{xn} v P (x0) plat́ı implikace

xn → x0 =⇒ f(xn) → a,

pak ř́ıkáme, že funkce f má v bodě x0 limitu rovnou a. Ṕı̌seme:

lim
x→x0

f(x) = a.

(
Později uvid́ıme, že pro funkci z př́ıkladu III.4.1 opravdu plat́ı: lim

x→0

ex − 1

x
= 1.

)
III.4.3. Poznámka. Existence ani hodnota limity funkce f v bodě x0 nezáviśı na
tom, zda samotný bod x0 patř́ı do D(f). Patř́ı-li x0 do D(f), pak hodnota f(x0)
nemá na existenci ani hodnotu limity funkce f v bodě x0 žádný vliv. Existence a
eventuálně též hodnota této limity jsou určeny výhradně chováńım funkce f v okoĺı
bodu x0, nikoliv v bodě x0 samém.

Je-li lim
x→x0

f(x) = a a je-li a ∈ R, ř́ıkáme, že funkce f má v bodě x0 vlastńı limitu.

Je-li a = +∞ nebo a = −∞, ř́ıkáme, že funkce f má v bodě x0 nevlastńı limitu.

Snadným d̊usledkem věty III.1.6 je následuj́ıćı věta:

III.4.4. Věta. Funkce f m̊uže mı́t v jakémkoliv bodě x0 ∈ R∗ nejvýše jednu limitu.
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III.4.5. Př́ıklad. Funkce f(x) = sinx nemá v bodě +∞ limitu. Kdyby totiž nějakou
limitu (rovnou např́ıklad a ) měla, musela by pro každou posloupnost {xn} v R platit
implikace xn → ∞ =⇒ sinxn → a. Např́ıklad pro posloupnost {xn}, pro kterou
je xn = π/2 + nπ, uvedená implikace neplat́ı. Tato posloupnost má sice limitu rovnou
+∞, avšak posloupnost {sinxn} (tj. posloupnost {(−1)n} ) limitu nemá.

Poč́ıtat limity funkćı podle definice (tj. pomoćı limit posloupnost́ı) by bylo velmi
těžkopádné. Proto se seznámı́me s efektivněǰśımi postupy. Při konkrétńıch výpočtech
limit je velmi d̊uležitá následuj́ıćı věta. Týká se limity součtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu
dvou funkćı a lze ji snadno dokázat pomoćı věty III.2.13.

III.4.6. Věta (o limitě součtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu funkćı).
Necht’ lim

x→x0

f(x) = a a lim
x→x0

g(x) = b. Pak plat́ı:

a) lim
x→x0

[f(x) + g(x)] = a+ b,

b) lim
x→x0

[f(x)− g(x)] = a− b,

c) lim
x→x0

[f(x) · g(x)] = a · b,

d) lim
x→x0

[f(x)/g(x)] = a/b,

pokud výrazy na pravých stranách maj́ı smysl.

III.4.7. Poznámka. Je-li např́ıklad lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = +∞, nelze limitu

pod́ılu lim
x→x0

f(x)/g(x) poč́ıtat podle věty III.3.6, protože výraz (+∞)/(+∞) nemá

smysl.

III.4.8. Př́ıklad. lim
x→2

(3x2+2x− 1) = lim
x→2

(3x2) + lim
x→2

(2x) − 1 = 12+4− 1 = 15

III.4.9. Poznámka. Lze ukázat, že je-li lim
x→x0

f(x) = a, a > 0, lim
x→x0

g(x) = 0 a

g(x) > 0 pro všechna x z nějakého prstencového okoĺı P (x0), pak lim
x→x0

f(x)/g(x) =

+∞. Limitu pod́ılu f(x)/g(x) sice nemůžeme poč́ıtat podle věty III.4.6 (protože výraz
a/0 nemá smysl), nicméně vzhledem k tomu, že f(x) se pro x→ x0 bĺıž́ı ke kladnému
č́ıslu a a g(x) se bĺıž́ı k 0 zprava, tj. z oboru kladných č́ısel, bĺıž́ı se pod́ıl f(x)/g(x)
k +∞. Podobnou úvahu lze použ́ıt i v př́ıpadě, že a < 0 nebo g(x) < 0 pro x ∈ P (x0).

III.4.10. Př́ıklad. Pomoćı úvahy z předcházej́ıćı poznámky III.4.9 dostáváme:

lim
x→0

1

x2
= +∞.

K některým daľśım metodám a př́ıklad̊um výpočtu limit se vrát́ıme ještě v této
kapitole po probráńı pojmu ,,spojitost funkce”. V odstavci III.6.16 se kromě toho ještě
seznámı́me s tzv. l’Hospitalovým pravidlem, které je užitečnou pomůckou při výpočtu
limit pod́ılu dvou funkćı.

III.4.11. Jednostranné limity. Předpokládejme, že x0 ∈ R a že definičńı obor funkce
f obsahuje některé pravé okoĺı P+(x0) bodu x0. Jestliže pro každou posloupnost {xn}
v P+(x0) plat́ı implikace
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xn → x0 =⇒ f(xn) → a,

pak ř́ıkáme, že funkce f má v bodě x0 limitu zprava rovnou a. Ṕı̌seme:
lim

x→x0+
f(x) = a.

Analogicky můžeme definovat limitu zleva funkce f v bodě x0. Ṕı̌seme:
lim

x→x0−
f(x) = a.

Porovnáńım těchto definic s definićı ,,oboustranné” limity funkce (odstavec III.4.2)
okamžitě źıskáváme d̊uležitou větu:

III.4.12. Věta. Funkce f má v bodě x0 ∈ R limitu rovnou a právě když má v bodě
x0 limitu zprava i limitu zleva a obě jsou rovné a.

Pro limity zprava a zleva dále plat́ı obdobné věty, jako jsou věty III.4.4 a III.4.6.

III.4.13. Poznámka. Pro limitu funkce lze formulovat podobnou větu (mohli bychom
ji nazvat ,,Věta o limitě sevřené funkce”), jako je věta III.1.15. Věta by ř́ıkala zhruba
toto: Je-li na nějakém prstencovém okoĺı bodu x0 graf funkce f ,,sevřen” mezi grafy
funkćı g a h a maj́ı-li obě funkce g, h pro x → x0 stejnou limitu rovnou α, pak i
funkce f má pro x→ x0 limitu rovnou α. Zkuste si sami tuto větu přesně zformulovat
a zkuste si zformulovat i jej́ı varianty týkaj́ıćı se jednostranných limit.

∗III.4.14. Poznámka. Na závěr partie o limitách funkćı se ještě vrat’me k definici limi-
ty. Možných, vzájemně ekvivalentńıch definic, vzniklo v pr̊uběhu vývoje diferenciálńıho
počtu v́ıce. Zkuste si sami rozmyslet, že skutečnost, že lim

x→x0

f(x) = a, můžeme také

definovat takto:

∀U(a) ∃P (x0) ∀x ∈ R : x ∈ P (x0) =⇒ f(x) ∈ U(a),

nebo v př́ıpadě, kdy x0 i a jsou č́ısla z R, ještě jinak:

∀ ϵ > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ R : 0 < |x− x0| < δ =⇒ |f(x)− a| < ϵ.

III.4.15. Spojitost funkce – motivace. Na obr. 25a a obr. 25b jsou nakresleny grafy
dvou funkćı. Na prvńı pohled je patrné, č́ım se lǐśı: zat́ımco graf funkce f lze nakreslit
,,jedńım tahem”, v př́ıpadě funkce g to neńı možné, protože tento graf je v bodě x = x0
,,přerušen”. Mı́sto toho, zda graf funkce neńı nebo je v bodě x0 ,,přerušen”, hovoř́ı se
v matematice o spojitosti nebo nespojitosti funkce v bodě x0.

- -

6 6

x x

y y

ppppp
pppp
x0

f

qa
ppppp
ppppp
x0

g

Obr. 25a Obr. 25b
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III.4.16. Spojitost funkce v bodě. O funkci f ř́ıkáme, že je spojitá v bodě x0 ∈
D(f), jestliže

(III.3.1) lim
x→x0

f(x) = f(x0).

III.4.17. Poznámka. Přečteme-li si pečlivě tuto definici a definici III.4.2, vid́ıme, že
aby funkce f mohla být spojitá v bodě x0, muśı být definovaná v nějakém okoĺı bodu
x0 (tj. D(f) muśı obsahovat nějaké okoĺı U(x0) ).

Funkce g na obr. 25b má v bodě x0 limitu zprava r̊uznou od limity zleva, proto jej́ı
,,oboustranná” limita v bodě x0 neexistuje (viz větu III.4.12). Rovnice (III.4.1) tedy
nemůže platit, funkce g proto neńı v bodě x0 spojitá.

III.4.18. Spojitost zprava a zleva. O funkci f ř́ıkáme, že je spojitá zprava (respek-
tive spojitá zleva) v bodě x0 ∈ D(f), jestliže

lim
x→x0+

f(x) = f(x0) (respektive lim
x→x0−

f(x) = f(x0) ).

Z věty III.4.12 snadno plyne toto tvrzeńı: Funkce f je spojitá v bodě x0 právě
tehdy, je-li v tomto bodě spojitá zprava i zleva.

III.4.19. Př́ıklad. Funkce y =
√
x neńı spojitá v bodě x0 = 0, nebot’ neńı definovaná

v žádném levém okoĺı bodu x0. Tato funkce je však v bodě x0 = 0 spojitá zprava.

III.4.20. Spojitost funkce v intervalu. Necht’ I je interval v R, který je část́ı
definičńıho oboru funkce f. Ř́ıkáme, že funkce f je spojitá v intervalu I, jestliže

a) f je spojitá v každém vnitřńım bodě intervalu I,

b) f je spojitá zprava v levém krajńım bodě intervalu I (patř́ı-li tento bod do I ),

c) f je spojitá zleva v pravém krajńım bodě intervalu I (patř́ı-li tento bod do I ).

III.4.21. Př́ıklad. Funkce f(x) = 3x2 + 2x − 1 je spojitá v R. K ověřeńı této
skutečnosti je třeba ukázat, že funkce f je spojitá v každém bodě x0 ∈ R (nebot’

D(f) = R ). Necht’ tedy x0 je libovolně vybraný bod z R a necht’ {xn} je libo-
volná posloupnost č́ısel z R, pro kterou plat́ı lim xn = x0. Potřebujeme ukázat, že
lim f(xn) = f(x0), tj. lim (3x2n+2xn−1) = 3x20+2x0−1. Užit́ım věty III.3.7 dostáváme:
lim (3x2n+2xn−1) = lim 3x2+lim 2xn−lim 1 = 3·[ lim xn ]

2+2·lim xn−1 = 3x20+2x0−1.

Vyšetřovat vždy spojitost funkce tak, jak jsme to právě učinili, by bylo př́ılǐs pracné.
Užitečné jsou proto věty III.4.22, III.4.24 a III.4.25.

III.4.22. Věta. Polynomy, goniometrické funkce (tj. funkce sinus, kosinus, tangens,
kotangens), cyklometrické funkce (tj. funkce arkussinus, arkuskosinus, arkustangens, ar-
kuskotangens), mocninná funkce, exponenciálńı funkce i logaritmická funkce jsou funkce
spojité v každém intervalu, který je část́ı jejich definičńıho oboru.

III.4.23. Poznámka. Načrtněte si graf funkce tangens. Vid́ıte, že tangens je spojitou
funkćı v každém intervalu typu (−π/2 + kπ, π/2 + kπ) (kde k je celé č́ıslo). Funkce
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tangens neńı spojitá v bodech π/2 + kπ, (kde k je celé č́ıslo). To však neńı ve sporu
s tvrzeném věty III.4.22, protože body π/2 + kπ nepatř́ı do definičńıho oboru funkce
tangens.

III.4.24. Věta (o spojitosti součtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu dvou funkćı).
Jsou-li funkce f a g spojité v bodě x0, pak také funkce f + g, f − g, f · g, a |f | jsou
spojité v bodě x0. Za dodatečného předpokladu, že g(x0) ̸= 0 je i funkce f/g spojitá
v bodě x0.

(Tato část věty je pravdivá i v př́ıpadě, že ,,spojitost v bodě x0” nahrad́ıme ,,spo-
jitost́ı zprava v bodě x0” nebo ,,spojitost́ı zleva v bodě x0”.)

Jsou-li funkce f a g spojité v intervalu I, pak také funkce f + g, f − g, f · g
a |f | jsou spojité v intervalu I. Je-li nav́ıc g(x) ̸= 0 pro všechna x ∈ I, pak rovněž
funkce f/g je spojitá v intervalu I.

III.4.25. Věta (o spojitosti složené funkce). Je-li funkce g spojitá v bodě x0
a funkce f je spojitá v bodě g(x0), je složená funkce f ∗ g (tj. funkce y = f(g(x)))
spojitá v bodě x0.

Je-li funkce g spojitá v intervalu I, funkce f je spojitá v intervalu J a je-li
g(I) ⊂ J, pak rovněž složená funkce f ∗ g je spojitá v intervalu I.

Spojité funkce maj́ı řadu zaj́ımavých a d̊uležitých vlastnost́ı. V následuj́ıćıch větách
ukážeme alespoň některé z nich. Věty maj́ı názorný geometrický význam, zkuste si proto
sami jejich smysl znázornit na obrázćıch.

III.4.26. Věta (Darbouxova vlastnost). Je-li funkce f spojitá v intervalu I a
jsou-li x1 a x2 dva libovolné body z I, pak ke každému č́ıslu η lež́ıćımu mezi f(x1)
a f(x2) existuje bod ξ lež́ıćı mezi x1 a x2 takový, že f(ξ) = η.

III.4.27. Poznámka. Výše uvedená věta se také nazývá ,,Věta o nabýváńı mezihod-
not”. Je to logické. Věta totiž ř́ıká, že je-li f funkce spojitá v intervalu I a jsou-li h1 a
h2 dvě jej́ı libovolné hodnoty na intervalu I (tj. h1, h2 ∈ f(I) ), pak funkce f nabývá
na I všech hodnot mezi h1 a h2.

Snadným d̊usledkem věty III.4.26 je toto tvrzeńı: Je-li f spojitá funkce v intervalu
I, pak f(I) je rovněž interval nebo je to jednobodová množina. (Množina hodnot
funkce f na intervalu I tedy muśı být ,,souvislá”.)

III.4.28. Věta (o spojitosti inverzńı funkce). Je-li funkce f spojitá a prostá
v intervalu I, f(I) = J, pak inverzńı funkce f−1 je spojitá v intervalu J .

III.4.29. Věta (o existenci maxima a minima). Spojitá funkce v uzavřeném
omezeném intervalu ⟨a, b⟩ nabývá v tomto intervalu svého maxima i minima. (Tj.
max
x∈⟨a,b⟩

f(x) a min
x∈⟨a,b⟩

f(x) existuj́ı.)

III.4.30. Věta. Necht’ funkce f je spojitá v bodě x0. Je-li f(x0) > 0, pak existuje
okoĺı U(x0) takové, že pro všechna x ∈ U(x0) plat́ı: f(x) > 0.
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D̊ukaz: Ukážeme d̊ukaz sporem, který je jednoduchý a poučný. Předpokládejme, že
tvrzeńı věty neplat́ı. Pak v každém okoĺı U(x0) bodu x0 lze nalézt x takové, že f(x) ≤
0. Odtud plyne, že existuje posloupnost {xn}, pro kterou plat́ı: xn → x0 a f(xn) ≤ 0
pro všechna n ∈ N. Ze spojitosti funkce f v bodě x0 vyplývá, že f(xn) → f(x0).
Posloupnost {f(xn)} je posloupnost nekladných č́ısel; taková posloupnost nemůže mı́t
kladnou limitu. To je však spor s t́ım, že f(x0) > 0. Tvrzeńı věty tedy plat́ı. □

Podobným zp̊usobem lze dokázat, že plat́ı: Je-li funkce f spojitá v bodě x0 a
f(x0) < 0, pak existuje okoĺı U(x0) takové, že pro všechna x ∈ U(x0) plat́ı: f(x) < 0.

III.4.31. Poznámka. Nyńı se vrát́ıme k výpočt̊um limit funkćı. Ze zp̊usobu zavedeńı
pojmu ,,spojitost funkce v bodě” (viz odstavec III.4.16) a z věty III.3.22 plyne, že je-li
f jakákoliv z funkćı zmı́něných ve větě III.3.22 a je-li x0 vnitřńı bod definičńıho oboru
funkce f, je lim

x→x0

f(x) = f(x0).

Velmi užitečné jsou také následuj́ıćı věty o limitách složených funkćı:

III.4.32. Věta (1. věta o limitě složené funkce). Necht’ lim
x→x0

g(x) = λ, λ ∈ R a

necht’ funkce f je spojitá v bodě λ. Pak plat́ı: lim
x→x0

f(g(x)) = f(λ).

III.4.33. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme lim
x→0

exp (1− x2). Vnitřńı funkce, tj. funkce g(x) =

1− x2, má v bodě x = 0 limitu rovnou 1. Vněǰśı funkce, tj. funkce f(y) = exp y, je
v bodě y = 1 spojitá a má zde hodnotu exp 1 = e. Proto je: lim

x→0
exp (1− x2) = e.

III.4.34. Věta (2. věta o limitě složené funkce). Necht’ lim
x→x0

g(x) = +∞
(respektive −∞ ). Necht’ lim

y→+∞
f(y) = L (respektive lim

y→−∞
f(y) = L ). Pak plat́ı:

lim
x→x0

f(g(x)) = L.

III.4.35. Poznámka. Věty III.4.32 a III.4.34 lze pozměnit v tom smyslu, že v před-
pokladech mı́sto o limitě g(x) pro x → x0 hovoř́ıme o limitě g(x) pro x → x0 zleva a
v tvrzeńı věty pak mı́sto o limitě f(g(x)) pro x→ x0 také hovoř́ıme o limitě f(g(x)) pro
x→ x0 zleva. Obě věty lze podobným zp̊usobem modifikovat i pro př́ıpad, kdy x→ x0
zprava.

III.4.36. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme limitu lim
x→1+

arctg [x/(x−1) ]. Vnitřńı funkce g(x) =

x/(x− 1) má v bodě 1 limitu zprava rovnou +∞. (Čitatel x má limitu 1, jmenovatel
x− 1 má limitu 0, přičemž jmenovatel se k nule bĺıž́ı zprava, tj. z oboru kladných č́ısel.
Pod́ıl x/(x − 1) má proto limitu +∞.) Vněǰśı funkce arkustangens má v +∞ limitu
rovnou π/2. Proto je: lim

x→1+
arctg x/(x− 1) = π/2.

III.4.37. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme limitu lim
x→0

(sinx)/x. Zabývejme se nejprve limitou

zprava. Pro x z pravého okoĺı 0, např́ıklad z okoĺı (0, π/2), plat́ı: sinx ≤ x a x ≤ tg x.
Proto také pro x ∈ (0, π/2) plat́ı:
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sinx

x
≤ x

x
≤ 1,

sinx

x
=

tg x

x
cosx ≥ cosx.

Funkce (sin x)/x je tedy pro x ∈ (0, π/2) ,,sevřená” funkćı cosx (zdola) a konstantńı
funkćı 1 (shora). Protože je lim

x→0+
cosx = 1 a lim

x→0+
1 = 1, plat́ı také: lim

x→0+
(sinx)/x =

1. (Viz poznámku III.4.13.) Podobně lze dokázat, že i limita zleva je rovna jedné. Podle
věty III.4.12 pak plat́ı:

lim
x→0

sinx

x
= 1.

V odstavci III.6.34 (l’Hospitalovo pravidlo) se seznámı́me s jednodušš́ı metodou,
jak vypoč́ıtat stejnou limitu. Nicméně i výše ukázaný postup považujeme za poučný.

III.4.38. Cvičeńı. Vypoč́ıtejte limity

a) lim
x→+∞

x2 − 2x+ 100

3x2 + 15x− 5
b) lim

x→3
(x3 + 2x− 7) c) lim

x→0+

1√
x

d) lim
x→1−

arccos x e) lim
x→−1

x5 + x3 − x+ 1

x4 − 2x+ 1
f) lim

x→2

( 8

x2 − 4
− 2

x− 2

)
g) lim

x→−3

√
4 + x− 1

x+ 4
h) lim

x→+∞
(x5 − 10x4 + 155) i) lim

x→−∞
(x5 − 2x2)

j) lim
x→0

ln
(x+ 1

x

)
k) lim

x→+∞

√
x+

√
x− 1

3
√
x−

√
x

l) lim
x→+∞

x · sinx

m) lim
x→−∞

arccotg x n) lim
x→+∞

sinx

x
o) lim

x→+∞

√
x · (

√
x− 3−

√
x)

Výsledky: a) 1
3
, b) 26, c) +∞, d) 0, e) 0, f) −1

2
, g) 0, h) +∞, i) −∞,

j) neexistuje, k) −1, l) neexistuje, m) π, n) 0, o) neexistuje.

(K výpočt̊um některých typ̊u limit se ještě vrát́ıme v odstavćıch III.6.32 – III.6.34.)

III.5. Derivace funkce

Pro astronomy neńı d̊uležitá pouze okamžitá poloha objekt̊u které pozoruj́ı, ale i
informace o tom jak se tato poloha měńı. Sed́ıte-li v jedoućım automobilu, pak na vás
silovými účinky nep̊usob́ı rychlost sama, ale jej́ı změny. Vlastńıte-li akcie nějaké firmy,
jistě vás zaj́ımá nejen jejich dnešńı hodnota, ale také jak se tato hodnota momentálně
měńı – zda a jakým tempem roste nebo klesá. Tyto jednoduché př́ıklady lze zobecnit:
Důležitou informaćı o každé funkci neńı pouze jej́ı hodnota v jednom nebo v́ıce bo-
dech, ale také mı́ra změny (r̊ustu nebo poklesu) funkce v tomto bodě (nebo bodech).
Snaha vyjádřit mı́ru r̊ustu nebo poklesu funkce vedla v 15.–16. stolet́ı k zavedeńı pojmu
derivace.

V daľśıch dvou odstavćıch poṕı̌seme dvě konkrétńı situace, které k derivaci funkce
přirozeným zp̊usobem vedou. Aplikaćı a možných významů tohoto pojmu v nejr̊uzněj-
š́ıch vědńıch oborech je však mnohem v́ıce.
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III.5.1. Geometrická motivace – směrnice tečny ke grafu funkce. Za mı́ru změ-
ny funkce f v bodě x0 považujeme směrnici tečny ke grafu f v bodě X0 = [ x0, f(x0) ].
Směrnice je rovna tgα, kde α je úhel mezi tečnou a kladnou poloosou x. (Viz obr. 26.)
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Obr. 26

Chceme-li směrnici vyjádřit, zvoĺıme na grafu funkce f daľśı, ,,proměnný” bod X =
[x0 + h, f(x0 + h) ]. Označme α′ úhel, který př́ımka X0X (sečna grafu funkce f) sv́ırá
s osou x. Směrnice sečny X0X je rovna

tgα′ =
f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Přibližuje-li se bod x0+h k bodu x0, pak sečnaX0X se přibližuje k tečně ke grafu funkce
f v bodě X0. Hledanou směrnici tečny, neboli tgα, tud́ıž obdrž́ıme jakožto limitu tgα′

pro h→ 0 (pokud limita existuje a je konečná).

III.5.2. Fyzikálńı motivace – okamžitá rychlost. Předpokládejme, že po př́ımce se
pohybuje bod. Dráha, kterou bod urazil v čase t, je s(t). Dráha, kterou bod proběhne
v časovém intervalu ⟨t0, t0 + h⟩, je s(t0 + h) − s(t0) a tud́ıž pr̊uměrná rychlost bodu
v tomto časovém intervalu je rovna

s(t0 + h)− s(t0)

h
.

Pokud existuje limita tohoto výrazu pro h→ 0, pak jej́ı hodnotu nazýváme okamžitou
rychlost́ı pohybuj́ıćıho se bodu v čase t0.

Vid́ıme, že výše uvedený zlomek je (až na jiná ṕısmenka) stejný, jako zlomek, ke
kterému jsme dospěli v předcházej́ıćım odstavci III.5.1. V obou př́ıpadech je d̊uležitá
limita zlomku pro h→ 0.

III.5.3. Derivace funkce. Derivaćı funkce f v bodě x0 nazýváme č́ıslo, které ozna-
čujeme f ′(x0) a které definujeme rovnićı

(III.5.1) f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
,

jestliže limita vpravo existuje a je konečná.
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Funkci, která každému bodu x ∈ D(f) přǐrazuje derivaci f ′(x) (pokud v bodě x
derivace existuje), nazýváme derivaćı funkce f a označujeme ji f ′. Pro definičńı obor
funkce f ′ plat́ı: D(f ′) ⊂ D(f).

III.5.4. Poznámka – jiný zápis limity (III.5.1) a jiné značeńı derivace. Označ́ı-
me-li x = x0 + h, můžeme formuli (III.5.1) též psát ve tvaru

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Je-li funkce f dána rovnićı y = f(x), pak derivaci funkce f často označujeme
kromě f ′ také symboly

df

dx
,

d

dx
f, y′,

dy

dx
.

Výraz df/dx čteme ,,df podle dx”.

III.5.5. Tečna ke grafu funkce – analytické vyjádřeńı. Předpokládejme, že x0 ∈
D(f). Má-li funkce f v bodě x0 derivaci k = f ′(x0), pak tečnou ke grafu funkce f
v bodě [x0, f(x0) ] je př́ımka daná rovnićı

y − f(x0) = k · (x− x0).

III.5.6. Okamžitá rychlost. Vrat’me se k situaci, popsané v odstavci III.5.2. Vid́ıme,
že okamžitou rychlost pohybuj́ıćıho se bodu v časovém okamžiku t0 lze definovat jako
derivaci polohové funkce s podle času v bodě t = t0. Jelikož ve fyzice je zvykem
derivaci podle času označovat (kromě čárky nebo symbolu d/dt) též tečkou, můžeme
psát: v(t0) = ṡ(t0).

III.5.7. Derivace zleva a zprava. Existuje-li vlastńı jednostranná limita

lim
h→0−

f(x0 + h)− f(x0)

h

(
respektive lim

h→0+

f(x0 + h)− f(x0)

h

)
,

pak hodnotu této limity nazýváme derivaćı funkce f zleva(respektive zprava)
v bodě x0a označujeme ji f ′

−(x0) (respektive f ′
+(x0) .

Z věty III.3.12 okamžitě plyne toto tvrzeńı: f ′(x0) = k ⇐⇒ f ′
−(x0) = f ′

+(x0) = k.

III.5.8. Věta. Má-li funkce f v bodě x0 derivaci, je v bodě x0 spojitá.

Má-li funkce f derivaci zleva (respektive zprava) v bodě x0, je v tomto bodě spojitá
zleva (respektive zprava).

Důkaz: Ukážeme pouze d̊ukaz prvńı části věty. Důkaz druhé části se dá provést ana-
logicky.

Z existence derivace f ′(x0) plyne, že funkce f je definovaná na nějakém okoĺı
U(x0). Pro x ∈ P (x0) plat́ı: f(x) = f(x0) + { [ f(x) − f(x0) ]/(x − x0) } · (x − x0).
Výraz v závorkách { . . . } má pro x → x0 limitu rovnou f ′(x0) a (x − x0) má pro
x→ x0 limitu rovnou 0. Podle věty III.3.7 je

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

[
f(x0) +

f(x)− f(x0)

x− x0
· (x− x0)

]
= f(x0) + f ′(x0) · 0 = f(x0).
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To znamená, že funkce f je v bodě x0 spojitá. (Viz definici spojitosti III.4.16.) □

Nebude-li hrozit nedorozuměńı, budeme dále mı́sto x0 psát pouze x.

III.5.9. Poznámka. Věta III.5.8 má tento d̊usledek: Necht’ I je interval s krajńımi
body a, b a necht’ a < b. Má-li funkce f derivaci ve všech bodech x ∈ (a, b), existuje-
li f ′

+(a) (pokud bod a do intervalu I patř́ı) a existuje-li f ′
−(b) (pokud bod b do

intervalu I patř́ı), pak funkce f je spojitá v intervalu I.

Při užit́ı diferenciálńıho počtu k řešeńı r̊uzných problémů je velmi d̊uležité umět
vypoč́ıtat derivace konkrétńıch funkćı. Poč́ıtáńı derivaćı se nazývá derivováńı. Př́ımý
výpočet derivace pomoćı formule (III.5.1) je sice možný, pro svoji obt́ıžnost a těžko-
pádnost však neńı vhodný. V zájmu usnadněńı výpočtu byla v minulosti odvozena řada
vzorc̊u, pomoćı kterých lze snadno a takřka automaticky vypoč́ıtat derivaci většiny
zadaných funkćı. V následuj́ıćıch odstavćıch se s těmito vzorci seznámı́me.

III.5.10. Věta. Necht’ funkce f a g maj́ı derivace v bodě x a necht’ k ∈ R. Pak také
funkce k · f , f + g, f − g a f · g maj́ı derivace v bodě x a plat́ı:

a) [ k · f ]′ (x) = k · f ′(x),

b) [ f + g ]′ (x) = f ′(x) + g′(x),

c) [ f − g ]′ (x) = f ′(x)− g′(x),

d) [ f · g ]′ (x) = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x).

Je-li nav́ıc g(x) ̸= 0, má i pod́ıl f/g derivaci v bodě x a plat́ı:

e)

[
f

g

]′
(x) =

f ′(x) · g(x)− f(x) · g′(x)
g2(x)

.

Důkaz: Všechny tyto vzorce lze odvodit pomoćı formule (III.5.1). Ukážeme pouze
odvozeńı jednoho z nich, např́ıklad vzorce d). Pro derivaci součinu f · g v bodě x plat́ı:

[ f · g ]′ (x) =

= lim
h→0

[ f · g ](x+ h)− [ f · g ](x)
h

= lim
h→0

f(x+ h) · g(x+ h)− f(x) · g(x)
h

= lim
h→0

f(x+ h) · g(x+ h)− f(x) · g(x+ h) + f(x) · g(x+ h)− f(x) · g(x)
h

= lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
g(x+ h) + lim

h→0
f(x)

g(x+ h)− g(x)

h

= f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x). □

III.5.11. Poznámka – jiný zápis vzorc̊u a) – e). Vzorce a) – e) z věty III.5.10 se
často zapisuj́ı tak, že mı́sto označeńı funkćı f a g se použ́ıvaj́ı u a v a pro zjednodušeńı
a snadněǰśı zapamatováńı se vynechává (x):

67



a) (k · u)′ = k · u′, b) (u+ v)′ = u′ + v′, c) (u− v)′ = u′ − v′,

d) (u · v)′ = u′ v + u v′, e)

(
u

v

)′

=
u′ v − u v′

v2
.

III.5.12. Derivace některých elementárńıch funkćı. Výpočtem limity (III.5.1)
a pomoćı vzorc̊u a) – e) z věty III.5.10 lze odvodit, jak vypadaj́ı derivace některých
konkrétńıch elementárńıch funkćı:

a) [ k ]′ = 0 (k je konstantńı funkce) b) [xα ]′ = α · xα−1 (α ∈ R, α ̸= 0)

c) [ sin x ]′ = cosx d) [ cos x ]′ = − sinx

e) [ tg x ]′ =
1

(cosx)2
f) [ cotg x ]′ = − 1

(sinx)2

Každý z výše uvedených vzorc̊u (s výjimkou vzorce b)) plat́ı pro všechna x z definič-
ńıho oboru funkce, jej́ıž derivace se vzorec týká. Vzorec b) také plat́ı pro všechna x
z definičńıho oboru funkce xα, ale pouze v př́ıpadě, že α ̸∈ (0, 1). Je-li totiž α ∈ (0, 1),
pak vzorec b) neplat́ı pro x = 0. Bod x = 0 je tedy třeba z oboru platnosti vyjmout.

Abyste viděli, že vzorce a) – f) skutečně obdrž́ıme výpočtem limity (III.5.1) pro
konkrétně zadanou funkci f, ukážeme to na př́ıkladu, kdy f(x) = sinx.

[ sinx ]′ = lim
h→0

sin (x+ h)− sinx

h
= lim

h→0

sinx · cos h+ cosx · sin h− sinx

h
=

= sinx · lim
h→0

cos h− 1

h
+ cos x · lim

h→0

sin h

h
= sinx · 0 + cosx · 1 = cosx

Použili jsme výsledek př́ıkladu III.3.37 (o limitě pod́ılu (sin h)/h ) a kromě toho jsme
použili informaci o limitě pod́ılu (cos h− 1)/h pro h→ 0:

lim
h→0

cos h− 1

h
= lim

h→0

cos2 h− 1

h (cos h+ 1)
= − lim

h→0

sin2 h

h (cos h+ 1)
=

=

(
lim
h→0

sin h

h

)(
lim
h→0

sin h

cos h+ 1

)
= 1 · 0

2
= 0.

III.5.13. Derivace exponenciálńı funkce. V odstavci III.2.16 je uvedeno, že ze
všech exponenciálńıch funkćı ax (kde a > 0) je nejuž́ıvaněǰśı funkce ex. Je tomu tak
z následuj́ıćıho d̊uvodu: Č́ıslo e je vybráno tak, že pro a = e sv́ırá tečna ke grafu funkce
ax v bodě x = 0 s osou úhel 45◦, tj. má směrnici rovnou jedné. Derivace funkce ex

v bodě x = 0 je tedy také rovna jedné, tj. lim
h→0

(eh − e0)/h = lim
h→0

(eh − 1)/h = 1. To má

významný d̊usledek pro derivaci funkce ex v libovolném bodě x:

(ex)′ = lim
h→0

ex+h − ex

h
= ex lim

h→0

eh − 1

h
= ex · 1 = ex.

Funkce ex má tedy derivaci rovnou sobě samé. Stejnou vlastnost maj́ı i násobky funkce
ex konstantami, tj. funkce typu k ex. Lze ukázat, že žádné daľśı funkce tuto vlastnost
již nemaj́ı.
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III.5.14. Věta (o derivaci složené funkce). Ve všech bodech x takových, že g′(x)
existuje a f ′(g(x)) existuje, má složená funkce y = f(g(x)) derivaci, pro kterou plat́ı:

y′(x) = [ f(g(x)) ]′ = f ′(g(x)) · g′(x).

III.5.15. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme derivaci funkce h(x) = (sinx)2. Funkce h je složena
ze dvou funkćı: vnitřńı g(x) = sinx a vněǰśı f(y) = y2. Odtud plyne, že f ′(y) = 2y,
tj. f ′(g(x)) = 2 g(x) = 2 sinx. Dále je g′(x) = cosx. Podle věty III.5.14 tedy je
h′(x) = f ′(g(x)) · g′(x) = 2 sinx cosx.

III.5.16. Věta (o derivaci inverzńı funkce). Předpokládejme, že k funkci f exis-
tuje inverzńı funkce f−1. Je-li y = f−1(x) a má-li funkce f v bodě y nenulovou
derivaci f ′(y), má inverzńı funkce v bodě x derivaci, pro kterou plat́ı:

f ′
−1(x) =

1

f ′(y)
=

1

f ′(f−1(x))
.

III.5.17. Derivace daľśıch elementárńıch funkćı. Pomoćı vět III.5.14 a III.5.16
a již známých vzorc̊u pro derivace funkćı sinx, cosx, tg x, cotg x a ex lze odvodit
vzorce pro derivace daľśıch elementárńıch funkćı:

a) [ arcsin x ]′ =
1√

1− x2
pro x ∈ (−1, 1)

b) [ arccos x ]′ = − 1√
1− x2

pro x ∈ (−1, 1)

c) [ arctg x ]′ =
1

1 + x2
pro x ∈ (−∞,+∞)

d) [ arccotg x ]′ = − 1

1 + x2
pro x ∈ (−∞,+∞)

e) [ ln x ]′ =
1

x
pro x ∈ (0,+∞)

f) [ ax ]′ = ax · ln a pro a > 0 a x ∈ (−∞,+∞)

g) [ loga x ]
′ =

1

x · ln a
pro a > 0, a ̸= 1 a x ∈ (0,+∞)

III.5.18. Poznámka – derivace složené funkce ln f . Má-li funkce f derivaci
v bodě x a je-li f(x) > 0, pak derivaci funkce ln f lze v bodě x vypoč́ıtat pomoćı věty
o derivaci složené funkce:

[ ln f(x) ]′ =
1

f(x)
· f ′(x) =

f ′(x)

f(x)
.

Výraz f ′/f je tzv. logaritmická derivace funkce f .

III.5.19. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme derivaci složené funkce h(x) = (x2 + 7x − 1) sinx.
Funkci h lze vyjádřit pomoćı exponenciálńı a logaritmické funkce (porovnejte s od-
stavcem III.2.17):
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h(x) = exp [ ln (x2 + 7x− 1) sinx ] = exp [ sinx · ln (x2 + 7x− 1) ].

Tato funkce je definovaná pouze pro taková x, pro která je x2 + 7x − 1 > 0. (Jinak
nemá výraz ln (x2 + 7x− 1) smysl.) Řešeńım nerovnosti x2 + 7x− 1 > 0 dostaneme:
x ∈ (−∞, x1) nebo x ∈ (x2,+∞), kde x1 = (−7 −

√
53)/2 a x2 = (−7 +

√
53)/2.

Pro x ∈ (−∞, x1) nebo x ∈ (x2,+∞) plat́ı:

h′(x) = { exp [ sin x · ln (x2 + 7x− 1) ] }′ =

= exp′ [ sinx · ln (x2 + 7x− 1) ] · [ sinx · ln (x2 + 7x− 1) ]′ =

= exp [ sinx · ln (x2 + 7x− 1) ] ·
[
cosx · ln (x2 + 7x− 1) + sinx · 2x+ 7

x2 + 7x− 1

]
=

= (x2 + 7x− 1) sinx ·
[
cosx · ln (x2 + 7x− 1) + sinx · 2x+ 7

x2 + 7x− 1

]
.

III.5.20. Nevlastńı derivace. Je-li limita (III.5.1) nevlastńı (tj. rovna +∞ nebo
−∞), ř́ıkáme, že funkce f má v bodě x0 nevlastńı derivaci .

Upozorňujeme čtenáře, že je nutné rozlǐsovat pojmy derivace (konečná hodnota
limity (III.5.1)) a nevlastńı derivace (nekonečná hodnota limity (III.5.1)).

Např́ıklad funkce f(x) = sgnx (maj́ıćı funkčńı hodnoty +1 pro x > 0, 0 pro
x = 0 a −1 pro x < 0 ) má v bodě x0 = 0 nevlastńı derivaci +∞. Načrtněte si
graf funkce sgnx a ověřte si sami uvedenou hodnotu jej́ı derivace v bodě x0 = 0
výpočtem limity (III.5.1). Z tohoto př́ıkladu je patrné, že funkce může mı́t v nějakém
bodě nevlastńı derivaci a přesto nemuśı být v tomto bodě spojitá.

Lze ukázat, že je-li funkce f v bodě x0 spojitá a má-li zde nevlastńı derivaci, je
tečnou ke grafu funkce f v tomto bodě př́ımka, kolmá na osu x. Tato př́ımka má
rovnici x = x0.

III.5.21. Diferenciál. Předpokládej-
me, že funkce y = f(x0) má v bodě
x0 derivaci f ′(x0). Tečna ke grafu f
v bodě [x0, f(x0)] má tud́ıž rovnici

y = f(x0) + f ′(x0) · (x− x0).

(Viz odstavec III.5.5.) Lineárńı fun-
kce, definovaná touto rovnićı, má tu
vlastnost, že ze všech lineárńıch fun-
kćı je tato nejlepš́ı aproximaćı fun-
kce f v okoĺı bodu x0 . Hodnoty
funkce f v bodech x, nacházej́ıćıch
se v malém okoĺı bodu x0 , lze po-
moćı této lineárńı funkce přibližně
vypoč́ıtat:
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f(x) =̇ f(x0) + f ′(x0) · (x− x0).
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Ṕı̌seme-li x = x0 + dx, pak f(x0 + dx) =̇ f(x0) + f ′(x0) · dx. (Viz obr. 27.) Výraz
f ′(x0) · dx se nazývá diferenciálem funkce f v bodě x0 . Vid́ıte, že pro pevné x0 je
tento diferenciál funkćı dx. Diferenciál označujeme dy nebo df . Mı́sto x0 se často ṕı̌se
x. Při tomto značeńı plat́ı:

f(x+ dx) =̇ f(x) + dy, kde dy = f ′(x) · dx.

Diferenciál je zaj́ımavěǰśı a má větš́ı význam v teorii funkćı v́ıce proměnných.

III.5.22. Derivace vyšš́ıch řád̊u. Derivaćı druhého řádu funkce f (znač́ıme ji f ′′ )
rozumı́me derivaci funkce f ′. Podobně, derivaćı třet́ıho řádu funkce f (znač́ıme ji f ′′′ )
rozumı́me derivaci funkce f ′′, atd.

Pro derivaci n–tého řádu funkce f použ́ıváme označeńı f (n), přičemž f (0) je pouze
jiné označeńı pro funkci f .

Pro definičńı obory funkce f a jej́ıch derivaćı plat́ı: D(f) ⊃ D(f ′) ⊃ D(f ′′) ⊃
D(f ′′′) ⊃ . . .

Derivace druhého řádu funkce y = f(x) často znač́ıme i zp̊usobem, který navazuje
na označeńı z odstavce III.5.4:

d2f

dx2
,

d2

dx2
f, y′′,

d2y

dx2
.

Derivace vyšš́ıch řád̊u můžeme označovat analogicky.

III.5.23. Leibniz̊uv vzorec. Na pr̊uniku D(f (n)) a D(g(n)) lze derivaci n–tého řádu
součinu f · g vypoč́ıtat podle vzorce:

[f · g](n) = f (n) g +

(
n

1

)
f (n−1) g′ +

(
n

2

)
f (n−2) g′′ + · · ·+

(
n

n

)
f g(n).

III.5.24. Cvičeńı. Vypoč́ıtejte derivace následuj́ıćıch funkćı. (Nezapomeňte na defi-
ničńı obor derivace.)

a)
√
x · cosx b)

x2 − 1

x2 + 1
c)

1 + ln x

x

d) (x2 − 1) (x3 + 2x− 1) e) arcsin
√
x f) sin (1− cosx)

g) xx h) ln (ln x) i) ln (arctg x)

j) 22x+1 k) (3x− 1)2001 l) −x · cotg x+ ln (sinx)

m) [ arcsin x ]2 n) (ln x)x o) x · sinx2 p)
√
2x+ 1

Výsledky:

a)
1

2
√
x
cosx−

√
x · sinx (pro x > 0), b)

2x (x2 + 1)− (x2 − 1) 2x

(x2 + 1)2
(pro x ∈ R),

c) − ln x

x2
(pro x > 0), d) 2x (x2 + 2x− 1) + (x2 − 1) (3x2 + 2) (pro x ∈ R),

e)
1

2
√
x
· 1√

1− x
(pro x ∈ (0, 1) ), f) cos (1− cosx) · sinx (pro x ∈ R),
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g) xx · (ln x+ 1) (pro x > 0), h)
1

ln x
· 1
x

(pro x > 1),

i)
1

arctg x
· 1

x2 + 1
(pro x > 0), j) 22x+1 · 2 · ln 2 (pro x ∈ R),

k) 2001 · (3x− 1)2000 · 3 (pro x ∈ R), l)
x

(sinx)2
(pro sin x > 0),

m)
2 arcsin x√

1− x2
(pro x ∈ (−1, 1) ), n) (ln x)x ·

[
ln (ln x) +

1

ln x

]
(pro x > 1),

o) sin x2 + 2x2 · cosx2 (pro x ∈ R), p)
1√

2x+ 1
(pro x > −1

2
).

Pochopeńı podstaty a významu derivace a derivováńı zadaných funkćı patř́ı mezi
nejd̊uležitěǰśı poznatky, které si muśıte během prvńıho semestru studia osvojit. Proto
je nutné, abyste si samostatně vyřešili větš́ı množstv́ı př́ıklad̊u na toto téma. Vhodné
př́ıklady můžete nalézt např́ıklad ve sb́ırce [NK].

III.6. Užit́ı derivace: intervaly monotónnosti a konvexnosti,
l’Hospitalovo pravidlo, oskulačńı kružnice, křivost

III.6.1. Věta o středńı hodnotě
(Lagrangeova věta). Necht’ funkce
f je spojitá v uzavřeném intervalu
⟨a, b⟩ a necht’ má derivaci v otevřeném
intervalu (a, b). Pak existuje bod ξ ∈
(a, b) takový, že

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
.

-x

6y

pppp

pppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp pppppppppppppppppp p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p
a bξ

f

f(a)

f(b)

A

Bq

q

q

q qqq

q

Obr. 28

III.6.2. Poznámka. Geometrická interpretace Lagrangeovy věty je patrná z obr. 28.
Věta v podstatě ř́ıká, že mezi body a a b existuje bod ξ, ve kterém je tečna ke grafu
funkce f rovnoběžná se sečnou AB.

Lagrangeova věta se většinou bezprostředně nepouž́ıvá k řešeńı praktických př́ıkla-
d̊u. Jej́ı velký význam však spoč́ıvá v tom, že jej́ı pomoćı lze odvodit řadu daľśıch vět,
které již bezprostředńı praktické užit́ı maj́ı. Př́ıkladem je hned následuj́ıćı věta III.6.4.

III.6.3. Vnitřek intervalu. Je-li I interval v R, pak množinu všech vnitřńıch bod̊u
tohoto intervalu budeme nazývat vnitřek I a budeme ji značit I◦. Je-li tedy např́ıklad
I = (a, b⟩, je I◦ = (a, b). Je-li I = ⟨0, 1⟩, je I◦ = (0, 1), apod.

III.6.4. Věta. Necht’ f je spojitá funkce v intervalu I. Pak plat́ı implikace

a) f ′(x) > 0 pro všechna x ∈ I◦ =⇒ f je v intervalu I rostoućı,

b) f ′(x) ≥ 0 pro všechna x ∈ I◦ =⇒ f je v intervalu I neklesaj́ıćı,

c) f ′(x) < 0 pro všechna x ∈ I◦ =⇒ f je v intervalu I klesaj́ıćı,
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d) f ′(x) ≤ 0 pro všechna x ∈ I◦ =⇒ f je v intervalu I nerostoućı,

e) f ′(x) = 0 pro všechna x ∈ I◦ =⇒ f je v intervalu I konstantńı.

Důkaz: Dokážeme pouze implikaci a), v ostatńıch př́ıpadech by byl postup zcela analo-
gický. Necht’ x1 a x2 jsou libovolné dva body z I takové, že x1 < x2. Z Lagrangeovy
věty vyplývá, že existuje bod ξ ∈ (x1, x2) takový, že f(x2)− f(x1) = f ′(ξ) · (x2 − x1).
Protože je (x2 − x1) > 0 a z předpoklad̊u bodu a) plyne, že rovněž f ′(ξ) > 0,
dostáváme: f(x2) − f(x1) > 0, neboli f(x1) < f(x2). To ale znamená, že funkce f
je v intervalu I rostoućı. (Srovnejte s bodem a) v odstavci III.2.12.) □

III.6.5. Př́ıklad. Vyšetřeme intervaly monotónnosti funkce f(x) = x3 − 3x.

Řešeńı: Intervaly monotónnosti rozumı́me intervaly, na kterých je funkce f rostoućı
nebo klesaj́ıćı, př́ıpadně neklesaj́ıćı nebo nerostoućı.

Funkce f je definována a spojitá na intervalu (−∞,+∞). Jej́ı derivace je f ′(x) =
3x2 − 3 (též pro x ∈ (−∞,+∞)). Řešeńım nerovnic f ′(x) > 0 a f ′(x) < 0 zjist́ıme:

3x2 − 3 > 0 ⇐⇒ x2 − 1 > 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−1) nebo x ∈ (1,+∞),

3x2 − 3 < 0 ⇐⇒ x2 − 1 < 0 ⇐⇒ x ∈ (−1, 1).

To znamená, dle věty III.6.4, že funkce f je rostoućı na intervalech (−∞,−1) a (1,+∞)
a klesaj́ıćı na intervalu (−1, 1). To však neńı všechno: jelikož funkce f je na každém z
uvedených interval̊u spojitá ,,až do krajńıch bod̊u” −1 a 1, tj. je spojitá na intervalech
(−∞,−1⟩, ⟨1,+∞) a ⟨−1, 1⟩, lze výroky o monotónnosti funkce f rozš́ı̌rit na intervaly,
obsahuj́ıćı krajńı body. Můžeme tedy učinit závěr:

a) Funkce f je rostoućı na intervalech (−∞,−1⟩ a ⟨1,+∞).

b) Funkce f je klesaj́ıćı na intervalu ⟨−1, 1⟩. (Viz obr. 29.)

III.6.6. Poznámka. Studenti se
často dopouštěj́ı této chyby: Ze sku-
tečnosti, že funkce f(x) = x3 − 3x
je rostoućı na intervalech (−∞,−1⟩
a ⟨1,+∞) usoud́ı, že f je rostoućı
na sjednoceńı (−∞,−1⟩ ∪ ⟨1,+∞).
To ale neńı pravda. Funkce f je ros-
toućı na každém ze dvou interval̊u
(−∞,−1⟩ a ⟨1,+∞) zvlášt’, nikoliv
však na jejich sjednoceńı. (To je pa-
trné z obr. 29.)
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III.6.7. Př́ıklad. Vyšetřeme intervaly monotónnosti funkce f(x) = 1− x2 + 1
2
x4.
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Řešeńı: Funkce f je definována a spojitá na intervalu (−∞,+∞). Jej́ı derivace je
f ′(x) = −2x+ 2x3 (též pro x ∈ (−∞,+∞)). Řeš́ıme nerovnice f ′(x) > 0 a f ′(x) < 0:

−2x+ 2x3 > 0 ⇐⇒ x (−1 + x2) > 0 ⇐⇒ x ∈ (−1, 0) nebo x ∈ (1,+∞),

−2x+ 2x3 < 0 ⇐⇒ x (−1 + x2) < 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−1) nebo x ∈ (0, 1).

Nav́ıc, na každém z uvedených in-
terval̊u je f spojitá ,,až do krajńıch
bod̊u”, tj. je spojitá na intervalech
⟨−1, 0⟩, ⟨1,+∞) a (−∞,−1⟩, ⟨0, 1⟩.
Můžeme tedy učinit závěr:

a) Funkce f je rostoućı na interva-
lech ⟨−1, 0⟩ a ⟨1,+∞).

b) Funkce f je klesaj́ıćı na interva-
lech (−∞,−1⟩ a ⟨0, 1⟩. (Viz obr. 30.)
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III.6.8. Konvexńı a konkávńı funkce. Funkci f nazýváme ryze konvexńı na mno-
žině M , je-li M ⊂ D(f) a jestliže pro každé tři body x1, x2, x3 ∈M takové, že x1 <
x2 < x3, plat́ı: Bod Q2 = [x2, f(x2) ] lež́ı pod př́ımkou Q1Q3, kde Q1 = [x1, f(x1) ]
a Q3 = [x3, f(x3) ].

Nahrad́ıme-li v této definici slova ,,pod př́ımkou” slovy nad př́ımkou, źıskáme defi-
nici funkce ryze konkávńı na množině M .

Nahrad́ıme-li v této definici slova ,,pod př́ımkou” slovy pod nebo na př́ımce, źıská-
me definici funkce konvexńı na množině M .

Nahrad́ıme-li v této definici slova ,,pod př́ımkou” slovy nad nebo na př́ımce, źıská-
me definici funkce konkávńı na množině M .

Na obr. 31 a (respektive 31 b) můžete vidět př́ıklad ryze konvexńı (respektive ryze
konkávńı) funkce.
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Obr. 31 a Obr. 31 b

III.6.9. Poznámka. Ryze konvexńı funkce je speciálńım př́ıpadem konvexńı funkce a
ryze konkávńı funkce je speciálńım př́ıpadem konkávńı funkce.
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III.6.10. Poznámka. Podmı́nku, že bod Q2 = [x2, f(x2) ] lež́ı pod př́ımkou Q1Q3,
kde Q1 = [x1, f(x1) ] a Q3 = [x3, f(x3) ] lze početně vyjádřit nerovnost́ı

f(x2) < f(x1) +
f(x3)− f(x1)

x3 − x1
· (x2 − x1).

III.6.11. Věta. Necht’ funkce f je spojitá v intervalu I. Pak plat́ı implikace

a) f ′′(x) > 0 pro všechna x ∈ I◦ =⇒ f je v intervalu I ryze konvexńı,

b) f ′′(x) ≥ 0 pro všechna x ∈ I◦ =⇒ f je v intervalu I konvexńı,

c) f ′′(x) < 0 pro všechna x ∈ I◦ =⇒ f je v intervalu I ryze konkávńı,

d) f ′′(x) ≤ 0 pro všechna x ∈ I◦ =⇒ f je v intervalu I konkávńı,

e) f ′′(x) = 0 pro všechna x ∈ I◦ =⇒ f je v intervalu I lineárńı.

III.6.12. Poznámka. Důkaz věty III.6.11 vynecháme, nicméně v zájmu lepš́ıho poro-
zuměńı podstaty věty nast́ıńıme alespoň jeho myšlenku. Věnujme se např́ıklad bodu a):
f ′′ je prvńı derivaćı funkce f ′. Z nerovnosti f ′′ > 0 v I◦ tedy plyne, že f ′ rostoućı
funkćı v I◦. To znamená, že pohybujeme-li se v intervalu I zleva doprava, tečna ke
grafu f měńı směr – skláńı se tak, že jej́ı směrnice nar̊ustá. To je ale možné pouze
v tom př́ıpadě, je-li funkce f v intervalu I konvexńı. (Promyslete si toto s pomoćı
obr. 31 a.)

III.6.13. Př́ıklad. Vyšetřeme intervaly, na kterých je funkce f(x) = x3−3x konvexńı
nebo konkávńı.

Řešeńı: Jedná se o stejnou funkci, jako v př́ıkladu III.6.5. Funkce f je definovaná a
spojitá na intervalu (−∞,+∞). Jej́ı druhá derivace je f ′′(x) = 6x (též pro x ∈
(−∞,+∞)). Řešeńım nerovnic f ′′(x) > 0 a f ′′(x) < 0 zjist́ıme:

6x > 0 ⇐⇒ x ∈ (0,+∞), 6x < 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞, 0).

To znamená, dle věty III.6.11, že funkce f je ryze konvexńı na intervalu (0,+∞) a ryze
konkávńı na intervalu (−∞, 0). Jelikož funkce f je na každém z uvedených interval̊u
spojitá ,,až do krajńıho bodu” 0, tj. je spojitá na intervalech ⟨0,+∞) a (−∞, 0⟩, lze
uvedené výroky rozš́ı̌rit na tyto intervaly. Můžeme tedy učinit závěr:

a) Funkce f je ryze konvexńı na intervalu ⟨0,+∞).

b) Funkce f je ryze konkávńı intervalu (−∞, 0⟩.

III.6.14. Př́ıklad. Vyšetřeme intervaly, na kterých je funkce f(x) = 1 − x2 + 1
2
x4

konvexńı nebo konkávńı.

Řešeńı: Jedná se o stejnou funkci, jako v př́ıkladu III.6.7. Jej́ı graf vid́ıte na obr. 30.
Druhá derivace funkce f je f ′′(x) = −2+6x2 (pro x ∈ (−∞,+∞)). Řešeńım nerovnic
f ′′(x) > 0 a f ′′(x) < 0 zjist́ıme:

−2 + 6x2 > 0 ⇐⇒ x2 > 1
3

⇐⇒ x ∈
(
−∞, −

√
3/3

)
nebo x ∈

(√
3/3, +∞

)
,

−2 + 6x2 < 0 ⇐⇒ x2 < 1
3

⇐⇒ x ∈
(
−
√
3/3,

√
3/3

)
.
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Nav́ıc, na každém z uvedených interval̊u spojitá ,,až do krajńıch bod̊u”, tj. je spojitá na
intervalech (−∞, −

√
3/3

〉
,
〈√

3/3, +∞
)
a
〈
−
√
3/3,

√
3/3

〉
. Můžeme tedy učinit závěr:

a) Funkce f je ryze konvexńı na intervalech (−∞, −
√
3/3

〉
a
〈√

3/3, +∞
)
.

b) Funkce f je ryze konkávńı na intervalu
〈
−
√
3/3,

√
3/3

〉
.

III.6.15. Poznámka. Dejte opět pozor, abyste výrok, že ,,f je ryze konvexńı na
intervalech

(
−∞, −

√
3/3

〉
a
〈√

3/3, +∞
)
” nezaměnili za výrok, že ,,f je ryze konvexńı

na sjednoceńı
(
−∞, −

√
3/3

〉
∪
〈√

3/3, +∞
)
”. To totiž neńı pravda. Funkce f je sice

ryze konvexńı každém z interval̊u
(
−∞, −

√
3/3

〉
a
〈√

3/3, +∞
)
, ale neńı konvexńı na

jejich sjednoceńı.

Daľśı věta ukazuje, že derivace může být velmi užitečná při výpočtu limit, které
vedou na tzv. neurčité výrazy typu ,,0/0” nebo ,,∞/∞”. (Na znaménku nekonečna
přitom nezálež́ı.)

III.6.16. Věta (l’Hospitalovo pravidlo). Předpokládejme, že c ∈ R∗ a že limity
lim
x→c

f(x) a lim
x→c

g(x) jsou bud’ obě nulové, nebo obě nekonečné. Pak plat́ı

lim
x→c

f(x)

g(x)
= lim

x→c

f ′(x)

g′(x)
,

existuje-li limita vpravo. (Stejné tvrzeńı plat́ı i pro limity zleva a limity zprava.)

III.6.17. Poznámka. l’Hospitalovo pravidlo tedy ř́ıká, že vede-li výpočet limity pod́ılu
f(x)/g(x) (pro x→ c ) na neurčitý výraz typu ,,0/0” nebo ,,∞/∞” a existuje-li limita
lim
x→c

f ′(x)/g′(x), pak existuje také limita lim
x→c

f(x)/g(x) a obě limity jsou si rovny.

Předpoklad existence limity lim
x→c

f ′(x)/g′(x) je d̊uležitý. Jsou totiž známy př́ıpady,

kdy tato limita neexistuje a limita lim
x→c

f(x)/g(x) přesto existuje. (Jej́ı hodnotu však

v takovém př́ıpadě nemžeme vypoč́ıtat pomoćı l’Hospitalova pravidla.)

III.6.18. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme limitu lim
x→0

tg x

x
.

Tuto limitu nelze vyjádřit jako pod́ıl limit čitatele a jmenovatele, nebot’ bychom takto
obdrželi neurčitý výraz 0/0. Pro limitu pod́ılu derivaćı ale plat́ı:

lim
x→0

(tg x)′

x′
= lim

x→0

1/(cosx)2)

1
= lim

x→0

1

(cosx)2
=

1

12
= 1.

Proto i lim
x→0

(tg x)/x existuje a je rovna 1.

III.6.19. Př́ıklad. Opět ukážeme použit́ı l’Hospitalova pravidla, tentokrát stručněji:

lim
x→0

x− sinx

x3
= lim

x→0

1− cosx

3x2
= lim

x→0

sinx

6x
= lim

x→0

cosx

6
=

1

6
.

(Zde jsme použili l’Hospitalovo pravidlo celkem třikrát.)
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III.6.20. Oskulačńı kružnice, křivost. Předpokládejme, že funkce f má v bodě
x0 druhou derivaci f ′′(x0), která je r̊uzná od nuly. (Pak f má samozřejmě v bodě x0 i
prvńı derivaci.) Označme pro jednoduchost y0 = f(x0), y′0 = f ′(x0) a y′′0 = f ′′(x0).

Řešme tento problém: Hledejme kružnici (x − xs)
2 + (y − ys)

2 = r2, která se
v bodě [x0, y0] dotýká grafu funkce f a má zde s ńım tzv. ,,styk řádu 2”. To znamená,
že hled́ıme-li v okoĺı bodu [x0, y0] na kružnici jakožto na graf funkce y(x), pak tato
funkce má v bodě x0 stejnou hodnotu, stejnou 1. derivaci a stejnou 2. derivaci, jako
funkce f :

(a) y(x0) = y0, (b) y′(x0) = y′0, (c) y′′(x0) = y′′0 .

Kružnici s těmito vlastnostmi nazývá-
me oskulačńı kružnice grafu funkce f
v bodě [x0, y0]. Jej́ı střed S = [xs, ys]
se nazývá střed křivosti a jej́ı poloměr
r se nazývá poloměr křivosti. Pře-
vrácenou hodnotu poloměru křivosti
(tj. č́ıslo 1/r) nazýváme křivost funkce
f v bodě x0.

Oskulačńı kružnice ze všech mož-
ných kružnic nejlépe aproximuje graf
funkce f v okoĺı bodu [x0, f(x0)].

-
x

6y

qS = [xs, ys]� r

qppppppppp
pppppppppppp
q

q
x0

y0

f

[x0, f(x0)]

Obr. 32

Jak vypoč́ıtáme souřadnice středu křivosti a poloměr křivosti? Jelikož graf
funkce y(x) v okoĺı bodu splývá s oskulačńı kružnićı, y(x) muśı vyhovovat rovnici
oskulačńı kružnice:

(III.6.1)
(
x− xs

)2
+

(
y(x)− ys

)2
= r2.

Užit́ım podmı́nky (a), tj. dosazeńım x = x0 a y(x) = y0, obdrž́ıme rovnici

(III.6.2) (x0 − xs)
2 + (y0 − ys)

2 = r2.

Zderivujeme-li rovnici (III.6.1) podle x a užijeme-li nav́ıc podmı́nku (b), tj. dosad́ıme-li
x = x0, y(x) = y0 a y′(x) = y′0, dostaneme:

(III.6.3) 2 (x0 − xs) + 2 (y0 − ys) · y′0 = 0.

Zderivujeme-li rovnici (III.6.1) dvakrát podle x a užijeme-li nav́ıc podmı́nku (c), tj. do-
sad́ıme-li x = x0, y(x) = y0, y′(x) = y′0 a y′′(x) = y′′0 , obdrž́ıme:

(III.6.4) 2 + 2 y′0
2
+ 2 (y0 − ys) y

′′
0 = 0.

Rovnice (III.6.2), (III.6.3) a (III.6.4) tvoř́ı soustavu tř́ı rovnic pro tři neznámé: xs, ys a
r. Jejich řešeńım źıskáme

xs = x0 − y′0
1 + y′0

2

y′′0
, ys = y0 +

1 + y′0
2

y′′0
, r =

(1 + y′0
2)3/2

|y′′0 |
.
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III.7. Lokálńı a absolutńı extrémy funkce, inflexńı body

III.7.1. Lokálńı extrémy funkce. Předpokládejme, že funkce f je definovaná
v nějakém intervalu (a, b) obsahuj́ıćım bod x0. Ř́ıkáme, že f má v bodě x0 lokálńı ma-
ximum (respektive lokálńı minimum), existuje-li prstencové okoĺı P (x0) bodu x0 ta-
kové, že pro všechna x ∈ P (x0) plat́ı: f(x) ≤ f(x0) (respektive f(x) ≥ f(x0) ).

Nahrad́ıme-li neostré nerovnosti ostrými, źıskáme definice tzv. ostrého lokálńıho
maxima, respektive ostrého lokálńıho minima.

Lokálńı maximum a lokálńı minimum nazýváme lokálńımi extrémy , ostré lokálńı
maximum a ostré lokálńı minimum nazýváme ostrými lokálńımi extrémy .

Všimněte si, že ostré lokálńı extrémy jsou speciálńımi př́ıpady lokálńıch extrémů.
Na obr. 33 vid́ıte funkci f , která má ostrá lokálńı maxima v bodech x1, x3, x5 a x7 a
ostrá lokálńı minima v bodech x2, x4 a x6.

qpppppppppppp
x4

q
q

q
qppppppppppppppppppppppppp

lok. min

x5

lok. max

lok. min

lok. max

ppppppppppppp
x1

pppppppp
x2

pppppppppppppppppppp
x3

f

q

q

ppppppppp
x6

lok. max

lok. min

ppppppppppppppppppppppp
x7

lok. max

f

Obr. 33

III.7.2. Poznámka. Abychom odlǐsili maximum funkce f na celém definičńım oboru
(viz odstavec III.2.9) od lokálńıho maxima, nazýváme je často absolutńım maximem
nebo také globálńım maximem. Podobně, maximum funkce na množiněM též nazýváme
absolutńım maximem na množině M nebo globálńım maximem na množině M .

Analogicky, minimum funkce f na celém definičńım oboru často nazýváme absolut-
ńım minimem nebo také globálńım minimem. Minimum funkce na množiněM nazývá-
me též absolutńım minimem na množině M nebo globálńım minimem na množině M .

Následuj́ıćı věta má zásadńı význam při hledáńı lokálńıch extrémů.

III.7.3. Věta (nutná podmı́nka pro lokálńı extrém). Má-li funkce f v bodě x0
lokálńı extrém a existuje-li f ′(x0), je f ′(x0) = 0.

Důkaz: Ukážeme d̊ukaz sporem. Necht’ funkce f má v bodě x0 lokálńı extrém a
necht’ derivace f ′(x0) existuje, ale neńı rovna nule. Bez újmy na obecnosti můžeme
předpokládat, že je např́ıklad f ′(x0) > 0. Ukážeme, že toto neńı možné, neboli odvo-
d́ıme spor.

Z nerovnosti f ′(x0) > 0 plyne, že existuje a > 0 takové, že lim
h→0

[ f(x0 + h) −
f(x0) ]/h = a > 0. Pro každou posloupnost {hn} v D(f) takovou, že hn → 0 tedy
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plat́ı: lim [ f(x0 + hn) − f(x0) ]/hn = a > 0. Dle definice III.1.4 to ale znamená, že
ke každému U(a) existuje n0 ∈ N takové, že pro n ∈ N, pro která je n ≥ n0, plat́ı:
[ f(x0 + hn) − f(x0) ]/hn ∈ U(a). Zvoĺıme-li za U(a) interval (0, 2a) a polož́ıme-li
hn = 1/n, dostáváme: 0 < [ f(x0 + 1/n) − f(x0) ]/(1/n) < 2a. Odtud ale plyne, že
pro n ≥ n0 je f(x0 +1/n) > f(x0). To znamená, že funkce f nemůže v bodě x0 mı́t
lokálńı maximum. Podobně, pomoćı volby hn = −1/n lze ukázat, že funkce f nemůže
mı́t v bodě x0 ani lokálńı minimum. To je ale spor s předpokladem, že f má v bodě
x0 lokálńı extrém. □

III.7.4. Poznámka. Větu III.7.3 jsme nazvali ,,nutnou podmı́nkou pro lokálńı ex-
trém”, protože podmı́nka f ′(x0) = 0 (pokud derivace f ′(x0) existuje) je skutečně
pouze nutnou podmı́nkou pro to, aby funkce f mohla mı́t v bodě x0 lokálńı extrém,
ale nikoliv podmı́nkou postačuj́ıćı. Lze to ilustrovat třeba na tomto př́ıkladu: Funkce
f(x) = x3 má v bodě x0 = 0 derivaci rovnou nule, ale přesto nemá v tomto bodě
lokálńı extrém.

III.7.5. Vyšetřeńı lokálńıch extrémů. Svých lokálńıch extrémů v intervalu I může
funkce f nabývat pouze

1) v těch vnitřńıch bodech intervalu I, ve kterých je derivace funkce f rovna nule
(viz obr. 33, body x1, x2, x3 a x6), nebo

2) v těch vnitřńıch bodech intervalu I, ve kterých derivace funkce f neexistuje (viz
obr. 33, body x4, x5, x7).

Všimněte si d̊urazu na slovo ,,může”. Funkce f totiž v uvedených bodech svých lokál-
ńıch extrémů nabývat ,,může” (a nikde jinde), nikoliv však ,,muśı”. Je to d̊usledek věty
III.7.3 a poznámky III.7.4.

Při vyšetřováńı lokálńıch extrémů funkce f postupujeme takto:

a) Najdeme všechny body, ve kterých je derivace funkce f nulová nebo ve kterých tato
derivace neexistuje. Toto jsou jediné body, ve kterých f může mı́t lokálńı extrém.

b) Rozhodneme, zda v nalezených bodech funkce f opravdu má lokálńı extrémy a
urč́ıme, zda se jedná o lokálńı maximum nebo lokálńı minimum. K tomu můžeme
použ́ıt jeden z těchto postup̊u:

b1) Označme x0 jeden z nalezených bod̊u. Předpokládejme, že funkce f je spojitá
v tomto bodě. (To plyne např́ıklad z existence derivace – viz větu III.5.8.)
Zjist́ıme-li např́ıklad, že f je rostoućı a v nějakém levém okoĺı bodu x0 a
klesaj́ıćı v nějakém pravém okoĺı bodu x0, pak f má zřejmě v bodě x0 ostré
lokálńı maximum. (Načrtněte si obrázek.) Naopak, je-li f klesaj́ıćı v nějakém
levém okoĺı bodu x0 a rostoućı v nějakém pravém okoĺı bodu x0, pak f má
v bodě x0 ostré lokálńı minimum.

b2) K poznáńı, zda funkce f má v bodě x0 lokálńı extrém a jakého typu, můžeme
též použ́ıt větu III.6.19. S touto větou se seznámı́me později. Věta využ́ıvá
znaménka druhé derivace funkce f v bodě x0.

79



III.7.6. Př́ıklad. Najdeme lokálńı extrémy funkce f(x) = x2 ex.

Definičńım oborem funkce f je interval (−∞,+∞) a funkce f má ve všech bodech
tohoto intervalu derivaci. Má-li tedy funkce f v nějakém bodě x0 intervalu (−∞,+∞)
lokálńı extrém, pak může j́ıt pouze o extrém typu 1) z odstavce III.7.5. V takovém
bodě x0 tedy muśı platit: f ′(x0) = 0. Derivaci funkce f snadno vypoč́ıtáme: f ′(x) =
2x ex+x2 ex = (2+x)x ex. Polož́ıme ji rovnou nule a źıskáme rovnici (2+x)x ex = 0.
Tato rovnice má dvě řešeńı: x1 = −2, x2 = 0. Body −2 a 0 jsou tedy jedinými body,
ve kterých může mı́t funkce f lokálńı extrém.

Zjistit, zda skutečně má funkce f v některém z bod̊u −2 a 0 lokálńı extrém
a o jaký extrém konkrétně jde, můžeme např́ıklad zp̊usobem, popsaným v bodě b1)
v předcházej́ıćım odstavci: Řešeńım nerovnice f ′(x) = (2 + x)x ex > 0 dostáváme:
x ∈ (−∞,−2) nebo x ∈ (0,+∞) a podobně, nerovnice f ′(x) = (2 + x)x ex < 0 vede
k řešeńı x ∈ (−2, 0). Funkce f má tedy kladnou derivaci v intervalech (∞,−2) a
(0,+∞), proto je podle věty III.6.4 v každém z nich rostoućı. V intervalu (−2, 0) má
f zápornou derivaci, proto je v něm klesaj́ıćı. Jelikož v bodě −2 je funkce f spojitá,
je rostoućı v jeho levém okoĺı a klesaj́ıćı v jeho pravém okoĺı, má f v bodě −2 ostré
lokálńı maximum. Podobně, f je spojitá funkce v bodě 0, je klesaj́ıćı v jeho levém
okoĺı a rostoućı v jeho pravém okoĺı, proto má f v bodě 0 ostré lokálńı minimum.

III.7.7. Vyšetřeńı absolutńıch (= globálńıch) extrémů. Svých absolutńıch
extrémů v intervalu I může funkce f nabývat pouze

1) v těch vnitřńıch bodech intervalu I, ve kterých má f derivaci rovnou nule, nebo

2) v těch vnitřńıch bodech intervalu I, ve kterých derivace funkce f neexistuje, nebo

3) v krajńıch bodech intervalu I (neńı-li interval I otevřený).

Tyto př́ıpady jsou znázorněny na obr. 34 a, 34 b a 34 c.
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q
q
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pppppppppppppp
a b

q

q

ppppp
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pppppppppppppppppp

max

a b

Obr. 34 a Obr. 34 b Obr. 34 c

Při vyšetřováńı absolutńıch extrémů funkce f v intervalu I postupujeme
takto:

a) Najdeme všechny vnitřńı body intervalu I, ve kterých je derivace funkce f nulová
nebo ve kterých tato derivace neexistuje. Přidáme též krajńı body intervalu I (je-li
tento interval uzavřený). Toto jsou jediné body, ve kterých f může mı́t absolutńı
extrém v I.
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b) Máme-li jistotu, že absolutńı extrémy maxI f a minI f existuj́ı, pak vypoč́ıtáme
hodnoty funkce f ve všech nalezených bodech. Největš́ı z nich je maxI f a nejmenš́ı
z nich je minI f .

Jistotu, že absolutńı extrémy funkce f v intervalu I existuj́ı, můžeme źıskat
např́ıklad pomoćı věty III.4.29. (Ta ř́ıká, že je-li interval I omezený a uzavřený
a funkce f je v něm spojitá, pak absolutńı extrémy f v I existuj́ı.)

Nejsou-li splněny předpoklady věty III.4.29, je třeba při vyšetřováńı existence ab-
solutńıch extrémů funkce f v intervalu I volit jemněǰśı postup, závislý př́ıpad od
př́ıpadu na funkci f . Může se stát, že oba absolutńı extrémy f v I (nebo jenom
jeden z nich) neexistuj́ı. (Viz též poznámku III.2.11.)

III.7.8. Př́ıklad. f(x) = x2 +
16

x
− 16, I = ⟨1, 4⟩

Vyšetřete absolutńı extrémy funkce f v intervalu I. (Tj. jejich existenci, hodnotu a
polohu.)

Řešeńı: ⟨1, 4⟩ je omezený a uzavřený interval. Funkce f je v tomto intervalu spojitá.
(Je patrné, že funkce f je spojitá v (−∞, 0) ∪ (0,+∞).) Podle věty III.4.29 absolutńı
extrémy max ⟨1,4⟩ f a min ⟨1,4⟩ f existuj́ı.

Funkce f má derivaci ve všech bodech x ∈ ⟨1, 4⟩:

f ′(x) = 2x − 16

x2
.

Řešeńım rovnice f ′(x) = 0 źıskáme jediný kořen: x = 2. Přidáńım krajńıch bod̊u
intervalu ⟨1, 4⟩ źıskáme množinu: x1 = 1, x2 = 2, x3 = 4. Toto jsou jediné body,
ve kterých funkce f může v intervalu ⟨1, 4⟩ nabývat absolutńıch extrémů. Vypoč́ıtáme
funkčńı hodnoty v nalezených bodech: f(x1) = f(1) = 1, f(x2) = f(2) = −4, f(x3) =
f(4) = 4. Nejmenš́ı z nich je −4 a největš́ı z nich je 4. Proto je max ⟨1,4⟩ f = f(2) = −4
a min ⟨1,4⟩ f = f(4) = 4.

Nyńı se vrát́ıme k otázce určeńı typu lokálńıho extrému - viz též př́ıklad III.7.6.

III.7.9. Věta (postačuj́ıćı podmı́nky pro ostrý lokálńı extrém).

a) Je-li f ′(x0) = 0 a f ′′(x0) > 0, má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı minimum.

b) Je-li f ′(x0) = 0 a f ′′(x0) < 0, má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı maximum.

III.7.10. Poznámka. Důkaz věty III.7.9 také vynecháme. K pochopeńı věty však
přispěje tato úvaha: Předpokládejme, že f ′(x0) = 0, f ′′(x0) > 0 a abychom vyloučili
komplikované př́ıpady, předpokládejme ještě, že druhá derivace f ′′ je v bodě x0 spojitá.
Z nerovnosti f ′′(x0) > 0 plyne, že existuje okoĺı U(x0) takové, že f ′′(x) > 0 pro
všechna x ∈ U(x0). (Použili jsme větu III.4.30.) Podle věty III.6.11 to ale znamená, že
funkce f je v intervalu U(x0) ryze konvexńı. Tato informace spolu s t́ım, že f ′(x0) = 0,
vede k závěru, že f má v bodě x0 ostré lokálńı minimum. (Načrtněte si obrázek.)

III.7.11. Př́ıklad. Nalezneme lokálńı extrémy funkce f(x) = 2x3 + 3x2 − 36x + 4.
Definičńım oborem f je interval (−∞,+∞) a funkce f má ve všech bodech tohoto
intervalu derivaci, takže lokálńı extrémy může mı́t pouze v těch bodech, kde je derivace
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rovna nule. (Viz větu III.7.3.) Derivace f je: f ′(x) = 6x2+6x−36. Řešeńım kvadratické
rovnice 6x2 + 6x − 36 = 0 źıskáme body x1 = −3 a x2 = 2. Pro druhou derivaci
funkce f plat́ı: f ′′(x) = 12x+ 6. Dosazeńım hodnot x1 a x2 do f ′′(x) zjist́ıme, že

a) f ′′(x1) = f ′′(−3) = 12 · (−3) + 6 = −30 < 0. Funkce f má proto v bodě −3
ostré lokálńı maximum.

b) f ′′(x2) = f ′′(2) = 12 · 2 + 6 = 30 > 0. Funkce f má proto v bodě 2 ostré
lokálńı minimum.

III.7.12. Poznámka. Zaměńıme-li v předpokladech věty III.7.9 ostrou nerovnost
f ′′(x0) > 0 za neostrou f ′′(x0) ≥ 0, pak neńı pravda, že rovněž v tvrzeńı můžeme
zaměnit ,,ostré lokálńı minimum” pouhým ,,lokálńım minimem” a věta bude také pla-
tit. Naopak, nerovnost f ′′(x0) ≥ 0 připoušt́ı možnost f ′′(x0) = 0 a ze dvou rov-
nost́ı f ′(x0) = 0 a f ′′(x0) = 0 nelze o extrémech funkce f v bodě x0 učinit závěr
žádný ! Promyslete si toto v souvislosti se třemi jednoduchými př́ıklady: 1) f(x) = x4,
2) f(x) = −x4, 3) f(x) = x3. Ve všech třech př́ıkladech uvažujte x0 = 0.

III.7.13. Inflexńı bod. Předpokládej-
me, že v bodě [x0, f(x0) ] existuje tečna
ke grafu funkce f . Tečna děĺı rovi-
nu x, y na dvě poloroviny. Přecháźı-
li v bodě [x0, f(x0) ] graf funkce f
z jedné poloroviny do druhé, nazýváme
x0 inflexńım bodem funkce f .
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Obr. 35

III.7.14. Př́ıklad. Bod 0 je inflexńım bodem funkce f(x) = x3 + 1. Nakreslete si
sami graf funkce f a tečnu k jej́ımu grafu v bodě [ 0, f(0) ] = [ 0, 1 ].

III.7.15. Věta (nutná podmı́nka pro inflexńı bod). Je-li x0 inflexńım bodem
funkce f a existuje-li f ′′(x0), je f ′′(x0) = 0.

III.7.16. Poznámka. Existuje-li f ′′(x0), pak podmı́nka f ′′(x0) = 0 je skutečně pouze
nutnou podmı́nkou pro to, aby bod x0 mohl být inflexńım bodem f. Neńı však pod-
mı́nkou postačuj́ıćı ! To znamená, že větu III.7.15 nelze otočit a tvrdit, že z rovnosti
f ′′(x0) = 0 plyne, že x0 je inflexńı bod. Je to patrné z př́ıkladu f(x) = x4. Tato
funkce má v bodě 0 druhou derivaci rovnou nule, přesto 0 neńı inflexńım bodem f .

Najdeme-li tedy pro zadanou funkci f body, ve kterých má f druhou derivaci rov-
nou nule, máme pouze ,,vhodné kandidáty” na inflexńı body. Jsou-li ale tyto body
skutečně inflexńımi body, muśıme zjistit jinými prostředky. V mnoha př́ıpadech je
k tomu užitečná následuj́ıćı věta.

III.7.17. Věta (postačuj́ıćı podmı́nky pro inflexńı bod). Je-li f ′′(x0) = 0 a
f ′′′(x0) ̸= 0, je x0 inflexńım bodem funkce f .

III.7.18. Př́ıklad. Urč́ıme inflexńı body funkce f(x) = exp (−x2). Pro všechna x ∈
(−∞,+∞) je f ′(x) = −2x exp (−x2) a f ′′(x) = 2 (2x2 − 1) exp (−x2). Pokud má
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funkce f inflexńı body, muśı v nich být podle věty III.7.15 druhá derivace f nulová.
Proto řeš́ıme rovnici f ′′(x) = 0, tj. 2 (2x2 − 1) exp (−x2) = 0. Tato rovnice má
dvě řešeńı: x1 = −1/

√
2 a x2 = 1/

√
2. Derivováńım funkce f ′′ obdrž́ıme: f ′′′(x) =

4 (3x− 2x3) exp (−x2). Dosazeńım hodnot x1 a x2 do f ′′′(x) zjist́ıme, že

a) f ′′′(x1) = f ′′′(−1/
√
2) = −8/

√
2 · exp (−0.5) ̸= 0, bod x1 je tedy podle věty

III.7.17 inflexńım bodem funkce f .

b) f ′′′(x2) = f ′′′(1/
√
2) = 8/

√
2 · exp (−0.5) ̸= 0, bod x2 je podle věty III.7.17

také inflexńım bodem funkce f .

III.8. Asymptoty, pr̊uběh funkce

III.8.1. Asymptoty grafu funkce. Př́ımku y = kx+q nazýváme šikmou asymptotou
grafu funkce f pro x→ −∞ , jestliže lim

x→−∞
[ f(x)− kx− q ] = 0.

Podobně, př́ımku y = kx + q nazýváme šikmou asymptotou grafu funkce f pro
x→ +∞ , jestliže lim

x→+∞
[ f(x)− kx− q ] = 0.

Př́ımku x = x0 nazýváme svislou asymptotou grafu funkce f v bodě x0, jestliže
funkce f má v bodě x0 alespoň jednu jednostrannou limitu nevlastńı (tj. nekonečnou).

Př́ıklad šikmé asymptoty grafu funkce f pro x→ +∞ je vidět na obr. 36 a, př́ıklad
svislé asymptoty je vidět na obr. 36 b. (Asymptoty jsou nakresleny čárkovaně. Šikmá
asymptota může být ve speciálńım př́ıpadě i horiozontálńı, tj. rovnoběžná s osou x.)

y = kx+ q

y = f(x)

q
x0

x = x0 y = f(x)

Obr. 36 a Obr. 36 b

III.8.2. Věta (nutné a postačuj́ıćı podmı́nky pro šikmou asymptotu). Př́ımka
y = kx+ q je šikmou asymptotou grafu funkce f pro x → +∞ právě když současně
plat́ı

lim
x→+∞

f(x)

x
= k, lim

x→+∞
[ f(x)− kx ] = q.

Tato věta umožňuje zjistit, má-li daná funkce f šikmou asymptotu pro x → +∞ :
Poč́ıtáme výše uvedené limity. Pokud obě existuj́ı a maj́ı konečné hodnoty k a q, pak
př́ımka y = kx+q je šikmou asymptotou funkce f pro x→ +∞. Jestliže některá z obou
limit neexistuje nebo je nekonečná, šikmá asymptota funkce f pro x→ +∞ neexistuje.

Větu lze použ́ıt i k vyšetřeńı šikmé asymptoty pro x → −∞. Stač́ı všude zaměnit
+∞ za −∞.
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III.8.3. Postup při vyšetřováńı pr̊uběhu funkce f :

a) • Urč́ıme definičńı obor f (neńı-li již zadán).

• Zjist́ıme, zda funkce f je sudá, lichá, periodická

• Urč́ıme, kde je funkce f spojitá a vypoč́ıtáme jednostranné limity v krajńıch
bodech interval̊u, které tvoř́ı definičńı obor f, př́ıpadně též v bodech nespojitosti
funkce f .

• Stanov́ıme pr̊useč́ıky grafu f s osami souřadného systému a najdeme maximálńı
intervaly, v nichž funkce nabývá kladných (respektive záporných) hodnot.

b) • Vypoč́ıtáme derivaci funkce f. (Nezapomeneme na stanoveńı definičńıho oboru
derivace.)

• Najdeme maximálńı intervaly, ve kterých je funkce monotónńı. (Urč́ıme také
o jaký typ monotónnosti se jedná – tj. zda je v nalezeném intervalu f rostoućı,
klesaj́ıćı, nerostoućı nebo neklesaj́ıćı.)

• Najdeme lokálńı extrémy funkce f .

c) • Vypoč́ıtáme druhou derivaci funkce f .

• Urč́ıme maximálńı intervaly, v nichž je funkce f ryze konvexńı nebo ryze kon-
kávńı (př́ıpadně pouze konvexńı nebo konkávńı).

• Najdeme inflexńı body f .

d) • Najdeme asymptoty grafu funkce f .

• Načrtneme graf f .

III.8.4. Př́ıklad. Vyšetř́ıme pr̊uběh funkce f(x) =
x3

4− x2
.

a) • D(f) = (−∞,−2) ∪ (−2, 2) ∪ (2,+∞) (jmenovatel zlomku nesmı́ být nulový).

• Funkce f je lichá, protože pro každé x ∈ D(f) plat́ı: −x ∈ D(f) a f(−x) =
−f(x). Proto je graf f souměrný podle počátku souřadného systému. Funkćı f
se proto budeme zabývat pouze na množině ⟨0, 2) ∪ (2,+∞), informace o jej́ım
,,chováńı” na množině (−∞,−2) ∪ (−2, 0⟩ źıskáme na základě zmı́něné souměr-
nosti.

• Funkce f je v D(f) spojitá (jakožto pod́ıl dvou spojitých funkćı, funkce ve
jmenovateli je kromě toho v D(f) r̊uzná od nuly).

lim
x→2−

f(x) = lim
x→2−

x3

4− x2
= +∞, lim

x→2+
f(x) = lim

x→2+

x3

4− x2
= −∞,

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

x3

4− x2
= lim

x→+∞

x

(4/x2)− 1
=

+∞
−1

= −∞,

• f(x) = 0 ⇐⇒ x3

4− x2
= 0 ⇐⇒ x = 0,

f(x) > 0 ⇐⇒ x ∈ (0, 2), f(x) < 0 ⇐⇒ x ∈ (2,+∞).

b) • Derivace funkce f : f ′(x) =
3x2 (4− x2)− (−2x)x3

(4− x2)2
=

x2 (12− x2)

(4− x2)2
,
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D(f ′) = D(f),

• f ′(x) = 0 ⇐⇒ x2 (12− x2)

(4− x2)2
= 0 ⇐⇒ x = 0 nebo x = 2

√
3,

f ′(x) > 0 ⇐⇒ x ∈ (0, 2) ∪ (2, 2
√
3), f ′(x) < 0 ⇐⇒ x ∈ (2

√
3,+∞).

Odtud vyplývá, že funkce f je rostoućı v intervalu ⟨0, 2) a v intervalu (2, 2
√
3⟩ a

klesaj́ıćı v intervalu ⟨2
√
3,+∞).

• V bodě 2
√
3 má ostré lokálńı maximum. f(2

√
3) = −3

√
3. V bodě 0 funkce f

nemá extrém, i když zde má nulovou derivaci. Je totiž rostoućı v intervalu ⟨0, 2)
a vzhledem k tomu, že je lichá, je rostoućı i v intervalu (−2, 0⟩. f je tedy rostoućı
v intervalu (−2, 2).

-

6

x

y

p p p p p p p p p p p p p pppppppppppppppppppppp−2
√
3

−2

3
√
3

pppppppppppppp ppppp
ppppp
ppppp
ppppp
p
2
√
3

2

−3
√
3

y = −x

f q

q

Obr. 37

c) • Vypoč́ıtejme druhou derivaci funkce f :

f ′′(x) = [ f ′(x) ]′ =

=
(24x− 4x3) (4− x2)2 − 2 (4− x2) (−2x) (12x2 − x4)

(4− x2)4
=

8x (12 + x2)

(4− x2)3
,

D(f ′′) = D(f ′) = D(f),

• f ′′(x) = 0 ⇐⇒ 8x (12 + x2)

(4− x2)3
= 0 ⇐⇒ x = 0,

f ′′(x) > 0 ⇐⇒ x ∈ (0, 2), f ′′(x) < 0 ⇐⇒ x ∈ (2,+∞).
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Odtud plyne, že funkce f je ryze konvexńı v intervalu ⟨0, 2) a ryze konkávńı
v intervalu (2,+∞).

• Bod 0 je inflexńım bodem (protože f je ryze konvexńı v ⟨0, 2) a vzhledem k již
zmı́něné souměrnosti podle počátku je také ryze konkávńı v (−2, 0⟩ ).

d) • Svislými asymptotami funkce f jsou př́ımky x = −2 a x = 2 (protože f má
v bodech −2 a 2 jednostranné nekonečné limity).

Hledejme šikmou asymptotu f pro x→ +∞. Podle věty III.6.30 vypoč́ıtáme:

lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

x3

x (4− x2)
= −1 = k,

lim
x→+∞

[ f(x)− kx ] = lim
x→+∞

( x3

4− x2
+ x

)
= lim

x→+∞

4x

4− x2
= 0 = q.

Př́ımka y = −x je tedy šikmou asymptotou grafu funkce f pro x→ +∞. Podobně
lze zjistit, že př́ımka y = −x je také šikmou asymptotou grafu f pro x→ −∞.

• Graf funkce f je nakreslen na obr. 37.

III.8.5. Cvičeńı. Vyšetřete pr̊uběhy funkćı

a) f(x) = x2/3 − x, b) f(x) = x · exp (1/x), c) f(x) = x · exp (−x2),

d) f(x) = x2/(x2 − 4), e) f(x) = 2x3 + 3x2 − 12x+ 7.

III.9. Taylor̊uv polynom, Taylorova věta

III.9.1. Motivace, odvozeńı tvaru Taylorova polynomu. Předpokládejme, že
funkce f má derivace až do řádu n (včetně) v bodě x0. Hledejme polynom Tn stupně
nejvýše n, který má tvar

Tn(x) = a0 + a1 · (x− x0) + a2 · (x− x0)
2 + . . . + an · (x− x0)

n

a který v okoĺı bodu x0 ∈ (a, b) nejlépe aproximuje funkci f. Požadavek nejlepš́ı
aproximace realizujeme tak, že požadujeme, aby funkce f a polynom Tn měly v bodě
x0 stejnou hodnotu a aby se v bodě x0 též shodovaly jejich derivace až do řádu n
(včetně). (Ř́ıkáme tomu ,,styk n–tého řádu”.) To znamená:

Tn(x0) = f(x0), T ′
n(x0) = f ′(x0), T ′′

n (x0) = f ′′(x0), . . . , T
(n)
n (x0) = f (n)(x0).

Toto je celkem n + 1 podmı́nek. Na jejich základě lze jednoduchým výpočtem určit
n+ 1 koeficient̊u a0, a1, a2, . . . , an:

a0 = f(x0), a1 =
f ′(x0)

1!
, a2 =

f ′′(x0)

2!
, . . . , an =

f (n)(x0)

n!
.

Polynom Tn s těmito koeficienty, tj. polynom

86



Tn(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . . +
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n,

nazýváme Taylorovým polynomem n–tého stupně funkce f o středu v bodě x0 .

Je-li x0 = 0, často se též pro tento polynom použ́ıvá název Maclaurin̊uv polynom.
Abychom však př́ılǐs nekomplikovali terminologii, v tomto textu z̊ustaneme u názvu
,,Taylor̊uv polynom”.

V bodech x ̸= x0 nelze očekávat, že rovnost f(x) = Tn(x) bude platit zcela přesně.
Nahrad́ıme-li proto f(x) polynomem Tn(x), dopust́ıme se jisté chyby. Označme ji
Rn+1(x). Informaci o tom, jak lze Rn+1(x) vyjádřit (a tud́ıž i odhadnout jeho velikost)
dává následuj́ıćı věta.

III.9.2. Taylorova věta. Necht’ funkce f má derivace až do řádu n + 1 (včetně)
v intervalu (a, b) a necht’ x0 ∈ (a, b). Pak ke každému x ∈ (a, b) existuje bod ξ lež́ıćı
mezi x a x0 tak, že

(III.9.1) f(x) = Tn(x) + Rn+1(x),

kde

(III.9.2) Rn+1(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
· (x− x0)

n+1.

III.9.3. Poznámka. Vzorec (III.6.5) se nazývá Taylorovým vzorcem. Lze jej také psát
ve tvaru

(III.9.3) f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .

+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + Rn+1(x).

Výraz Rn+1(x) se nazývá zbytkem po n–tém členu v Taylorově vzorci . (Ṕısmeno R se
použ́ıvá proto, že anglicky se zbytek nazývá ,,remainder”.) Zbytek lze vyjádřit r̊uznými
zp̊usoby, vzorec (III.9.2) obsahuje tzv. Lagrange̊uv tvar zbytku.

III.9.4. Př́ıklad – Taylor̊uv vzorec exponenciálńı funkce o středu 0 a tvar
zbytku po n–tém členu. Zvolme x0 = 0. Dosazeńım tohoto x0 a f(x) = ex do
Taylorova vzorce (III.9.3) obdrž́ıme:

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ . . . +

xn

n!
+ Rn+1(x), kde Rn+1(x) =

eξ xn+1

(n+ 1)!
.

III.9.5. Př́ıklad – Taylor̊uv polynom funkce sinus o středu 0 a tvar zbytku
po n–tém členu. Výpočtem derivaćı funkce sinus v bodě x0 = 0 zjist́ıme, že

a) všechny derivace sudého řádu jsou rovny nule,

b) derivace lichého řádu jsou rovny ±1, přičemž znaménka se stř́ıdaj́ı:

(sinx)′
∣∣
x=0

= cos 0 = −1, (sinx)(3)
∣∣
x=0

= − cos 0 = −1,

(sinx)(5)
∣∣
x=0

= cos 0 = 1, atd.

87



Pokud tedy č́ıslo n je např́ıklad sudé, tj. n má tvar n = 2m pro vhodné m ∈ N, pak
Taylor̊uv polynom stupně n funkce sinus v bodě 0 má tvar

Tn(x) ≡ T2m(x) = x − x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . . + (−1)m−1 x2m−1

(2m− 1)!
.

Zbytek po n–tém členu vypadá takto:

Rn+1(x) ≡ R2m+1(x) = (−1)m
cos ξ

(2m+ 1)!
· x2m+1.

III.9.6. Př́ıklad – Taylor̊uv polynom funkce kosinus o středu 0 a tvar zbytku
po n–tém členu. Výpočtem derivaćı funkce kosinus v bodě x0 = 0 zjist́ıme:

a) všechny derivace lichého řádu jsou rovny nule,

b) derivace sudého řádu jsou rovny ±1, přičemž znaménka se stř́ıdaj́ı:

(cosx)′′
∣∣
x=0

= − cos 0 = −1, (cos x)(4)
∣∣
x=0

= cos 0 = 1,

(cosx)(6)
∣∣
x=0

= − cos 0 = −1, atd.

Pokud tedy č́ıslo n je např́ıklad liché, tj. n má tvar n = 2m+1 pro vhodné m ∈ N, pak
Taylor̊uv polynom stupně n funkce kosinus v bodě 0 má tvar

Tn(x) ≡ T2m+1(x) = 1 − x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ . . . + (−1)m

x2m

(2m)!
.

Zbytek po n–tém členu pak vypadá takto:

Rn+1(x) ≡ R2m+2(x) = (−1)m
cos ξ

(2m+ 2)!
· x2m+2.

III.9.7. Př́ıklad. Pomoćı Taylorova vzorce o středu 0 pro funkci f(x) = ex vypoč́ıtáme
hodnotu Eulerova č́ısla e s maximálńı chybou 1

100
. Dosad́ıme-li do vyjádřeńı ex z př́ı-

kladu III.9.4 x = 1, dostaneme:

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ . . . +

1

n!
+ Rn+1(1), kde Rn+1(1) =

eξ

(n+ 1)!
.

Pokud hodnotu e nahrad́ıme součtem 1 + . . . + 1/n!, dopust́ıme se chyby rovné
Rn+1(1). Výše uvedené vyjádřeńı Rn+1(1) obsahuje přesně neurčené č́ıslo ξ. Taylorova
věta poskytuje informaci, že ξ ∈ (0, 1). Ptejme se nyńı, jak velké je nutné zvolit n,
aby |Rn+1(1) | < 1

100
. Protože 0 < eξ < e1 < 3, velikost Rn+1(1) lze odhadnout:

|Rn+1(1) | =
eξ

(n+ 1)!
<

3

(n+ 1)!
.

Jednoduchým výpočtem zjist́ıme, že pro n = 5 je 3/(n+1)! = 3/6! = 3
720

= 1
240

< 1
100
.

Stač́ı tedy použ́ıt n = 5. Č́ıslo e pak vyjádř́ıme s chybou menš́ı než 1
100

takto:

e =̇ 1 +
1

1!
+

1

2!
+ . . . +

1

5!
= 1 + 1 +

1

2
+

1

6
+

1

24
+

1

120
=

326

120
.
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∗III.10. Funkce definované parametricky

III.10.1. Motivace. Při r̊uzných technických výpočtech, při řešeńı diferenciálńıch
rovnic, apod. se může stát, že hledáme funkci y = f(x), ale tuto funkci neźıskáme
v explicitńım tvaru a mı́sto toho źıskáme zvlášt’ vyjádřeńı x a y v závislosti na nějakém
parametru, např́ıklad

(III.10.1) x = t2, y = 3t− 1; t ∈ (−∞,+∞).

Zaj́ımá nás, zda rovnicemi (III.10.1) je skutečně definována nějaká funkce y proměnné
x, jaký má tato funkce definičńı obor, jaký obor hodnot, jaký pr̊uběh, atd.

Zabývejme se těmito otázkami na obecné úrovni, tj. předpokládejme, že mı́sto
konkrétńıch rovnic (III.10.1) máme obecné rovnice

(III.10.2) x = φ(t), y = ψ(t); t ∈M .

Je-li funkce φ v množině M prostá, pak každé své hodnoty x nabývá tato funkce
v jediném bodě t ∈ M. Tomuto bodu pak odpov́ıdá jediná hodnota y = ψ(t). T́ımto
zp̊usobem je definována funkce, která každému x ∈ H(φ) přǐrazuje hodnotu y ∈ H(ψ).

Naopak, neńı-li funkce φ v množině M prostá, pak některé své hodnoty x nabývá
minimálně ve dvou r̊uzných bodech t1, t2 ∈ M. Těmto bod̊um odpov́ıdaj́ı hodnoty
y1 = ψ(t1) a y2 = ψ(t2). Tyto hodnoty sice ve výjimečných př́ıpadech mohou být
stejné, obecně to však očekávat nelze. Přǐrazeńı x→ y, které je takto definováno, neńı
funkćı, protože jedné hodnotě x může být přǐrazeno v́ıce hodnot y.

III.10.2. Funkce definovaná parametricky. Předpokládejme, že funkce φ, ψ jsou
definovány v množině M a že funkce φ je prostá. Rovnicemi (III.10.2) je pak parame-
tricky definována funkce f která udává závislost y na x. Hodnotu f(x) lze vyjádřit
t́ımto zp̊usobem: Jelikož funkce φ je prostá, existuje k ńı inverzńı funkce φ−1 a rovnost
x = φ(t) je splněna právě když t = φ−1(x). Dosad́ıme-li toto t do rovnice y = ψ(t),
obdrž́ıme: y = f(x) = ψ(φ−1(x)).

Definičńım oborem funkce f je množina těch x, pro která lze źıskat t ve tvaru t =
φ−1(x). To je ale množina D(φ−1), která je identická s H(φ). Plat́ı tedy:D(f) = H(φ).

Oborem hodnot funkce f je množina těch y, která lze vyjádřit ve tvaru y = ψ(t)
pro t ∈M. To je ale množina H(ψ). Plat́ı tedy: H(f) = H(ψ).

III.10.3. Poznámka. Vyjádřeńı y = f(x) = ψ(φ−1(x)) v praxi často nelze použ́ıt. Je
to zp̊usobeno t́ım, že neńı možné explicitně vyjádřit inverzńı funkci φ−1, i když tato
inverzńı funkce existuje. (Př́ıklad: φ(t) = et + t; t ∈ (−∞,+∞).)

III.10.4. Poznámka. Pochopit definici parametricky zadané funkce může pomoci též
tato představa: Rovnicemi (III.10.2) je v rovině E2 popsána křivka. Označme ji C.
Tato křivka sestává ze všech bod̊u P (t) = [ x, y ] = [φ(t), ψ(t) ] pro t ∈M . Je-li funkce
φ prostá, pak nemůže nastat př́ıpad, kdy křivka C obsahuje dva r̊uzné body [ x, y1 ] a
[x, y2 ] se stejnou prvńı a r̊uznými druhými souřadnicemi. To znamená, že křivka C je
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grafem funkce y proměnné x. Té funkce, která je parametricky definována rovnicemi
(III.10.2).

Naopak, neńı-li funkce φ prostá, pak křivka C nemuśı být grafem žádné funkce
y proměnné x. To je př́ıpad funkce x = φ(t) = t2 z rovnic (III.10.1). Tato funkce
φ neńı v intervalu (−∞,+∞) prostá. Křivka C vytvořená pomoćı rovnic (III.10.1)
je parabolou o rovnici x = 1

9
(y + 1)2. (Rovnici paraboly źıskáme, když ze druhé rov-

nice v (III.10.1) vyjádř́ıme t a toto t dosad́ıme do prvńı rovnice.) Nakreslete si tuto
parabolu! Osou paraboly je př́ımka y = −1. Je patrné, že tato parabola neńı grafem
funkce y proměnné x a rovnicemi (III.10.1) neńı proto parametricky žádná taková
funkce definována.

Funkce x = φ(t) = t2 sice neńı prostá v intervalu (−∞,+∞), ale je prostá
v každém z interval̊u I1 = (−∞, 0⟩ a I2 = ⟨0,+∞). Rovnicemi (III.10.1) je proto
pro t ∈ I1 parametricky definována funkce y = f1(x) a pro t ∈ I2 je jimi paramet-
ricky definována funkce y = f2(x). Grafem funkce f1 je větev paraboly x = 1

9
(y+1)2,

která odpov́ıdá y ≤ −1 a grafem funkce f2 je větev paraboly, která odpov́ıdá y ≥ −1.

III.10.5. Věta (o spojitosti funkce definované parametricky). Je-li M interval,
funkce φ a ψ jsou spojité v M a funkce φ je prostá v M, pak funkce y = f(x),
která je definovaná parametricky rovnicemi (III.10.2), je spojitá ve svém definičńım
oboru D(f).

III.10.6. Poznámka. Věta III.10.5 je snadným d̊usledkem vyjádřeńı y = f(x) =
ψ(φ−1(x)), věty o spojitosti složené funkce (viz odstavec III.3.25) a věty o spojitosti
inverzńı funkce (viz odstavec III.3.28).

III.10.7. Derivace funkce definované parametricky. Navažme na situaci po-
psanou v odstavci III.10.2. Předpokládejme nav́ıc, že obě funkce φ a ψ maj́ı v množině
M1 ⊂ M derivace φ̇, ψ̇. (Derivaci podle proměnné t označujeme tečkou v souladu
s t́ım, jak je to běžné ve fyzice, mechanice, atd.) Předpokládejme dále, že φ̇(t) ̸= 0
pro všechna t ∈ M1. Pomoćı věty o derivaci složené funkce a věty o derivaci inverzńı
funkce dostáváme pro x ∈ H(φ|M1) :

dy

dx
= f ′(x) = [ψ(φ−1(x)) ]

′ = ψ̇(φ−1(x)) · φ′
−1(x) =

ψ̇(φ−1(x))

φ̇(φ−1(x))
=

ψ̇(t)

φ̇(t)
.

Funkce f má tedy na množině H(φ|M1) ≡ φ(M1) derivaci f ′, kterou lze tedy para-
metricky vyjádřit rovnicemi

(III.10.3) f ′ : x = φ(t),
dy

dx
=

ψ̇(t)

φ̇(t)
; t ∈M1.

III.10.8. Poznámka. V odborné literatuře často najdete rovnice (III.10.3) zapsané
tak, že ve druhé rovnici neńı dy/dx, ale pouze y. To je čistě formálńı věc – závisle
proměnnou i nezávisle proměnnou můžeme značit r̊uznými symboly. Závisle proměnnou
v rovnićıch (III.10.3) tedy můžeme označovat jak y, tak i y′ nebo dy/dx. Posledńı
možnost je možná méně obvyklá, avšak v daných souvislostech ji považujeme za nejná-
zorněǰśı.
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III.10.9. Př́ıklad. Ověřte, zda rovnicemi x = 2t − sin t, y = 1 + cos t; t ∈ ⟨0, 2π⟩
je parametricky definována funkce y = f(x). V kladném př́ıpadě rozhodněte o jej́ı
spojitosti, určete jej́ı definičńı obor, obor hodnot, jej́ı derivaci a najděte intervaly mo-
notónnosti.

Řešeńı: Funkce φ(t) = 2t−sin t má v intervalu ⟨0, 2π⟩ kladnou derivaci 2−cos t, proto
je v intervalu ⟨0, 2π⟩ rostoućı a tud́ıž i prostá. To znamená, že uvedenými rovnicemi
je definována parametricky funkce y = f(x). Obě funkce φ(t) = 2t − sin t a ψ(t) =
1 + cos t jsou v intervalu ⟨0, 2π⟩ spojité, proto podle věty III.10.5 je i parametricky
definovaná funkce y = f(x) na svém definičńım oboru spojitá.

Oborem hodnot funkce φ(t) = 2t− sin t v intervalu ⟨0, 2π⟩ je interval ⟨0, 4π⟩. (Je
to patrné z toho, že φ je v ⟨0, 2π⟩ rostoućı, v bodě 0 má hodnotu 0 a v bodě 2π má
hodnotu 4π. ) Proto je D(f) = H(φ) = ⟨0, 4π⟩.

Oborem hodnot funkce ψ(t) = 1+cos t v intervalu ⟨0, 2π⟩ je interval ⟨0, 2⟩. Proto
je H(f) = H(ψ) = ⟨0, 2⟩.

Obě funkce φ a ψ maj́ı v intervalu (0, 2π) derivace a φ̇(t) = 2 − cos t ̸= 0 pro
všechna t ∈ (0, 2π). (Funkce 2t − sin t a 1 + cos t maj́ı derivace v (−∞,+∞), ale
rovnicemi φ(t) = 2t − sin t a ψ(t) = 1 + cos t jsou funkce φ a ψ definovány pouze
v intervalu ⟨0, 2π⟩, proto lze o jejich oboustranných derivaćıch hovořit pouze v intervalu
(0, 2π). ) Dosazeńım do rovnic (III.10.3) dostáváme toto parametrické vyjádřeńı derivace
funkce f :

f ′ : x = 2t− sin t,
dy

dx
= − sin t

2− cos t
; t ∈ (0, 2π).

Hodnoty f ′(x) jsou dány druhou rovnićı. Tj. plat́ı:

f ′(x) > 0 ⇐⇒ − sin t

2− cos t
> 0 ⇐⇒ − sin t > 0 ⇐⇒ t ∈ (π, 2π) ⇐⇒ x ∈

(2π, 4π),

f ′(x) < 0 ⇐⇒ − sin t

2− cos t
< 0 ⇐⇒ − sin t < 0 ⇐⇒ t ∈ (0, π) ⇐⇒ x ∈ (0, 2π).

Funkce f je proto v intervalu ⟨0, 2π⟩ klesaj́ıćı a v intervalu ⟨2π, 4π⟩ rostoućı. V bodě
2π, kde je f(2π) = ψ(π) = 0, nabývá svého absolutńıho minima. V bodech 0 a 4π,
kde je f(0) = ψ(0) = 2 a f(4π) = ψ(2π) = 2, nabývá svého absolutńıho maxima.

III.10.10. Druhá derivace funkce definované parametricky. Vyjděme ze situace
popsané v odstavci III.10.2. Předpokládejme nav́ıc, že funkce φ i ψ maj́ı v množině
M2 ⊂M druhé derivace φ̈, ψ̈ a že φ̇(t) ̸= 0 pro všechna t ∈M2. Prvńı derivace funkce
y = f(x), definované parametricky rovnicemi (III.10.2), je dána rovnicemi (III.10.3).
Druhou derivaci f źıskáme jakožto derivaci prvńı derivace, tj. na rovnice (III.10.3)
aplikujeme stejný postup, který jsme v odstavci III.10.7 aplikovali na rovnice (III.10.2).
Označ́ıme-li ϑ funkci na pravé straně druhé rovnice v (III.10.3) (tj. ϑ(t) = ψ̇(t)/φ̇(t) ),
obdrž́ıme toto parametrické vyjádřeńı funkce f ′′:

f ′′ : x = φ(t),
d2y

dx2
=

ϑ̇(t)

φ̇(t)
; t ∈M2.
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Dosazeńım ϑ̇(t) = [ ψ̈(t) · φ̇(t)− ψ̇(t) · φ̈(t) ] / [ φ̇(t) ]2 do druhé z výše uvedených rovnic
dostáváme:

f ′′ : x = φ(t),
d2y

dx2
=

ψ̈(t) · φ̇(t)− ψ̇(t) · φ̈(t)
[ φ̇(t) ]3

; t ∈M2.

Derivace vyšš́ıch řád̊u funkce definované parametricky by bylo možné poč́ıtat analogicky.

III.10.11. Cvičeńı. Ověřte, že danými rovnicemi jsou parametricky definovány funkce
y = f(x). Jsou tyto funkce spojité? Určete jejich definičńı obory, obory hodnot a
vyjádřete parametricky jejich prvńı a druhé derivace.

a) x = t3 + t+ 1, y = t4 + 2t+ 2; t ∈ (−∞,+∞),

b) x = cos3 t, y = sin3 t; t ∈ (0, π/2).

Výsledky:

a) Funkce f je spojitá, D(f) = (−∞,+∞), H(f) = (2−4/3 − 22/3 + 2,+∞),

f ′ : x = t3 + t+ 1,
dy

dx
=

4t3 + 2

3t2 + 1
; t ∈ (−∞,+∞),

f ′′ : x = t3 + t+ 1,
d2y

dx2
=

12 (t4 + t2 − t)

(3t2 + 1)3
; t ∈ (−∞,+∞).

b) Funkce f je spojitá, D(f) = ⟨0, 1⟩, H(f) = ⟨0, 1⟩,

f ′ : x = cos3 t,
dy

dx
= −tg t; t ∈ (0, π/2),

f ′′ : x = cos3 t,
d2y

dx2
=

1

3 sin t cos4 t
; t ∈ (0, π/2).

∗III.11. Přibližné řešeńı nelineárńı rovnice f(x) = 0

III.11.1. Kořen rovnice f(x) = 0 . Necht’ f je funkce. Každý bod ξ ∈ D(f), pro
který plat́ı f(ξ) = 0, se nazývá kořenem rovnice

f(x) = 0.

III.11.2. Motivace. Rovnice ex−5+x = 0 má v reálném oboru jediný kořen. Zkuste
se o tom přesvědčit sami. (Návod: Rovnice má ekvivalentńı tvar ex = 5−x a z pr̊uběhu
graf̊u funkćı ex a 5 − x je patrné, že grafy se prot́ınaj́ı v jediném bodě. Nakreslete si
obrázek.) Vyjádřit z uvažované rovnice neznámou x se vám však nepodař́ı, analytické
řešeńı rovnice totiž neńı možné.

III.11.3. Poznámka. Na středńı škole jste se naučili řadu metod řešeńı r̊uzných
typ̊u rovnic. Tyto metody většinou vedly k tzv. analytickému vyjádřeńı kořen̊u. To
znamená, že kořeny rovnic byly dány nějakými vzorci a č́ıselnou hodnotu kořen̊u jste
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mohli źıskat pomoćı těchto vzorc̊u po provedeńı konečného počtu operaćı. V mnoha
př́ıpadech, dokonce lze ř́ıci že ve většině praktických př́ıpad̊u, však toto neńı možné.
Nejjednodušš́ı rovnice je obvykle možné řešit analyticky, o málo komplikovaněǰśı př́ıpady
již většinou nikoliv.

V daľśıch odstavćıch se seznámı́me se dvěma tzv. ,,přibližnými” metodami řešeńı.
Pro tyto metody je charakteristické, že umožńı źıskat řešeńı pouze přibližně, avšak
s chybou libovolně malou. Maximálńı velikost chyby můžeme před začátkem výpočtu
sami stanovit. To je v praxi zcela postačuj́ıćı – uvědomte si, že i v těch př́ıpadech, kdy
rovnice umı́me řešit analyticky, objevuj́ı se často ve vyjádřeńı kořen̊u r̊uzné odmocniny
nebo jiné komplikované výrazy a hodnotu těchto výraz̊u mnohdy stejně umı́me stanovit
pouze přibližně. (Př́ıkladem je situace, kdy kořen rovnice je rovný

√
3 + 5. )

Použit́ı přibližných metod obvykle vyžaduje provedeńı značného množstv́ı početńıch
operaćı. Efektivńı realizace přibližných metod je proto možná pouze na poč́ıtač́ıch.

III.11.4. Postupné aproximace, iteračńı posloupnost, odhad chyby. Metody
řešeńı rovnice f(x) = 0, které v následuj́ıćıch odstavćıch poṕı̌seme, jsou založeny
na konstrukci tzv. postupných aproximaćı. Nějakým zp̊usobem (dle návodu použité
metody) zvoĺıme počátečńı aproximaci x0 a poté (opět dle návodu použité metody)
vytvář́ıme daľśı aproximace x1, x2, . . . Posloupnost {xn} postupných aproximaćı se
nazývá iteračńı posloupnost . Metody, při nichž se konstruuje iteračńı posloupnost, se
nazývaj́ı iteračńı metody .

Tento postup má smysl tehdy, je-li

lim
n→+∞

xn = ξ,

kde ξ je kořen rovnice f(x) = 0. V tomto př́ıpadě se totiž výpočtem daľśıch a daľśıch
aproximaćı dostáváme bĺıže k přesnému řešeńı – ke kořenu ξ. Důležitou součást́ı každé
metody je tedy nejen návod, jak volit počátečńı aproximaci x0 a jak vytvářet daľśı
aproximace x1, x2, . . . , ale také informace o tom, za jakých podmı́nek tato iteračńı
posloupnost konverguje ke kořenu rovnice f(x) = 0.

Každý výpočet muśıme někdy ukončit. To znamená, že s výpočtem postupných
aproximaćı nemůžeme pokračovat donekonečna, muśıme se spokojit s výpočtem až
do nějakého indexu n. Jak tento index posledńı aproximace ale vybrat? To souviśı
s přesnost́ı, s jakou si přejeme rovnici f(x) = 0 řešit. Součást́ı většiny iteračńıch metod
je i odhad typu

|xn − ξ| ≤ γn,

kde γn → 0 pro n → +∞ a č́ıslo γn metoda umožňuje stanovit. Takovému odhadu
se ř́ıká odhad chyby . Ř́ıká nám totiž, že nahrad́ıme-li přesné řešeńı ξ rovnice f(x) = 0
přibližným řešeńım xn, dopust́ıme se chyby nejvýše γn. Jsme-li tedy v situaci, že si
přejeme rovnici f(x) = 0 vyřešit s chybou nepřevyšuj́ıćı nějakou zadanou hodnotu ϵ,
pak aproximace poč́ıtáme do tak velkého indexu n, až γn ≤ ϵ. S aproximaćı xn se
pak již můžeme spokojit a můžeme ji prohlásit za přibližné řešeńı rovnice f(x) = 0.
Z odhadu chyby totiž plyne, že |xn − ξ| ≤ γn ≤ ϵ.

V některých př́ıpadech výpočet ukončujeme bez použit́ı odhadu chyby. Prostě se
rozhodneme, že se spokoj́ıme např́ıklad s aproximaćı x100 a považujeme ji za přibližné

93



řešeńı. Jak je ale patrné, tento postup neńı tak korektńı, jako když pracujeme s odhadem
chyby.

III.11.5. Separace kořenu. Separaćı kořenu ξ rovnice f(x) = 0 rozumı́me nalezeńı
takového intervalu ⟨a, b⟩, ve kterém má rovnice f(x) = 0 jediný kořen ξ.

K separaci kořen̊u rovnice f(x) = 0 často použ́ıváme věty III.4.26 a III.6.4.

III.11.6. Př́ıklad. Separujme kořeny rovnice ln x − 2x + 7 = 0. Funkce f(x) =
ln x − 2x + 7 je definovaná v intervalu (0,+∞), je zde spojitá a má zde derivaci
f ′(x) = 1/x− 2. Plat́ı:

lim
x→0+

f(x) = −∞, lim
x→+∞

f(x) = −∞.

Snadno ověř́ıme, že derivace f ′(x) je kladná pro x ∈ (0, 0.5), rovna nule pro x = 0.5
a záporná pro x ∈ (0.5,+∞). Funkce f je tedy rostoućı v intervalu (0, 0.5⟩ a klesaj́ıćı
v intervalu ⟨0.5,+∞). V bodě 0.5 má f ostré lokálńı maximum a je zde f(0.5) =
6− ln 2 > 0.

Zvolme nyńı a > 0 dostatečně malé, např́ıklad a = 0.0001 a ukažme, že jeden
kořen rovnice f(x) = 0 je separován v intervalu ⟨a, 0.5⟩.
a) Existence kořenu: Vı́me, že v intervalu ⟨a, 0.5⟩ je funkce f spojitá, f(a) =
f(0.0001) = ln 0.0001−0.0002+7 = (−4) · ln 10−0.0002+7 < (−4) ·2−0.0002+7 < 0
a f(0.5) > 0. Protože 0 lež́ı mezi f(a) a f(0.5), plyne z věty III.4.26, že mezi body
a a 0.5 existuje bod ξ1 takový, že f(ξ1) = 0.

b) Jednoznačnost kořenu: V intervalu ⟨a, 0.5⟩ je funkce f rostoućı, proto zde nemůže
žádné své hodnoty nabývat v́ıce, než jednou. Odtud plyne, že kromě kořenu ξ1 v inter-
valu ⟨a, 0.5⟩ žádný daľśı kořen nelež́ı.

Podobným zp̊usobem lze ukázat, že zvoĺıme-li b > 0 dostatečně velké, např́ıklad
b = 10, pak v intervalu ⟨0.5, b⟩ je separován druhý kořen ξ2 rovnice f(x) = 0. Žádné
daľśı kořeny kromě ξ1 a ξ2 rovnice nemá.

III.11.7. Metoda p̊uleńı intervalu. Předpokládejme, že funkce f je spojitá a ryze
monotónńı v intervalu ⟨a, b⟩ a f(a) · f(b) < 0. Z těchto předpoklad̊u plyne, že rov-
nice f(x) = 0 má v intervalu ⟨a, b⟩ jediný kořen ξ a konverguje k němu iteračńı
posloupnost, vytvářená t́ımto zp̊usobem:

Volba počátečńı aproximace: Polož́ıme x0 = (a+ b)/2.

Výpočet daľśıch aproximaćı: Je-li f(x0) · f(b) < 0, je ξ ∈ (x0, b⟩. Změńıme proto
a a polož́ıme a = x0. Je-li f(x0) · f(b) ≥ 0, je ξ ∈ ⟨a, x0⟩. Změńıme proto b a
polož́ıme b = x0. Dále polož́ıme x1 = (a + b)/2. Podobným zp̊usobem źıskáme x2,
atd. (Nakreslete si obrázek.)

Odhad chyby: Označme L délku intervalu ⟨a, b⟩ na začátku výpočtu. Vı́me, že ξ ∈
⟨a, b⟩, proto je |x0 − ξ| ≤ L/2. Při výpočtu každé daľśı aproximace se délka ,,proměn-
ného” intervalu ⟨a, b⟩, v němž lež́ı kořen ξ, zmenšuje na polovinu. Proto je

|xn − ξ| ≤ L/2n+1.

III.11.8. Metoda tečen (Newtonova metoda). Předpokládejme, že
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a) funkce f má ve všech bodech x ∈ ⟨a, b⟩ druhou derivaci f ′′(x), která zde neměńı
své znaménko,

b) f ′(x) ̸= 0 pro všechna x ∈ ⟨a, b⟩,
c) f(a) · f(b) < 0.

Za těchto předpoklad̊u má rovnice f(x) = 0 v intervalu ⟨a, b⟩ jediný kořen ξ a kon-
verguje k němu iteračńı posloupnost, vytvářená podle následuj́ıćıch pravidel:

q

q q q

ppppppppppppppp
ppppp
ppppp
ppppp
ppppp
ppppp
ppppp
pp ppppppppppppppppppppppppppp

a bx0x1

ξ

f

Obr. 38

Volba počátečńı aproximace: Za počátečńı aproximaci x0 zvoĺıme libovolný bod inter-
valu ⟨a, b⟩ takový, že f(x0) · f ′′(x0) ≥ 0. (Tomuto předpokladu vyhovuje vždy také
jeden z bod̊u a, b. )

Výpočet daľśıch aproximaćı: V bodě [x0, f(x0) ] sestroj́ıme tečnu ke grafu funkce f.
Pr̊useč́ık tečny s osou x označ́ıme x1. Podobně źıskáme daľśı aproximaci x2, atd.
(Nakreslete si obrázek.) Tento postup lze snadno vyjádřit početně. Představme si, že
již známe aproximaci xn a přejeme si vypoč́ıtat daľśı aproximaci xn+1. Rovnice tečny
ke grafu funkce f v bodě [xn, f(xn) ] je y = f(xn) + f ′(xn) · (x− xn). (Viz odstavec
III.5.5.) Pro x = xn+1 je y = 0. Tak dostáváme rovnici 0 = f(xn)+f

′(xn)·(xn+1−xn),
ze které vypoč́ıtáme

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
.

Odhad chyby: Z Lagrangeovy věty (odstavec III.6.1), použité na intervalu s krajńımi
body xn a ξ, plyne existence bodu η mezi body xn a ξ takového, že f(xn)− f(ξ) =
f ′(η) · (xn − ξ). f(ξ) je však rovno nule (nebot’ ξ je kořen rovnice f(x) = 0 ), takže
dostáváme xn − ξ = f(xn)/f

′(η) a odtud dále plyne, že

|xn − ξ | ≤ | f(xn) |
m

,

kde m = min η∈⟨a,b⟩ | f ′(η) |.

III.11.9. Poznámka. V daľśıch semestrech, v předmětu Numerická matematika, se
seznámı́te ještě s jinými přibližnými metodami řešeńı rovnice f(x) = 0 (s metodou
sečen též nazývanou metoda regula falsi, atd.). Rovněž se seznámı́te s metodami, které
umožňuj́ı přibližně řešit soustavy nelineárńıch algebraických rovnic pro v́ıce neznámých.
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IV. Neurčitý integrál

IV.1. Primitivńı funkce, neurčitý integrál

IV.1.1. Primitivńı funkce. Necht’ I je interval s krajńımi body a, b (přičemž a < b ;
č́ısla a, b mohou být i nekonečná). Funkci F nazýváme primitivńı funkćı k funkci f
v intervalu I, jestliže

a) F ′(x) = f(x) pro všechna x ∈ (a, b),

b) F ′
+(a) = f(a) (patř́ı-li bod a do intervalu I ),

c) F ′
−(b) = f(b) (patř́ı-li bod b do intervalu I ).

IV.1.2. Poznámka. Mı́sto ,,F je primitivńı funkćı k funkci f v intervalu I ” budeme
někdy stručně psát ,,F ′ = f v I ”.

Prakticky celá část IV je věnována otázce, jak ke známé funkci f nalézt primitivńı
funkci F . Znalost primitivńı funkce je d̊uležitá zejména proto že pomoćı primitivńı
funkce můžeme vypoč́ıtat tzv. určitý integrál funkce f . (Viz část V.) Na problém nale-
zeńı primitivńı funkce vede i řešeńı mnohých diferenciálńıch rovnic. (Viz kapitolu IV.7.)

Nalézt k funkci f jej́ı primitivńı funkci je problém ,,opačný”, než nalézt derivaci
funkce f. Podobně, jako ne každá funkce má derivaci, tak také nikoliv ke každé funkci
existuje primitivńı funkce. Následuj́ıćı věta obsahuje postačuj́ıćı podmı́nku pro to, aby
k funkci f existovala v intervalu I primitivńı funkce.

IV.1.3. Věta (o existenci primitivńı funkce). Je-li funkce f spojitá v intervalu
I, pak k funkci f existuje v intervalu I primitivńı funkce.

IV.1.4. Poznámka. Kromě existence primitivńı funkce je daľśı otázkou jej́ı jedno-
značnost. Následuj́ıćı věta ř́ıká, že pokud primitivńı funkce existuje, pak neńı jediná.
Primitivńıch funkćı je nekonečně mnoho, libovolné dvě se ale navzájem lǐśı nejvýše
o aditivńı konstantu.

IV.1.5. Věta. a) Je-li F primitivńı funkce k funkci f v intervalu I a je-li C
libovolná reálná konstanta, pak funkce F + C je také primitivńı funkćı k funkci f
v intervalu I.

b) Jsou-li F a G dvě primitivńı funkce k funkci f v intervalu I, pak existuje
reálná konstanta C taková, že G = F + C v intervalu I.

Důkaz: a) Je-li F ′ = f v I, pak v intervalu I také plat́ı

G′ = (F + C)′ = F ′ + C ′ = F ′ = f.

b) Je-li F ′ = f v I, a G′ = f v I, pak (G−F )′ = G′−F ′ = f−f = 0 v I. Funkce
H = G− F má tud́ıž v intervalu I nulovou derivaci a proto je v I funkćı konstantńı.
(Viz větu III.6.4, bod e).) Existuje tedy C ∈ R takové, že H(x) = G(x) − F (x) = C
pro všechna x ∈ I. To ale znamená, že G(x) = F (x) + C pro všechna x ∈ I. □
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IV.1.6. Věta. Jsou-li F a G primitivńı funkce k funkćım f a g v intervalu I, pak
F +G je primitivńı funkćı k f + g v intervalu I.

Je-li F primitivńı funkce k f v intervalu I a α je libovolné reálné č́ıslo, je α · F
primitivńı funkćı k α · f v intervalu I.

Důkaz: plyne okamžitě z věty III.5.10, část́ı a) a b). □

IV.1.7. Neurčitý integrál. Neurčitým integrálem funkce f v intervalu I nazýváme
množinu všech primitivńıch funkćı k funkci f v intervalu I (pokud je tato množina
neprázdná). Neurčitý integrál označujeme∫

f(x) dx, x ∈ I nebo pouze stručněji

∫
f(x) dx,

∫
f dx.

Je-li F primitivńı funkce k funkci f v intervalu I, pak množina
∫
f(x) dx je tvořena

funkćı F a všemi funkcemi, které se od F lǐśı na I pouze o aditivńı konstantu. Tuto
skutečnost vyjadřujeme zápisem:∫

f(x) dx = F (x) + C, x ∈ I.

Konstantu C nazýváme integračńı konstantou.

Z definice neurčitého integrálu je patrné, že integrál
∫
f(x) dx v intervalu I existuje

právě tehdy, existuje-li k funkci f primitivńı funkce v intervalu I. Postačuj́ıćı podmı́nkou
pro tuto existenci je spojitost funkce f v I. (Viz větu IV.1.3.)

IV.1.8. Věta. Maj́ı-li funkce f a g neurčité integrály v intervalu I a α ∈ R, pak

(IV.1.1)

∫
[ f(x) + g(x) ] dx =

∫
f(x) dx +

∫
g(x) dx, x ∈ I

(IV.1.2)

∫
αf(x) dx = α

∫
f(x) dx, x ∈ I.

Tato věta plyne okamžitě z věty IV.1.6. Rovnost (IV.1.1) je přesně vzato rovnost
mezi množinami funkćı. Této rovnosti je třeba rozumět takto:

a) Libovolnou funkci z množiny vlevo, tj. z
∫
[f(x)+g(x)] dx, je možné vyjádřit jako

součet dvou funkćı z množin vpravo, tj. funkce z množiny
∫
f(x) dx a funkce

z množiny
∫
g(x) dx.

b) Naopak, součet dvou libovolných funkćı z množin vpravo, tj. funkce z
∫
f(x) dx

a funkce z
∫
g(x) dx, patř́ı do množiny vlevo, tj. do

∫
[f(x) + g(x)] dx.

Podobným zp̊usobem lze vysvětlit i smysl rovnosti (IV.1.2).

IV.1.9. Důsledek. Větu IV.1.8 lze zobecnit: Maj́ı-li funkce f1, . . . , fn neurčité
integrály v intervalu I a jsou-li α1, . . . , αn reálná č́ısla, je∫ [

α1f1(x) + . . .+ αnfn(x)
]
dx = α1

∫
f1(x) dx+ . . .+ αn

∫
fn(x) dx, x ∈ I.
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IV.1.10. Tabulka základńıch neurčitých integrál̊u. Ze vzorc̊u pro derivace ele-
mentárńıch funkćı (viz odstavce III.5.12, III.5.13 a III.5.17) bezprostředně vyplýaj́ı
vzorce pro některé neurčité integrály. Tyto vzorce nyńı uvedeme. Každý z nich plat́ı
v libovolném intervalu I, který je obsažen v definičńım oboru integrované funkce.

a)

∫
0 dx = C, b)

∫
xα dx =

xα+1

α + 1
+ C (α ̸= −1),

c)

∫
cosx dx = sin x + C, d)

∫
sinx dx = − cosx + C,

e)

∫
1

(cosx)2
dx = tg x + C, f)

∫
1

(sinx)2
dx = −cotg x + C,

g)

∫
1√

1− x2
dx = arcsin x + C, h)

∫
1

1 + x2
dx = arctg x + C,

i)

∫
ax dx =

ax

ln a
+ C (a > 0, a ̸= 1), j)

∫
ex dx = ex + C,

k)

∫
1

x
dx = ln |x| + C.

IV.1.11. Poznámka. Na prvńı pohled neńı patrné, jak plyne vzorec k) ze vzorce
pro derivováńı funkce ln x (tj. ze vzorce e) v odstavci III.5.17). V intervalu (0,+∞)
to patrné je, nebot’ zde je |x| = x. V intervalu (−∞, 0) je ale |x| = −x a proto zde
plat́ı:

[ ln |x| ]′ = 1

|x|
· |x|′ = 1

(−x)
· (−x)′ = 1

(−x)
· (−1) =

1

x
.

Odtud vyplývá, že vzorec k) plat́ı i v intervalu (−∞, 0).

IV.1.12. Poznámka. Použit́ım vzorc̊u pro derivace funkćı arkuskosinus a arkusko-
tangens (z odstavce III.5.17) můžeme integrály g) a h) v odstavci IV.1.10 napsat
také takto:

g)∗
∫

1√
1− x2

dx = − arccos x + C, h)∗
∫

1

1 + x2
dx = −arccotg x + C.

To ale neznamená nic jiného, než že rozd́ıl [ arcsin x − (− arccos x) ] je konstantńı
funkćı v intervalu (−1,+1) a podobně, rozd́ıl [ arctg x − (−arccotg x) ] je konstantńı
funkćı v intervalu (−∞,+∞).

IV.1.13. Poznámka. Postup, vedoućı k nalezeńı primitivńı funkce nebo neurčitého
integrálu k zadané funkci f (což je vlastně jedno a totéž, nebot’ k vyjádřeńı neurčitého
integrálu stač́ı znát jednu z primitivńıch funkćı k f ), nazýváme integrováńı nebo
integrace.

Zat́ımco derivováńı funkćı je procedura, kterou lze poměrně dobře algoritmizovat
(obvykle stač́ı vybrat a použ́ıt vhodné vzorečky pro derivováńı), totéž nelze v žádném
př́ıpadě ř́ıci o integrováńı. Obecný algoritmus, který by poskytoval návod k integraci
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jakékoliv funkce, neexistuje. Dokonce je známo mnoho funkćı, jejichž primitivńı funkce
existuj́ı, ale nelze je vyjádřit v tzv. uzavřeném tvaru, tj. pomoćı formule která předepi-
suje provedeńı konečně mnoha r̊uzných operaćı a dovoluje při nich použ́ıt elementárńıch
funkćı. (Př́ıkladem takové funkce je f(x) = e−x2

v intervalu (−∞,+∞). ) V minu-
losti bylo vymyšleno velké množstv́ı r̊uzných postup̊u, které umožňuj́ı vždy pro určitou
skupinu ,,podobných” funkćı nalézt neurčité integrály. Toto bylo předmětem zájmu
mnoha matematik̊u zejména v 18. a 19 stolet́ı. Mnohé postupy jsou jednoduché, jiné
jsou však velmi komplikované (jsou založené na složitých substitućıch, apod.). Dnes
tyto komplikované postupy do značné mı́ry ztratily sv̊uj význam. Je to dáno t́ım, že
rozvoj výpočetńı techniky umožňuje poč́ıtat určité integrály a řešit diferenciálńı rovnice
(kv̊uli nimž se hlavně neurčité integrály uč́ıme), r̊uznými, zejména přibližnými meto-
dami pomoćı poč́ıtač̊u. To však neznamená, že se můžeme zcela spoléhat na poč́ıtače a
integrováńı se neučit v̊ubec! (Na základńı škole se také stále uč́ı a patrně i dále bude učit
násobilka, i když poč́ıtače umı́ násobit č́ısla rychleji a spolehlivěji.) S nejjednodušš́ımi
postupy integrace se proto v daľśı části této kapitoly seznámı́me.

IV.1.14. Př́ıklad.

∫
(x3 − 3x2 + 4x − 1) dx

=

∫
x3 dx − 3

∫
x2 dx + 4

∫
x dx −

∫
1 dx = 1

4
x4 − x3 + 2x2 − x + C.

Metoda, kterou jsme vyřešili tento př́ıklad, se nazývá integrace rozkladem. Integrál
jsme totiž rozložili na lineárńı kombinaci jednodušš́ıch integrál̊u, z nichž každý umı́me
samostatně vypoč́ıtat. Správnost tohoto postupu potvrzuje věta IV.1.8 a d̊usledek
IV.1.9.

Integračńı konstanty neńı třeba připisovat zvlášt’ ke každému neurčitému integrálu
ve výše uvedeném rozkladu. Všechny takové konstanty je možné sdružit do jedné, kterou
označ́ıme např́ıklad C a přiṕı̌seme nakonec.

IV.2. Integrace per–partes

IV.2.1. Motivace. V kapitole III jsme odvodili pravidlo pro derivováńı součinu dvou
funkćı (viz odstavec III.5.10, část d)). Toto pravidlo lze zjednodušeně zapsat: (uv)′ =
u′v + uv′. Odtud plyne: u′v = (uv)′ − uv′. Integrujeme-li obě strany a uvědomı́me-li
si, že integrace je ,,inverzńı operace k derivováńı (a tud́ıž

∫
(uv)′ dx = u v), obdrž́ıme

vzorec:

IV.2.2. Věta (o integraci per–partes). Maj́ı-li funkce u a v spojité derivace
v intervalu I, pak v tomto intervalu plat́ı:∫

u′(x) · v(x) dx = u(x) · v(x) −
∫
u(x) · v′(x) dx.
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IV.2.3. Př́ıklad.

∫
x·sinx dx = ∗) −x·cosx−

∫
(− cosx) dx = −x·cosx+ sinx+C

(pro x ∈ R). ∗) Položili jsme: u′(x) = sin x, v(x) = x, u(x) = − cosx, v′(x) = 1.

IV.2.4. Př́ıklad.

∫
(x2−3x+1) ex dx = ∗) (x2−3x+1) ex −

∫
(2x−3) ex dx = ∗∗)

= (x2 − 3x+ 1) ex − (2x− 3) ex +

∫
2ex dx = (x2 − 5x+ 6) ex + C (pro x ∈ R).

∗) Položili jsme: u′(x) = ex, v(x) = x2 − 3x+ 1, u(x) = ex, v′(x) = 2x− 3.
∗∗) Položili jsme: u′(x) = ex, v(x) = 2x− 3, u(x) = ex, v′(x) = 2.

IV.2.5. Př́ıklad.

∫
ln x dx =

∫
1 · ln x dx = ∗) x · ln x −

∫
x · 1

x
dx

= x · ln x −
∫

1 dx = x · ln x − x + C (pro x > 0).

∗) Položili jsme: u′(x) = 1, v(x) = ln x, u(x) = x, v′(x) = 1/x.

IV.2.6. Př́ıklad.

∫
ex · sinx dx = ∗) ex · sinx −

∫
ex · cosx dx = ∗∗) ex · sinx−

− ex · cosx +

∫
ex · (− sinx) dx = ex · sinx − ex · cosx −

∫
ex · sinx dx (pro x ∈ R).

∗) Položili jsme: u′(x) = ex, v(x) = sin x, u(x) = ex, v′(x) = cos x.
∗∗) Položili jsme: u′(x) = ex, v(x) = cos x, u(x) = ex, v′(x) = − sinx.

Označ́ıme-li poč́ıtaný integrál I, pak můžeme psát: I = ex · sinx − ex · cosx − I.

Odtud snadno vypoč́ıtáme: I = 1
2
[ ex · sinx − ex · cosx ] + C (pro x ∈ R).

∗IV.2.7. Př́ıklad.

∫
1

(1 + x2)n
dx =

∫
1 · 1

(1 + x2)n
dx = ∗) x · 1

(1 + x2)n
−

−
∫
x ·

[ 1

(1 + x2)n

]′
dx =

x

(1 + x2)n
−

∫
x ·

[ −n
(1 + x2)n+1

· 2x
]
dx =

=
x

(1 + x2)n
+ 2n

∫
1 + x2

(1 + x2)n+1
dx − 2n

∫
1

(1 + x2)n+1
dx.

∗) Položili jsme: u′(x) = 1, v(x) =
1

(1 + x2)n
, u(x) = x, v′(x) =

(−n) · 2x
(1 + x2)n+1

.

Označme In =

∫
1

(1 + x2)n
dx. Integraćı per–partes jsme obdrželi rovnici

In =
x

(1 + x2)n
+ 2n · In − 2n · In+1 .
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Odtud odvod́ıme rekurentńı vzorec: In+1 =
1

2n
· x

(1 + x2)n
+

2n− 1

2n
In .

Např́ıklad pro n = 1 tento vzorec dává: I2 =
1

2

x

1 + x2
+

1

2
I1.

Protože I1 = arctg x+C, dospěli jsme k výsledku: I2 =
1

2

x

1 + x2
+

1

2
arctg x + C

pro x ∈ R. (Integračńı konstantu stále znač́ıme pouze C. Nehledejte proto žádnou
korespondenci mezi C v jedné formuli a C v jiné formuli.)

IV.2.8. Cvičeńı. Vypoč́ıtejte integrály:

a)

∫
x · ex dx, b)

∫
x · cosx dx, c)

∫
x2 · cosx dx,

d)

∫
x2 · ln x dx, e)

∫
x · arccotg x dx, f)

∫
ex · cosx dx.

Výsledky: a) ex · (x− 1) + C (pro x ∈ R),

b) x · sinx + cosx + C (pro x ∈ R),

c) x2 · sinx + 2x cosx − 2 sin x + C (pro x ∈ R),

d) 1
3
x3 [ ln x − 1

3
] + C (pro x > 0),

e) 1
2
(x2 + 1) · arccotg x + 1

2
x + C (pro x ∈ R),

f) 1
2
ex (sinx + cosx) + C (pro x ∈ R).

IV.3. Substitučńı metoda

IV.3.1. Motivace. Podobně, jako integrace per–partes je ,,otočeńım” vzorce pro deri-
vováńı součinu dvou funkćı, tak substitučńı metoda je ,,otočeńım” vzorce pro derivováńı
složené funkce. Vysvětleme to trochu podrobněji: Je-li F primitivńı funkce k f na in-
tervalu I, pak

F (x) + C =

∫
f(x) dx pro x ∈ I.

Dosad́ıme-li x = g(t) (pro t prob́ıhaj́ıćı nějaký interval J), pak podle pravidla pro
derivováńı složené funkce je [F (g(t))]′ = F ′(g(t)) · g′(t) = f(g(t)) · g′(t) pro t ∈ J . To
znamená, že

F (g(t)) + C =

∫
f(g(t)) · g′(t) dt pro t ∈ J .

Levé strany v obou formuĺıch se shoduj́ı za předpokladu, že proměnné x a t jsou svázány
podmı́nkou x = g(t). Proto i pravé strany se muśı za stejného předpokladu shodovat.
Dostáváme tak vzorec ∫

f(x) dx =

∫
f(g(t)) · g′(t) dt pro x ∈ I a t ∈ J .
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IV.3.2. Věta (o integraci substitućı). Předpokládejme, že funkce f(x) je spojitá
v intervalu I. Předpokládejme dále, že funkce x = g(t) má spojitou derivaci v intervalu
J a zobrazuje tento interval na interval I. Pak plat́ı

(IV.3.1)

∫
f(x) dx =

∫
f(g(t)) · g′(t) dt pro x ∈ I, t ∈ J, x = g(t).

Poznámka IV.3.3. Připomeňme, že neurčitý integrál na levé straně (IV.3.1) je mno-
žinou všech primitivńıch funkćı k funkci f(x) v intervalu I. Podobně, neurčitý integrál
na pravé straně je množinou všech primitivńıch funkćı k funkci f(g(t))·g′(t) v intervalu
J. Rovnost (IV.3.1) je tedy rovnost mezi dvěma množinami funkćı. Na prvńı pohled
vypadá tato rovnost podivně, protože na levé straně je množina funkćı definovaných
v intervalu I a na pravé straně množina funkćı definovaných v intervalu J. Rovnosti
(IV.3.1) je však třeba rozumět tak, že dosad́ıme-li do každé funkce v množině na levé
straně x = g(t), pak obě množiny splývaj́ı.

Rovnost (IV.3.1) lze použ́ıt dvěma zp̊usoby:

I. Přejeme si vypoč́ıtat integrál vpravo a problém převedeme na výpočet integrálu
vlevo. (Tento postup má smysl, pokud je integrál vlevo jednodušš́ı.)

II. Přejeme si vypoč́ıtat integrál vlevo a problém převedeme na výpočet integrálu
vpravo. (Má to smysl tehdy, je-li integrál vpravo jednodušš́ı.)

Oba zp̊usoby poṕı̌seme v následuj́ıćıch odstavćıch podrobněji. Nazveme je ,,substitučńı
metoda I” a ,,substitučńı metoda II”.

IV.3.4. Substitučńı metoda I. Necht’ jsou splněny předpoklady věty IV.3.2. Před-
stavme si, že chceme vypoč́ıtat neurčitý integrál na pravé straně rovnosti (IV.3.1).
Polož́ıme g(t) = x a g′(t) dt = dx. Tak źıskáme integrál vyskytuj́ıćı se na levé
straně rovnosti (IV.3.1). Tento integrál vypoč́ıtáme (pro x ∈ I ). Vyjádřeńı p̊uvodńıho
integrálu pak źıskáme, dosad́ıme-li do výsledku za x opět g(t).

IV.3.5. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme

∫
(sin t)3·cos t dt. Provedeme-li substituci sin t = x

a použijeme-li též (v souladu s výše popsaným postupem) odtud vyplývaj́ıćı vyjádřeńı
(sin t)′ dt = cos t dt = dx, obdrž́ıme:∫

(sin t)3 · cos t dt =

∫
x3 dx = 1

4
x4 + C = 1

4
(sin t)4 + C.

Předpoklady věty IV.3.2 jsou splněny, nebot’: Funkce g(t) = sin t má v intervalu
J = (−∞,+∞) derivaci a zobrazuje tento interval na interval I = ⟨−1,+1⟩. Funkce
f(x) = x3 je v intervalu I spojitá.

IV.3.6. Poznámka. Při použit́ı ,,substitučńı metody I” neńı většinou nutné přesné
stanoveńı intervalu I na nějž zobrazuje funkce g interval J . Stač́ı vědět, že funkce
g zobrazuje interval J do nějakého intervalu I ′, ve kterém je funkce f spojitá. Pak
je totiž f spojitá v každém intervalu který je podmnožinou I ′, tedy také v intervalu
I = H(g|J).
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Při řešeńı př́ıkladu IV.3.5 by tedy stačilo konstatovat, že funkce g zobrazuje interval
J do intervalu I ′ = (−∞,+∞), ve kterém je funkce f(x) = x3 spojitá.

IV.3.7. Poznámka. Proměnnou, podle které integrujeme, lze označovat r̊uzně. V prv-
ńım integrálu který máme poč́ıtat, však bývá nejčastěji označována jako x. To ale
znamená, že při použit́ı prvńıho pravidla o substituci zač́ınáme s integrálem

∫
f(g(x)) ·

g′(x) dx. Novou proměnnou můžeme označit třeba s. Pomoćı substituce s = g(x),
ds = g′(x) dx pak tento integrál převád́ıme na integrál

∫
f(s) ds. Zvykněte si na

r̊uzná označeńı proměnných!

IV.3.8. Substitučńı metoda II. Necht’ jsou splněny předpoklady věty IV.3.2 a
funkce g je v intervalu J ryze monotónńı. Představme si, že chceme vypoč́ıtat integrál∫
f(x) dx v intervalu I. Polož́ıme x = g(t) a dx = g′(t) ·dt. Problém tak převedeme

na výpočet integrálu
∫
f(g(t)) · g′(t) dt v intervalu J. Tento integrál vypoč́ıtáme a

vyjádřeńı p̊uvodńıho integrálu źıskáme, dosad́ıme-li do výsledku t = g−1(x).

IV.3.9. Poznámka. Při použit́ı ,,substitučńı metody II” potřebujeme v závěru, při
zpětném dosazováńı, z rovnosti x = g(t) vyjádřit t = g−1(x). Předpoklad o ryźı
monotónnosti funkce g v intervalu J zajǐst’uje existenci inverzńı funkce g−1 v intervalu
I.

IV.3.10. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme

∫ √
9− x2 dx. Integrovaná funkce je definovaná

a spojitá v intervalu ⟨−3, 3⟩. V tomto intervalu budeme neurčitý integrál poč́ıtat.
Použijeme substituci x = g(t) = 3 sin t (pro t ∈ ⟨−π/2, π/2⟩ ). Funkce g je v in-
tervalu ⟨−π/2, π/2⟩ rostoućı (a tud́ıž ryze monotónńı), má zde derivaci a zobrazuje
tento interval na interval ⟨−3, 3⟩. Funkce g tedy vyhovuje předpoklad̊um pro použit́ı
Substitučńı metody II. Do integrálu kromě substituce x = 3 sin t dosad́ıme také
dx = g′(t) dt = cos t dt. Obdrž́ıme:∫ √

9− x2 dx =

∫ √
9− 9 sin2 t · 3 cos t dt = 9

∫ √
cos2 t · cos t dt =

= 9

∫
| cos t| · cos t dt = ∗) 9

∫
cos2 t dt = 9

∫
1 + cos (2t)

2
dt =

=
9

2

[
t +

sin (2t)

2

]
+ C =

9

2
[ t + sin t · cos t ] + C = ∗∗)

= 9
2

[
arcsin (1

3
x) + 1

3
x ·

√
1− 1

9
x2

]
+ C.

∗) Funkce kosinus je v intervalu ⟨−π/2, π/2⟩ nezáporná, proto pro všechna t z to-
hoto intervalu je | cos t| = cos t.

∗∗) Pro t ∈ ⟨−π/2, π/2⟩ plat́ı x = 3 sin t právě tehdy, plat́ı-li t = arcsin (1
3
x).

IV.3.11. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme integrál

∫
1

1− x
dx. Definičńım oborem funkce

1/(1− x) je sjednoceńı (−∞, 1) ∪ (1,+∞). V obou intervalech (−∞, 1) a (1,+∞).
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je funkce 1/(1− x) spojitá, proto v každém z nich existuje jak primitivńı funkce, tak i
neurčitý integrál.

Použijeme substituci x = 1− u. Kromě toho do integrálu dosad́ıme
dx = (1− u)′ du = −du. Dostaneme:∫

1

1− x
dx = −

∫
1

u
du = − ln |u| + C = − ln |1− u| + C.

Ověřte sami podrobně platnost všech předpoklad̊u Substitučńı metody II.

IV.3.12. Cvičeńı. a)

∫
x

3
√
1− x2

dx, b)

∫
cosx

(sinx)3
dx, c)

∫ √
arctg x

1 + x2
dx,

d)

∫
exp

√
x√

x
dx, e)

∫
ln x− 3

x
√
ln x

dx, f)

∫
e−x dx, g)

∫
ex

1 + e2x
dx,

h)

∫
(1− 2x)1000 dx, i)

∫
1√

1− 2x2
dx, j)

∫
1√

2x + 1
dx, k)

∫ √
1− x

x
dx,

l)

∫
1

(1 + x2) arctg x
dx.

Výsledky: a) −3
4
(1− x2)2/3 + C (v intervalech (−∞,−1), (−1, 1), (1,+∞) ),

b) −1/(2 sin2 x) + C (ve všech intervalech (kπ, /k + 1)π), k celé),

c) 2
3
(arctg x)3/2 + C (v (−∞,+∞) ), d) 2 exp

√
x + C (v (−∞,+∞) ),

e) 2
3

√
ln x (ln x− 9) + C (v (1,+∞) ), f) −e−x + C (v (−∞,+∞) ),

g) arctg (ex) + C (v (−∞,+∞) ), h) − 1
2002

(1− 2x)1001 + C (v (−∞,+∞) ),

i) arcsin (
√
2x) /

√
2 + C (v (−1/

√
2, 1/

√
2) ), j)

1

ln 2
ln
[ √2x + 1− 1√

2x + 1 + 1

]
+ C

(v (−∞,+∞) ), k) 2
√
1− x + ln

∣∣∣ √1− x− 1√
1− x+ 1

∣∣∣ + C (v (−∞, 1) ),

l) ln |arctg x| + C (v intervalech (−∞, 0) a (0,+∞) ).

IV.4. Integrace jednodušš́ıch racionálńıch funkćı

IV.4.1. Racionálńı funkce. Racionálńı funkćı nazýváme funkci typu P/Q, kde P
a Q jsou polynomy, přičemž stupeň polynomu Q je větš́ı nebo roven jedné.

IV.4.2. Poznámka. Ukážeme, jak lze integrovat racionálńı funkce, které maj́ı ve
jmenovateli polynom stupně nejvýše tři. Postup při integraci ostatńıch racionálńıch
funkćı je podobný, může být ovšem technicky podstatně komplikovaněǰśı. V př́ıkladu
IV.6.6 je zahrnut a ukázán postup integrace racionálńı funkce s polynomem stupně čtyři
ve jmenovateli.

Na začátku integrace racionálńı funkce je třeba polynom ve jmenovateli (tj. polynom
Q ) rozložit na součin polynomů lineárńıch, př́ıpadně též kvadratických.
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Lineárńı polynomy vyskytuj́ıćı se v tomto rozkladu maj́ı úzký vztah ke kořen̊um
polynomu Q : Rozklad Q obsahuje lineárńı polynom (x − α) právě tehdy, je-li α
kořenem polynomu Q. (x − α) se v takovém př́ıpadě nazývá kořenovým činitelem
polynomu Q.

Kvadratický polynom se v rozkladu Q bude vyskytovat jen tehdy, neńı-li možné
tento kvadratický polynom v reálném oboru již dále rozložit (tj. nemá-li reálné kořeny
a je-li jeho diskriminant záporný – viz dále př́ıpady Ia) a IIa)).

IV.4.3. Rozklad polynomu stupně nejvýše tři.

I) Předpokládejme nejprve, že Q je polynom stupně dva, tj.

Q(x) = q0 x
2 + q1 x + q2 (kde q0 ̸= 0 ).

Jsou tři možnosti:

Ia) Polynom Q nemá v reálném oboru žádný kořen a nelze jej tedy v reálném oboru
rozložit.

Ib) Polynom Q má v reálném oboru jediný (dvojnásobný) kořen α a je možné jej
rozložit následuj́ıćım zp̊usobem: Q(x) = q0 (x− α)2.

Ic) Polynom Q má v reálném oboru dva r̊uzné (jednoduché) kořeny α, β a je možné
jej rozložit takto: Q(x) = q0 (x− α) (x− β).

II) Nyńı předpokládejme, že Q je polynom stupně tři, tj.

Q(x) = q0 x
3 + q1 x

2 + q2 x + q3 (kde q0 ̸= 0 ).

Jsou čtyři možnosti:

IIa) Polynom Q má jediný reálný kořen α, který je jednoduchý. V tomto př́ıpadě lze
Q psát ve tvaru Q(x) = q0 (x−α) (x2 + rx+ s), přičemž kvadratický polynom
(x2 + rx+ s) v reálném oboru rozložit nelze (jeho diskriminant je záporný).

IIb) Polynom Q má jediný reálný kořen α, který je trojnásobný. V tomto př́ıpadě
lze Q rozložit takto: Q(x) = q0 (x− α)3.

IIc) Polynom Q má v reálném oboru jeden jednoduchý kořen α a jeden dvojnásobný
kořen β. Pak Q je možné rozložit takto: Q(x) = q0 (x− α) (x− β)2.

IId) Polynom Q má v reálném oboru tři r̊uzné kořeny α, β, γ. V takovém př́ıpadě
lze Q rozložit následuj́ıćım zp̊usobem:
Q(x) = q0 (x− α) (x− β) (x− γ).

Načrtněte si sami, jak v uvedených př́ıpadech může vypadat graf polynomu Q.

IV.4.4. Př́ıklad. Rozložme na součin jednodušš́ıch činitel̊u (v reálném oboru již dále
nerozložitelných) polynom

Q(x) = 2x3 − 4x2 − 20x − 50.
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Odhadem (tj. postupným dosazováńım č́ısel 0, 1, −1, 2, −2, . . . ) zjist́ıme, že Q(5) =
0. Polynom Q má tedy reálný kořen α = 5. (Kdybychom t́ımto zp̊usobem kořen
polynomu Q nenalezli, mohli bychom použ́ıt např́ıklad tzv. Cardanových vzorc̊u – viz
knihu [Re].) Polynom Q je tud́ıž beze zbytku dělitelný kořenovým činitelem (x − 5).
Děleńım polynomů zjist́ıme, že

Q(x) : (x− 5) =

= (2x3 − 4x2 − 20x− 50) : (x− 5) = 2x2 + 6x+ 10 = 2 (x2 + 3x+ 5).

Diskriminant polynomu x2 + 3x + 5 je záporný (= −11). Polynom proto nemá reálné
kořeny a v reálném oboru je nerozložitelný. Hledaný rozklad polynomu Q tedy je:

Q(x) = 2 (x− 5) (x2 + 3x+ 5).

Tento rozklad odpov́ıdá př́ıpadu IIa) v předcházej́ıćım odstavci IV.4.3.

IV.4.5. Rozklad racionálńı funkce s polynomem 2. stupně ve jmenovateli
na součet parciálńıch zlomk̊u. Předpokládejme, že P je polynom stupně menš́ıho
než 2 (tj. je to bud’ konstantńı funkce nebo je to lineárńı polynom) a Q je polynom
stupně 2. Předpokládejme dále, že polynomy P a Q nemaj́ı společného kořenového
činitele kterým by bylo možné racionálńı funkci P/Q krátit (tj. polynomy P, Q jsou
nesoudělné). V tomto odstavci ukážeme, jak je možné racionálńı funkci P/Q rozložit
na součet jednodušš́ıch, tzv. parciálńıch zlomk̊u. Rozklad záviśı na tom, jak lze rozložit
polynom Q na součin jednodušš́ıch, v reálném oboru již dále nerozložitelných činitel̊u
(viz odstavec IV.4.3). Proto projdeme všechny tři možnosti rozkladu polynomu Q (tj.
možnosti Ia), Ib) a Ic) z odstavce IV.4.3) a vždy ukážeme odpov́ıdaj́ıćı rozklad racionálńı
funkce P/Q.

Ia)
P (x)

Q(x)
=

P (x)

q0x2 + q1x+ q2
V tomto př́ıpadě je již racionálńı funkce
P (x)/Q(x) parciálńım zlomkem.

Ib)
P (x)

Q(x)
=

P (x)

q0 (x− α)2
=

A1

x− α
+

A2

(x− α)2

Ic)
P (x)

Q(x)
=

P (x)

q0 (x− α) (x− β)
=

A

x− α
+

B

x− β

Jak lze v konkrétńım př́ıpadě určit konstanty A1 a A2 (respektive A a B ) ukážeme
v následuj́ıćım př́ıkladu.

IV.4.6. Př́ıklad. Rozlož́ıme na součet parciálńıch zlomk̊u racionálńı funkci

P (x)

Q(x)
=

2x− 7

x2 − 5x+ 6
.

Polynom Q lze rozložit takto: Q(x) = x2 − 5x+ 6 = (x− 2) (x− 3). Podle vzorce
Ic) v předcházej́ıćım odstavci lze psát:
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P (x)

Q(x)
=

2x− 7

x2 − 5x+ 6
=

A

x− 2
+

B

x− 3
.

Součet na pravé straně znovu převedeme na společného jmenovatele:

A

x− 2
+

B

x− 3
=

A (x− 3) + B (x− 2)

(x− 2) (x− 3)
=

(A+B)x− (3A+ 2B)

(x− 2) (x− 3)
.

Posledńı zlomek je totožný se zlomkem P (x)/Q(x) (je pouze jinak zapsán). Porov-
náńım čitatel̊u dostáváme: (A + B)x − (3A + 2B) = 2x − 7. Dva polynomy se
sobě rovnaj́ı právě když se sobě rovnaj́ı všechny koeficienty u odpov́ıdaj́ıćıch si mocnin
nezávisle proměnné (tj. x ). Porovnáńım koeficient̊u obdrž́ıme soustavu dvou lineárńıch
algebraických rovnic

A + B = 2, 3A + 2B = −7

pro dvě neznámé A a B. Řešeńım této soustavy dostaneme: A = 3, B = −1. Hledaný
rozklad tedy je:

2x− 7

x2 − 5x+ 6
=

3

x− 2
− 1

x− 3
.

IV.4.7. Rozklad racionálńı funkce s polynomem 3. stupně ve jmenovateli
na součet parciálńıch zlomk̊u. Předpokládejme, že P je polynom stupně menš́ıho
než 3 (tj. stupně 0, 1, nebo 2) a Q je polynom stupně 3. Dále předpokládejme, že
polynomy P a Q nemaj́ı společného kořenového činitele kterým by bylo možné ra-
cionálńı funkci P/Q krátit (tj. polynomy P, Q jsou nesoudělné). Ukážeme, jak je
možné racionálńı funkci P/Q rozložit na součet parciálńıch zlomk̊u. Rozklad je závislý
na tom, jak lze rozložit polynom Q na součin jednodušš́ıch, v reálném oboru již dále
nerozložitelných činitel̊u (viz odstavec IV.4.3). Proto projdeme všechny čtyři možnosti
rozkladu polynomu Q (tj. možnosti IIa), IIb), IIc) a IId) z odstavce IV.4.3) a vždy
uvedeme odpov́ıdaj́ıćı rozklad racionálńı funkce P/Q.

IIa)
P (x)

Q(x)
=

P (x)

q0 (x− α) (x2 + rx+ s)
=

A

x− α
+

Bx + C

x2 + rx+ s

IIb)
P (x)

Q(x)
=

P (x)

q0 (x− α)3
=

A1

x− α
+

A2

(x− α)2
+

A3

(x− α)3

IIc)
P (x)

Q(x)
=

P (x)

q0 (x− α) (x− β)2
=

A

x− α
+

B1

x− β
+

B2

(x− β)2

IId)
P (x)

Q(x)
=

P (x)

q0 (x− α) (x− β) (x− γ)
=

A

x− α
+

B

x− β
+

C

x− γ

Koeficienty A, B, C (respektive A1, A2, A3, respektive A, B1, B2 ) lze v konkrétńıch
př́ıpadech stanovit podobně, jako v př́ıkladu IV.4.6. Ukážeme to také v následuj́ıćım
př́ıkladu.

IV.4.8. Př́ıklad. Rozlož́ıme na součet parciálńıch zlomk̊u racionálńı funkci
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P (x)

Q(x)
=

5x2 + 2x

x3 − 2x2 − 10x− 25
.

Polynom Q je možné rozložit (viz př́ıklad IV.4.4): Q(x) = (x−5) (x2+3x+5). Podle
vzorce IIa) z předcházej́ıćıho odstavce můžeme psát:

P (x)

Q(x)
=

5x2 + 2x

x3 − 2x2 − 10x− 25
=

A

x− 5
+

Bx + C

x2 + 3x+ 5
.

Převedeme-li součet na pravé straně znovu na společného jmenovatele, obdrž́ıme po
jednoduché úpravě:

A

x− 5
+

Bx + C

x2 + 3x+ 5
=

(A+B)x2 + (3A− 5B + C)x+ (5A− 5C)

(x− 5) (x2 + 3x+ 5)
.

Posledńı zlomek je totožný se zlomkem P (x)/Q(x). Porovnáńım čitatel̊u dostáváme:
(A+B)x2 + (3A−5B+C)x + (5A−5C) = 5x2 + 2x. Porovnáme-li dále koeficienty
u odpov́ıdaj́ıćıch si mocnin x obdrž́ıme soustavu tř́ı lineárńıch algebraických rovnic pro
tři neznámé A, B, C:

A + B = 5, 3A − 5B + C = 2, 5A − 5C = 0.

Tato soustava má jediné řešeńı: A = 3, B = 2, C = 3. Hledaný rozklad tedy je:

5x2 + 2x

x3 − 2x2 − 10x− 25
=

3

x− 5
+

2x + 3

x2 + 3x+ 5
.

IV.4.9. Postup integrace racionálńı funkce. Máme-li integrovat racionálńı funkci
P/Q (kde stupeň polynomu Q je nejvýše tři), postupujeme takto:

a) Je-li stupeň polynomu P větš́ı nebo roven stupni polynomu Q, pak částečným
děleńım uprav́ıme racionálńı funkci P/Q na tvar P1 + P2/Q, kde P1 a P2 jsou
polynomy, přičemž stupeň polynomu P2 je menš́ı než stupeň polynomu Q. Poly-
nom P1 integrovat umı́me. Pod́ıl P2/Q můžeme integrovat zp̊usobem, popsaným
v následuj́ıćım bodě.

b) Je-li stupeň polynomu P menš́ı než stupeň polynomu Q, pak racionálńı funkci
P/Q rozlož́ıme na součet parciálńıch zlomk̊u, využijeme toho, že ,,integrál součtu
je součet integrál̊u” a každý z parciálńıch zlomk̊u integrujeme zvlášt’. Integraci
jednotlivých parciálńıch zlomk̊u jsou věnovány odstavce IV.4.11 a IV.4.12.

IV.4.10. Poznámka. Je-li stupeň polynomu Q ve jmenovateli racionálńı funkce P/Q
roven jedné a stupeň polynomu P je roven nule, je racionálńı funkce již sama o sobě
parciálńım zlomkem. Je-li stupeň P větš́ı než nula, pak racionálńı funkci P/Q po
částečném děleńı převedeme na tvar P1 + P2/Q, kde P1 je nějaký polynom a P2 je
polynom stupně nula, tj. je to konstantńı funkce. Pod́ıl P2/Q již je parciálńım zlomkem.

Př́ıpad, kdy stupeň polynomu Q je roven jedné je tedy poměrně jednoduchý a
proto mu nevěnujeme větš́ı pozornost.

IV.4.11. Integrace parciálńıch zlomk̊u typu A/(x− α)n. Při výpočtu integrál̊u
typu

∫
A/(x− α)n dx je možné použ́ıt substituci x− α = t, tj. x = t + α. Pomoćı
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této substituce převedeme zmı́něný integrál na integrál
∫
A/tn dt, který lze vyjádřit

pomoćı vzorce b) z odstavce IV.1.10 (pro n ̸= 1 ) nebo pomoćı vzorce k) z odstavce
IV.1.10 (pro n = 1 ). Dosazeńım t = x − α do výsledku se vrát́ıme k proměnné x.
T́ımto zp̊usobem źıskáme vyjádřeńı integrálu

∫
A/(x − α)n dx na dvou intervalech:

(−∞, α) a (α,+∞).

IV.4.12. Integrace parciálńıch zlomk̊u typu (Bx + C)/(x2 + rx + s). Předpo-
kládáme, že kvadratický polynom x2 + rx+ s je v reálném oboru nerozložitelný (jinak
by zlomek (Bx + C)/(x2 + rx + s) nebyl parciálńım zlomkem). Připomeňme, že to
poznáme např́ıklad podle toho, že D < 0 (kde D = r2 − 4s je diskriminant polynomu
x2+ rx+ s). Než se budeme zabývat integrálem obecné funkce (Bx+C)/(x2+ rx+ s),
ukážeme postup na konkrétńım př́ıkladu. Integračńı konstantu zde budeme značit c,
aby nedošlo k záměně s koeficientem C v obecném parciálńım zlomku.∫

2x + 3

x2 + 2x+ 5
dx = ∗)

∫
2x + 2

x2 + 2x+ 5
dx+

∫
1

x2 + 2x+ 5
dx

= ∗∗)

∫
du

u
+

∫
1

(x2 + 2x+ 1) + 4
dx = ln |u| +

∫
dx

(x+ 1)2 + 4

= ln |x2 + 2x+ 5| + 1

4

∫
dx(x+ 1

2

)2

+ 1
= ∗∗∗) ln |x2 + 2x+ 5| + 1

2

∫
dv

v2 + 1

= ln |x2 + 2x+ 5| + 1
2
arctg v + c =

= +) ln (x2 + 2x+ 5) + 1
2
arctg

[
1
2
(x+ 1)

]
+ c.

∗) Výraz 2x+ 3 jsme rozložili na 2x+ 2 (což je derivace jmenovatele) plus 1.
∗∗) Použili jsme substituci x2+2x+5 = u a odtud plynoućı rovnost (2x+2) dx = du.

∗∗∗) Použili jsme substituci 1
2
(x+ 1) = v a odtud plynoućı rovnost 1

2
dx = dv.

+) Vynechali jsme absolutńı hodnotu v logaritmu, protože x2 + 2x + 5 > 0 pro
všechna x ∈ (−∞,+∞).

Parciálńı zlomek (2x + 3)/(x2 + 2x + 5) je funkćı spojitou v intervalu (−∞,+∞),
proto jeho primitivńı funkce i neurčitý integrál existuj́ı rovněž na tomto intervalu. Na
tomto intervalu je také platné nalezené vyjádřeńı integrálu

∫
(2x+3)/(x2+2x+5) dx.

Vrat’me se nyńı k obecnému parciálńımu zlomku (Bx + C)/(x2 + rx + s). Tento
zlomek lze rozložit:

Bx+ C

x2 + rx+ s
= R

2x+ r

x2 + rx+ s
+ S

1

x2 + rx+ s
.

R a S lze určit porovnáńım koeficient̊u u stejných mocnin x, stejně jako např́ıklad č́ısla
A, B a C v odstavci IV.4.8. Prvńı ze zlomk̊u vpravo má v čitateli derivaci jmenovatele
a tud́ıž je∫

2x+ r

x2 + rx+ s
dx = ln |x2 + rx+ s| + c (pro x ∈ (−∞,+∞) ).
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(Návod: Použijte substituci u = x2 + rx + s.) Druhý zlomek je možné integrovat
zp̊usobem, jaký již byl v tomto odstavci na konkrétńım př́ıkladu vysvětlen. Vyjde∫

dx

x2 + rx+ s
dx =

2√
−D

arctg
2x+ r√
−D

+ c (pro x ∈ (−∞,+∞) ).

(Připomı́náme, že dle předpoklad̊u je D = r2 − 4s < 0.) Můžete si bud’ pamatovat
postup integrace (ukázaný na konkrétńım př́ıkladu) nebo tento vzorec.

IV.4.13. Cvičeńı. Vypoč́ıtejte integrály a)

∫
x3 − 3x2 + 2

2x+ 1
dx,

b)

∫
x

x3 − 1
dx, c)

∫
x3 + 1

x3 − x2
dx, d)

∫
5x− 4

x3 − x2 − 2x
dx.

Výsledky: a) 1
6
x− 7

8
x2+ 7

8
x+ 9

16
ln |2x+1|+c (pro x ∈ (−∞,−1

2
) a x ∈ (−1

2
,+∞) ),

b)
1

3
ln

|x− 1|√
x2 + x+ 1

+
1√
3
arctg

2x+ 1√
3

+ c (pro x ∈ (−∞, 1) a x ∈ (1,+∞) ),

c) x+
1

x
+ ln

(x− 1)2

|x|
+ c (pro x ∈ (−∞, 0), x ∈ (0, 1) a x ∈ (1,+∞) ),

d) ln
x2 |x− 2|
|x+ 1|3

+ c (pro x ∈ (−∞,−1), x ∈ (−1, 0), x ∈ (0, 2) a x ∈ (2,+∞) ).

IV.5. Integrace funkćı typu sinn x · cosm x

IV.5.1. Integrace funkćı sinn x · cosm x (př́ıpad, kdy alespoň jedno z č́ısel m,
n je liché). Necht’ m, n jsou celá č́ısla a alespoň jedno z nich je liché. Budeme dále
předpokládat, že m je liché. (Kdyby bylo liché n, byl by postup analogický.) Liché č́ıslo
m lze vyjádřit ve tvaru m = 2k+1, kde k je vhodné celé č́ıslo. Funkci sinn x · cosm x
lze upravit:

sinn x · cosm x =

= sinn x · cos2k+1 x = sinn x · (cos2 x)k · cosx = sinn x · (1− sin2 x)k · cosx.

Integrál

∫
sinn x · cosm x dx lze tud́ıž poč́ıtat pomoćı substituce sinx = t :∫

sinn x · cosm x dx =

∫
sinn x · (1− sin2 x)k · cosx dx =

∫
tn · (1− t2)k dt.

IV.5.2. Př́ıklad.

∫
sin2 x · cos5 x dx =

∫
sin2 x · cos4 x · cosx dx =

=

∫
sin2 x · (1− sin2 x)2 · cosx dx =

∫
sin2 x · (1− 2 sin2 x+ sin4 x) · cosx dx =
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=

∫
sin2 x · cosx dx − 2

∫
sin4 x · cosx dx +

∫
sin6 x · cosx dx =

= ∗)

∫
t2 dt − 2

∫
t4 dt +

∫
t6 dt = 1

3
t3 − 2

5
t5 + 1

7
t7 + C =

= 1
3
sin3 x − 2

5
sin5 x + 1

7
sin7 x + C (pro x ∈ (−∞,+∞) )

∗) Použili jsme substituci sinx = t.

IV.5.3. Př́ıklad.

∫
1

sinx
dx =

∫
sinx

sin2 x
dx =

∫
sinx

1− cos2 x
dx = ∗)

= −
∫

1

1− t2
dt = −

∫
1

(1− t) (1 + t)
dt = −1

2

∫
1

1− t
dt − 1

2

∫
1

1 + t
dt =

= 1
2
ln |1 + t| − 1

2
ln |1 + t| + C =

= 1
2
ln |1− cosx| − 1

2
ln |1 + cos x| + C = 1

2
ln
∣∣∣ 1− cosx

1 + cos x

∣∣∣ + C

(pro x ∈ (kπ, (k + 1)π); k je libovolné celé č́ıslo)
∗) Použili jsme substituci cosx = t.

IV.5.4. Integrace funkćı sinn x ·cosm x (př́ıpad, kdy obě č́ısla m, n jsou sudá).
Integrovanou funkci uprav́ıme pomoćı vzorc̊u

sin2 x =
1− cos (2x)

2
, cos2 x =

1 + cos (2x)

2
.

Rovněž použijeme substituci 2x = t. T́ımto zp̊usobem integrovanou funkci rozlož́ıme na
součet funkćı ,,typu IV.5.1” (tj. funkćı vyhovuj́ıćıch předpoklad̊um z odstavce IV.5.1) a
funkćı ,,typu IV.5.4” (tj. funkćı vyhovuj́ıćıch předpoklad̊um z tohoto odstavce). Funkce
,,typu IV.5.1” již integrovat umı́me. Funkce ,,typu IV.5.4” opět upravujeme podle
stejných pravidel tak dlouho, až nám zbydou pouze funkce ,,typu IV.5.1”.

IV.5.5. Př́ıklad.∫
sin4 x dx =

∫ (1− cos (2x)

2

)2

dx =

∫
1− 2 cos (2x)− cos2(2x)

4
dx =

= ∗)

∫
1− 2 cos t− cos2 t

8
dt =

∫
1
8
dt −

∫
1
4
cos t dt +

∫
1
8
cos2 t dt =

= 1
8
t − 1

4
sin t + 1

8

∫
1 + cos (2t)

2
dt = ∗∗) 1

8
t − 1

4
sin t + 1

8

∫
1 + cos u

4
du =

= 1
8
t− 1

4
sin t+ 1

32
u+ 1

32
sin u+ C = 1

8
t− 1

4
sin t+ 1

16
t+ 1

32
sin (2t) + C =

= 3
8
x − 1

4
sin (2x) + 1

32
sin (4x) + C (pro x ∈ R).
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∗) Použili jsme substituci t = 2x.
∗∗) Použili jsme substituci u = 2t.

IV.5.6. Cvičeńı. Vypoč́ıtejte integrály

a)

∫
sin7 x dx, b)

∫
cos6 x dx, c)

∫
cos3 x

sin2 x
dx.

Výsledky: a) − cosx+ cos3 x− 3
5
cos5 x+ 1

7
cos7 x+ C ) (pro x ∈ (−∞,+∞) ),

b) 5
16
x+ 1

4
sin (2x) + 3

64
sin (4x)− 1

48
sin3 x+ C (pro x ∈ (−∞,+∞) ),

c) − 1

sinx
− sinx+ C (pro x ∈ (kπ, (k + 1)π); k je libovolné celé č́ıslo).

IV.6. Integrace některých daľśıch typ̊u funkćı

IV.6.1. Racionálńı funkce dvou proměnných. V této kapitole několikrát použije-
me symbol R(u, v). Budeme j́ım rozumět tzv. racionálńı funkci dvou proměnných u a
v, což je pod́ıl dvou polynomů P (u, v) a Q(u, v).

S funkcemi v́ıce proměnných se podrobněji seznámı́te ve druhém semestru v před-
mětu Matematika II. Zde se spokoj́ıme pouze s konstatováńım, že polynom dvou pro-
měnných u a v je součet konečně mnoha člen̊u tvaru k · um · vn, kde k je reálná
konstanta a m, n jsou celá nezáporná č́ısla.

Př́ıklady racionálńıch funkćı dvou proměnných:

R(u, v) =
2u + v2 + 2

u − 1
, R(u, v) =

1

2 + u
, R(u, v) =

u− v

u2 + v2
.

∗IV.6.2. Integrály typu
∫
R(sinx, cosx) dx. Integrály tohoto typu lze převést

pomoćı substituce

(IV.6.1) t = tg
(x
2

)
na integrály racionálńıch funkćı. Vysvětleme to podrobněji. Použit́ım známých vzorc̊u
pro goniometrické funkce dostáváme:

cos2(x/2) =
1

1 + tg2(x/2)
, sin2(x/2) = 1 − cos2(x/2) =

tg2(x/2)

1 + tg2(x/2)
,

cosx = cos2(x/2) − sin2(x/2) =
1− tg2(x/2)

1 + tg2(x/2)
=

1− t2

1 + t2
,

sinx = 2 sin (x/2) · cos (x/2) =
2 tg (x/2)

1 + tg2(x/2)
=

2 t

1 + t2
.

,,Diferencováńım” rovnice tg (x/2) = t dále obdrž́ıme:

1

2 cos2(x/2)
dx = dt, tj. 1

2
[ 1 + tg2(x/2) ] dx = dt.
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Odtud plyne: dx =
2

1 + tg2(x/2)
dt =

2

1 + t2
dt.

Dosad́ıme-li nyńı za sinx, cosx a dx výše odvozené výrazy do integrálu∫
R(sinx, cosx) dx, obdrž́ıme integrál racionálńı funkce (proměnné t ). Takové in-

tegrály jsou poč́ıtány v kapitole IV.4 v tomto textu.

Substituci (IV.6.1) je možné použ́ıt pouze na takovém intervalu, kde je funkce
tg (x/2) definovaná, tj. na každém intervalu (−π+2kπ, π+2kπ), kde k je celé č́ıslo.
(Někdy poč́ıtáme integrál ještě na menš́ım intervalu, záviśı to na tom, jak konkrétně
vypadá integrovaná funkce.)

∗IV.6.3. Př́ıklad.

∫
1− sinx

1 + cos x
dx =

∫
1− 2t/(1 + t2)

1 + (1− t2)/(1 + t2)

2

1 + t2
dt

=

∫
1− 2t+ t2

1 + t2
dt =

∫ [
1 − 2 t

1 + t2

]
dt = t − ln (1 + t2) + C =

= tg (x/2) − ln [ 1 + tg2(x/2) ] + C.

Integrovaná funkce je spojitá na každém z interval̊u (−π+2kπ, π+2kπ), kde k je celé
č́ıslo. Na každém z těchto interval̊u tedy existuje primitivńı funkce i neurčitý integrál.
Tyto intervaly jsou totožné s těmi, na kterých lze použ́ıt substituci (IV.6.1). Nalezené
vyjádřeńı integrálu je tedy platné na každém z interval̊u (−π + 2kπ, π + 2kπ).

IV.6.4. Poznámka. Před výpočtem každého ne zcela triviálńıho integrálu stoj́ı za to
se na chvilku zamyslet nad t́ım, jakou metodu pro výpočet zvolit. Např́ıklad integrál∫

cosx

1− sinx
dx

můžeme poč́ıtat pomoćı substituce (IV.6.1), přitom ale existuje i možnost podstatně
jednodušš́ı. Přijdete sami na to jaká?

IV.6.5. Integrály typu

∫
R
(
x,

√
ax+ b

cx+ d

)
dx. Předpokládejme, že ad− bc ̸= 0.

(Tato nerovnost zaručuje, že polynomy ax + b a cx + d ve zlomku pod odmocni-
nou nejsou soudělné a že tedy po př́ıslušném zkráceńı nejsou např́ıklad rovny nějaké
konstantńı funkci.) Je možné použ́ıt substituci

(IV.6.2) t =

√
ax+ b

cx+ d
.

Odtud můžeme vyjádřit x a dx. Po dosazeńı do poč́ıtaného integrálu źıskáme integrál
racionálńı funkce (proměnné t). Konkrétńı postup je ukázán v př́ıkladu IV.6.6. Sub-
stituci (IV.6.2) můžeme použ́ıt na každém intervalu, který je část́ı definičńıho oboru
integrované funkce. Mimo jiné na tomto intervalu muśı platit: (ax+ b)/(cx+ d) ≥ 0.

Integrál
∫
R(x,

√
ax+ b) dx je speciálńım př́ıpadem výše uvedeného integrálu.

(Odpov́ıdá hodnotám c = 0, d = 1.) Při jeho výpočtu je tedy možné použ́ıt substituci
t =

√
ax+ b.
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IV.6.6. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme

∫
1

x

√
1− x

1 + x
dx.

Výraz pod odmocninou muśı být nezáporný. Řešeńım nerovnice (1 − x)/(1 + x) ≥ 0
dostaneme podmı́nku: x ∈ (−1, 1⟩. V integrálu se ale kromě toho vyskytuje funkce
1/x, z čehož vyplývá daľśı podmı́nka: x ̸= 0. Integrovaná funkce je tedy definovaná
v intervalech (−1, 0) a (0, 1⟩. V každém z těchto interval̊u je integrovaná funkce spojitá,
proto v každém z nich existuje primitivńı funkce i neurčitý integrál. Pomoćı substituce

t =

√
1− x

1 + x
, tj. x = −t

2 − 1

t2 + 1
, dx = −

(t2 − 1

t2 + 1

)′
dt = − 4 t

(t2 + 1)2
dt

dostáváme: ∫
1

x

√
1− x

1 + x
dx =

∫
t2 + 1

t2 − 1
t

4 t

(t2 + 1)2
dt =

=

∫
4 t2 dt

(t− 1)(t+ 1)(t2 + 1)
=

∫
dt

t− 1
−

∫
dt

t+ 1
+ 2

∫
dt

t2 + 1
=

= ln
∣∣∣t− 1

t+ 1

∣∣∣ + 2arctg t + C = ln
∣∣∣√1 + x−

√
1− x√

1 + x+
√
1− x

∣∣∣ + 2arctg

√
1− x

1 + x
+ C

(pro x ∈ (−1, 0) nebo pro x ∈ (0, 1⟩ ). Racionálńı funkce proměnné t, kterou jsme
po použit́ı substituce obdrželi, má dokonce polynom stupně čtyři ve jmenovateli, takže
přesahuje rámec výkladu z kapitoly IV.4. Nicméně, jej́ı rozklad je zcela analogický:

4 t2

(t− 1)(t+ 1)(t2 + 1)
=

A

t− 1
+

B

t+ 1
+
C1t+ C2

t2 + 1
.

Koeficienty A, B, C1 a C2 je možné určit např́ıklad stejnou metodou, jako č́ısla A, B a
C v odstavci IV.4.8. Obdrž́ıme: A = 1, B = −1, C1 = 0, C2 = 2.

∗IV.6.7. Integrály typu
∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx. Budeme předpokládat, že

a ̸= 0, jinak by integrál byl speciálńım př́ıpadem integrálu řešeného v odstavci IV.6.4.
Budeme rozlǐsovat dva př́ıpady:

a) a < 0 Aby byl výraz pod odmocninou na nějakém intervalu nezáporný, je třeba,
aby kvadratický polynom ax2+bx+c měl dva r̊uzné reálné kořeny α, β. Zvolme
označeńı kořen̊u tak, že α < β. Pak ax2 + bx + c > 0 pro x ∈ (α, β). Pro tato
x pak můžeme psát:

√
ax2 + bx+ c =

√
a (x− α)(x− β) =

=
√

−a (x− α)(β − x) =
√
−a (x− α)

√
β − x

x− α
.

Integrál této funkce je ale integrálem typu, kterému je věnován odstavec IV.6.5.
Pomoćı substituce (IV.6.2), tj.

t =

√
β − x

x− α
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lze tento integrál převést na integrál racionálńı funkce.

b) a > 0 V tomto př́ıpadě můžeme použ́ıt tzv. Eulerovu substituci

(IV.6.3)
√
ax2 + bx+ c = t +

√
a x.

Umocńıme-li obě strany rovnosti (IV.6.3) na druhou, můžeme vyjádřit x a dx .
Poč́ıtaný integrál t́ımto zp̊usobem převedeme na integrál racionálńı funkce (pro-
měnné t). Konkrétńı postup je ukázán v př́ıkladu IV.6.8. Substituci (IV.6.3)
můžeme použ́ıt na každém intervalu, který je část́ı definičńıho oboru integrované
funkce. Mimo jiné na tomto intervalu muśı platit: ax2 + bx+ c ≥ 0.

∗IV.6.8. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme

∫
dx

x
√
x2 + 2x− 1

dx.

Protože výraz x2+2x−1 se vyskytuje pod odmocninou a ještě k tomu ve jmenovateli,
muśı v definičńım oboru integrované funkce být x2 + 2x − 1 > 0. Kromě toho se
v integrované funkci ještě ve jmenovateli vyskytuje x. Odtud plyne daľśı podmı́nka:
x ̸= 0. Snadno zjist́ıme, že maximálńı intervaly, na kterých jsou obě podmı́nky splněny,
jsou: (−∞,−1−

√
2) a (−1+

√
2,+∞). Na každém z těchto interval̊u je integrovaná

funkce spojitá, proto na každém z nich existuje primitivńı funkce i neurčitý integrál.

Použijeme substituci
√
x2 + 2x− 1 = x + t. Jej́ım umocněńım na druhou a

následným výpočtem zjist́ıme, že

x =
t2 + 1

2 (1− t)
, dx =

−t2 + 2t+ 1

2 (1− t)2
dt.

Dosazeńım do poč́ıtaného integrálu dostáváme:∫
dx

x
√
x2 + 2x− 1

dx =

∫
2 (1− t)

t2 + 1

1

t2 + 1

2 (1− t)
+ t

−t2 + 2t+ 1

2 (1− t)2
dt =

=

∫
2

t2 + 1
dt = 2arctg t + C = 2arctg

(√
x2 + 2x− 1− x

)
+ C

(pro x ∈ (−∞,−1−
√
2) nebo x ∈ (−1−

√
2,+∞) ).

∗IV.7. Diferenciálńı rovnice se separovatelnými proměnnými

Diferenciálńı rovnićı obecně nazýváme rovnici, ve které neznámou je funkce a v rov-
nici se vyskytuje derivace neznámé funkce. (Mohou to být i derivace vyšš́ıch řád̊u.)
Nauka o diferenciálńıch rovnićıch tvoř́ı rozsáhlou a samostatnou část matematiky s vel-
kým množstv́ım aplikaćı v technických oborech, ve fyzice, v chemii a daľśıch vědńıch
disciplinách. Zde se seznámı́me s nejjednodušš́ım typem diferenciálńı rovnice, který je
možné řešit tzv. ,,metodou separace proměnných”. Protože podstatnou součást́ı metody
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je integrováńı, uvád́ıme ji jako část kapitoly IV o neurčitých integrálech a chápeme ji
jako ilustrativńı př́ıklad aplikaćı teorie neurčitých integrál̊u.

Vı́ce se o diferenciálńıch rovnićıch dozv́ıte v předmětu Matematika III ve třet́ım
semestru studia.

IV.7.1. Diferenciálńı rovnice se separovatelnými proměnnými. Diferenciálńı
rovnici tvaru

(IV.7.1) y′ = g(x) · h(y),

(př́ıpadně diferenciálńı rovnici, kterou lze na tento tvar převést pomoćı algebraických
úprav) nazýváme diferenciálńı rovnićı se separovatelnými proměnnými. Neznámou
v diferenciálńı rovnici (IV.7.1) je funkce y proměnné x.

IV.7.2. Pojem řešeńı. Řešeńım diferenciálńı rovnice (IV.7.1) na intervalu I nazýváme
funkci y(x), která rovnici (IV.7.1) ve všech bodech x ∈ I vyhovuje. (V koncových bodech
intervalu I, pokud tyto body do intervalu I patř́ı, přitom derivaci y′(x) chápeme jako
jednostrannou derivaci.)

IV.7.3. Př́ıklad. Funkce y(x) = 2
√
x− 1 je řešeńım diferenciálńı rovnice y′ = 2/y

v intervalu (1,+∞). (Toto lze ověřit výpočtem y′ a dosazeńım za y′ a y do diferenciálńı
rovnice.)

IV.7.4. Konstantńı řešeńı diferenciálńı rovnice (IV.7.1). Necht’ y∗ je bod, ve
kterém je h(y∗) = 0. Necht’ I je interval, obsažený v D(g). Dosazeńım do rovnice
(IV.7.1) zjist́ıme, že konstantńı funkce definovaná rovnićı y(x) = y∗ pro všechna x ∈ I
je řešeńım rovnice (IV.7.1) na intervalu I. Nalezeńı nulových bod̊u funkce h(y) tedy
vede k nalezeńı konstantńıch řešeńı rovnice (IV.7.1).

IV.7.5. Metoda separace proměnných. V tomto odstavci ukážeme, jak můžeme
vypoč́ıtat daľśı řešeńı diferenciálńı rovnice (IV.7.1).

Budeme předpokládat, že g(x) je spojitá funkce v intervalu I a h(y) je spojitá
funkce v intervalu J , přičemž interval J je zvolen tak, že funkce h(y) v něm žádné
nulové body nemá, tj. že h(y) ̸= 0 pro všechna y ∈ J . Rovnici (IV.7.1) tud́ıž můžeme
dělit výrazem h(y). Kromě toho zaṕı̌seme derivaci y′ jako pod́ıl dy/dx a rovnici
(IV.7.1) násob́ıme výrazem dx. Obdrž́ıme:

dy

h(y)
= g(x) dx.

Levá strana vzniklé rovnice záviśı pouze na y a pravá strana záviśı pouze na x.
Proměnné jsme tedy oddělili, neboli separovali. Tento fakt dal název metodě řešeńı,
kterou právě vysvětlujeme: metoda separace proměnných. Před levou i pravou stranu
nyńı přiṕı̌seme znak integrálu a vzniklé neurčité integrály vypoč́ıtáme. Integračńı kon-
stanty vzniklé na obou stranách můžeme sdružit do jedné a připisovat ji pouze na pravé
straně. Źıskáme rovnici, ve které se již vyskytuje pouze samotná funkce y a nikoliv jej́ı
derivace. Z této rovnice nakonec y vyjádř́ıme. (Posledńı krok je někdy obt́ıžný nebo
dokonce nemožný. V takovém př́ıpadě se spokoj́ıme s ,,implicitńım vyjádřeńım” řešeńı
y rovnićı, kterou obdrž́ıme po výpočtu obou integrál̊u.)
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Výše uvedený postup neńı z formálńıho hlediska zcela korektńı, protože při něm
rozdělujeme ,,nedělitelný” symbol dy/dx označuj́ıćı derivaci funkce y, zacháźıme s ńım
jako se zlomkem a rovnici (IV.7.1) násob́ıme ,,pomocným” výrazem dx. Tento postup
je však snadno zapamatovatelný a vede ke správným výsledk̊um.

IV.7.6. Př́ıklad. Řešme diferenciálńı rovnici y′ = 5xy.

Pravá strana je součinem funkce g(x) = 5x a funkce h(y) = y. Obě funkce jsou
spojité v (−∞,+∞). Řešeńım rovnice h(y) = 0 źıskáme jediný nulový bod funkce
h(y) : y∗ = 0. Diferenciálńı rovnice y′ = 5xy má proto jediné konstantńı řešeńı:
y(x) = 0, definované v intervalu I = (−∞,+∞).

Daľśı řešeńı hledáme metodou separace proměnných. V diferenciálńı rovnici zaṕı-
šeme derivaci y′ ve tvaru dy/dx a rovnici násob́ıme výrazem dx. Dále rovnici děĺıme
y, č́ımž źıskáme rovnici se separovanými proměnnými. Poté přiṕı̌seme znak integrálu.
Postupně tak dostaneme:

dy

dx
= 5xy,

dy

y
= 5x dx,

∫
dy

y
=

∫
5x dx.

Výpočtem neurčitého integrálu na levé i pravé straně obdrž́ıme: ln |y| = 5
2
x2 + C.

Pǐsme C ve tvaru ln |K|, kde K ∈ R, K ̸= 0. Posledńı rovnici pak můžeme upravit:

|y| = exp
(
5
2
x2 + ln |K|

)
=

∣∣K · exp(5
2
x2)

∣∣.
Odtud plyne: y = ±K·exp (5

2
x2). Protože však K může nabývat hodnot jak kladných,

tak i záporných, lze symbol ± vynechat.

Vyjádřeńı řešeńı ve tvaru y = K · exp (5
2
x2) jsme źıskali pro K ̸= 0. Dosazeńım

K = 0 však dostáváme již dř́ıve nalezené nulové řešeńı. Vid́ıme, že podmı́nka K ̸= 0
byla svázána pouze s postupem, kterým jsme řešeńı hledali a v konečném zápisu řešeńı
neńı nutná. Řešeńı diferenciálńı rovnice v intervalu (−∞,+∞) má tedy tvar:

(IV.7.2) y = K · exp (5
2
x2),

kde K ,,prob́ıhá” množinu všech reálných č́ısel.

Vyjádřeńı (IV.7.2) se nazývá obecné řešeńı diferenciálńı rovnice y′ = 5xy. Na rozd́ıl
od obecného řešeńı, jakékoliv konkrétńı řešeńı se nazývá partikulárńı řešeńı.

Např́ıklad, funkce y = 2 exp (5
2
x2) je partikulárńım řešeńım diferenciálńı rovnice

y′ = 5xy na intervalu (−∞,+∞). Toto partikulárńı řešeńı obdrž́ıme z obecného řešeńı
konkrétńı volbou konstanty: K = 2.

IV.7.7. Počátečńı podmı́nka, Cauchyova úloha. Při užit́ı diferenciálńıch rovnic
k řešeńı problémů z jiných vědńıch obor̊u většinou nehledáme obecné řešeńı, které
ve skutečnosti zahrnuje nekonečně mnoho r̊uzných partikulárńıch řešeńı. Častěji nás
zaj́ımá nějaké konkrétńı partikulárńı řešeńı. Takové řešeńı lze źıskat přidáńım vhodné
doplňuj́ıćı podmı́nky. Nejjednodušš́ı možnost́ı je předepsat hodnotu y0, které má hledané
řešeńı nabývat ve zvoleném bodě x0. Řešená úloha pak sestává z diferenciálńı rovnice
a podmı́nky y(x0) = y0 :
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(IV.7.3) y′ = g(x) · h(y); y(x0) = y0.

Podmı́nce y(x0) = y0 se ř́ıká počátečńı podmı́nka. Důvodem je tato skutečnost: Po-
moćı diferenciálńıch rovnic můžeme popisovat procesy prob́ıhaj́ıćı v čase a nezávisle
proměnná x zde pak má fyzikálńı význam času. Často řeš́ıme problémy tohoto typu:
Zjistěte, jak bude prob́ıhat proces popsaný diferenciálńı rovnićı (IV.7.1) v časech x >
x0, je-li znám stav v ,,počátečńım” časovém okamžiku x0. Samozřejmě, můžeme se
ptát i na to, co stavu v časovém okamžiku x0 předcházelo, tj. může nás zaj́ımat jak
proces prob́ıhal v časech x < x0, ale úlohy tohoto druhu již nejsou (nebo sṕı̌se nebyly
v minulosti, kdy vznikala terminologie) tak časté.

Úlohu (IV.7.3) (tj. úlohu nalézt řešeńı diferenciálńı rovnice (IV.7.1), které vyhovuje
počátečńı podmı́nce y(x0) = y0 ), nazýváme Cauchyovou úlohou.

IV.7.8. Př́ıklad. Najdeme řešeńı Cauchyovy úlohy dané diferenciálńı rovnićı y′ = 5xy
a počátečńı podmı́nkou y(1) = 2.

Jedná se o stejnou diferenciálńı rovnici, kterou jsme řešili v Př́ıkladu IV.7.6. Nale-
zené obecné řešeńı je dáno vzorcem (IV.7.2). Dosad́ıme-li na levou stranu požadovanou
hodnotu y = 2 a na pravou stranu x = 1 (nebot’ hodnoty y = 2 má hledané řešeńı
nabývat v bodě x = 1), dostaneme:

2 = K · exp
(
5
2
12
)
= K · exp 5

2
.

Odtud vyjádř́ıme K = 2 exp
(
−5

2

)
. Zpětným dosazeńım do vzorce (IV.7.2) dostáváme

hledané partikulárńı řešeńı:
y = 2 exp 5

2
(x2 − 1).

Definičńım oborem tohoto řešeńı je interval (−∞,+∞).

IV.7.9. Poznámka. Diferenciálńı rovnice které máme řešit, bývaj́ı zř́ıdka zapsané již
ve tvaru (IV.7.1). Např́ıklad rovnice xy′ − y = 0 tento tvar nemá, i když ji na tvar
(IV.7.1) snadno uprav́ıme převedeńım y na pravou stranu a děleńım x. Tak dostaneme
rovnici y′ = y/x.

Řeš́ıme-li rovnici y′ = y/x separaćı proměnných, obdrž́ıme toto obecné vyjádřeńı
maximálńıch řešeńı: y = K ·x pro x ∈ (−∞, 0) nebo pro x ∈ (0,+∞) (K ∈ R). Bod
x = 0 je třeba vynechat, protože ve jmenovateli zlomku na pravé straně rovnice nula
být nesmı́.

Vrat’me se znovu k p̊uvodńı rovnici xy′ − y = 0. Zde neńı d̊uvod bod x = 0
z definičńıho oboru řešeńı vylučovat, proto obecné vyjádřeńı maximálńıch řešeńı je
y = K · x pro x ∈ (−∞,+∞) (K ∈ R).

Z uvedeného př́ıkladu plyne toto poučeńı: Neńı-li diferenciálńı rovnice, kterou řeš́ıte,
zadána ve tvaru (IV.7.1) a převád́ıte-li ji na tento tvar pomoćı algebraických úprav,
dávejte pozor na definičńı obor nalezených řešeńı.

IV.7.10. Př́ıklad – pohyb tělesa v prostřed́ı, kladoućım odpor. Těleso hmot-
nosti m se pohybuje př́ımočaře. Odpor prostřed́ı je úměrný velikosti rychlosti, koeficient
úměrnosti je k. Na těleso p̊usob́ı ve směru pohybu konstantńı śıla f . Rychlost v čase
t = 0 je v0. Jaká je za uvedených předpoklad̊u rychlost v(t) pohybu tělesa v čase t?
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Řešeńı: Označme a(t) zrychleńı tělesa. Podle druhého Newtonova zákona je

(IV.7.4) ma(t) = F (t),

kde F (t) je celková śıla, která p̊usob́ı na těleso ve směru pohybu. Pro tuto śılu plat́ı:
F (t) = f−k v(t). (U členu k v(t) je záporné znaménko, protože odpor, např́ıklad třeńı,
p̊usob́ı proti směru pohybu.)

Z kapitoly III.5 v́ıme, že rychlost v(t) je derivaćı polohové funkce s(t). Podobně,
zrychleńı a(t) pohybu lze definovat jako derivaci rychlosti v(t). Budeme-li derivaci podle
času značit, jak je ve fyzice obvyklé, tečkou, můžeme psát: a(t) = v̇(t). Dosad́ıme-li
toto i vyjádřeńı śıly F (t) do rovnice (IV.7.4), dostaneme diferenciálńı rovnici

(IV.7.5) m v̇(t) = f − k v(t).

Toto je diferenciálńı rovnice se separovatelnými proměnnými. Jej́ı obecné řešeńı má tvar

(IV.7.6) v(t) =
f

k
− C

k
e−kt/m.

(Separujte proměnné v rovnici (IV.7.6) a integrováńım se sami přesvědčte o tom, že
tomu tak je.) Nyńı dosad́ıme do obecného řešeńı (IV.7.6) konkrétńı hodnoty t = 0 a
v(0) = v0. Obdrž́ıme rovnici, ze které vypoč́ıtáme C: C = f − kv0. Dosad́ıme-li toto
C zpět do obecného řešeńı (IV.7.6), źıskáme hledané partikulárńı řešeńı:

v(t) =
f

k
+

(
v0 −

f

k

)
e−kt/m.

IV.7.11. Poznámka. Někdy se stane, že pravá strana diferenciálńı rovnice (IV.7.1)
nezáviśı na y a rovnice má tvar y′ = g(x). Řešeńı takové diferenciálńı rovnice jednoduše
źıskáme integrováńım funkce g. Obecné řešeńı diferenciálńı rovnice je totožné s neurči-
tým integrálem

∫
g(x) dx. (Viz př́ıklad d) v následuj́ıćım odstavci.)

IV.7.13. Cvičeńı. Najděte řešeńı Cauchyových úloh

a) x2y′ + y2 = 0, y(−1) = 1; b) 2y′
√
x = y, y(4) = 1;

c) y′ = (2y + 1) cotg x, y(π/4) = 1
2
; d) y′ = x2 + 3 sin5 x cosx, y(0) = 2.

Výsledky: a) y = −x pro x ∈ (−∞,+∞)

b) y = exp (
√
x− 2) pro x ∈ (0,+∞)

c) y = 2 sin2 x− 1
2

pro x ∈ (0, π)

d) y = 1
3
x3+ 1

2
sin6 x+2 pro x ∈ (−∞,+∞). (V zadané rovnici jsou proměnné již

separovány. K nalezeńı řešeńı tedy nepotřebujete nic jiného, než umět integrovat.)
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V. Určitý (Riemann̊uv) integrál

V.1. Historický př́ıstup

V.1.1. Motivace, úvod. Představte si, že f je spojitá, nezáporná funkce v uzavřeném
intervalu ⟨a, b⟩. Chceme vyjádřit obsah obrazce O, omezeného grafem funkce f , osou x,
př́ımkou x = a a př́ımkou x = b. (Viz obr. 39.)

Je-li funkce f v intervalu ⟨a, b⟩ nezáporná, konstantńı a jej́ı hodnotou je v celém
intervalu ⟨a, b⟩ č́ıslo h, je problém jednoduchý: Obrazec O je obdélńıkem, jehož strany
maj́ı délky b− a a h. Obsah takového obdélńıku je p(O) = (b− a) · h.

Podobně, je-li funkce f v intervalu ⟨a, b⟩ nezáporná a lineárńı (tj. f : y = kx+ q),
je problém rovněž jednoduchý: Obrazec O je lichoběžńıkem se základnou délky b− a a
bočńı strany maj́ı délky ka+ q a kb+ q. Načrtněte si obrázek a vypoč́ıtejte sami, čemu
se rovná obsah obrazce O.

V.1.2. Historické zavedeńı určitého integrálu. V obecném př́ıpadě je situace
složitěǰśı a k jej́ımu řešeńı přispěli v 17. stolet́ı zejména Isaac Newton (1642–1727) a
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646–1716). Základem byla tato představa: Interval ⟨a, b⟩
rozděĺıme na nekonečně mnoho ,,nekonečně krátkých” úsek̊u. Typický úsek má krajńı
body x a x + dx, kde x ∈ ⟨a, b) a dx je ,,nekonečně malé”, kladné, č́ıslo. Obrazec,
sevřený shora grafem funkce f na intervalu ⟨x, x + dx⟩ a zdola úsečkou kterou tento
interval vyt́ıná na ose x, je ,,nekonečně úzký” a proto lze na něm funkci f považovat za
konstantńı (maj́ıćı hodnotu f(x)). Obrazec je tedy ,,nekonečně úzkým” obdélńıkem se
stranami délky dx a f(x). Jeho obsahem je č́ıslo dp = f(x) dx.

a b

f

x
q q
x+ dx

Oq f(x)

Obr. 39

Obsah celého obrazce O źıskáme sečteńım nekonečně mnoha ,,nekonečně malých” č́ısel
dp. Součet se zprvu označoval ṕısmenem S, později se však toto ṕısmeno protáhlo a
bylo nahrazeno znakem integrálu

∫
. Obsah obrazce O se zapisuje:

(V.1.1) p(O) =

∫ b

a

dp =

∫ b

a

f(x) dx.
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Výraz na pravé straně se nazývá určitý integrál funkce f na intervalu ⟨a, b⟩ a č́ısl̊um a
a b se ř́ıká meze integrálu: a je dolńı mez a b je horńı mez .

Ze středńı školy znáte vzorce pro výpočet obsah̊u čtverce, obdélńıku, lichoběžńı-
ku, rovnoběžńıku, kruhu, atd. Pro obsah obecného obrazce O uvažovaného typu (viz
obr. 39) však žádný obdobný, jednoduchý, vzorec neexistuje. Proto je třeba formuli
(V.1.1) rozumět tak, že touto formuĺı obsah obrazce O definujeme a nikoliv pouze
sdělujeme jak vypoč́ıtat něco, co jsme již definovali jinak.

Určitý integrál má smysl i pro funkce f , které v některých (nebo ve všech) bodech
nabývaj́ı záporných hodnot. Na těch úsećıch, kde je funkce f záporná, však určitý in-
tegrál vyjadřuje obsah obrazce mezi grafem funkce f a osou x, se záporným znaménkem.

V.1.3. Poznámka k fyzikálńımu významu určitého integrálu. K určitému inte-
grálu lze dospět i při řešeńı tohoto fyzikálńıho problému: Představme si, že hmotná
tyč je umı́stěna na ose x v intervalu ⟨a, b⟩. Hmota je na tyči rozložena s délkovou hus-
totou ρ. (Délková hustota vyjadřuje hmotnost, vztaženou k jednotce délky tyče. Jej́ı
jednotkou je kgm−1.) Tato hustota se může podél tyče měnit – např́ıklad proto, že se
měńı pr̊uřez tyče, nebo proto, že se měńı materiál ze kterého je tyč vyrobena. ρ je tedy
funkćı definovanou v intervalu ⟨a, b⟩. Chceme vyjádřit celkovou hmotnost tyče.

Provedeme stejnou úvahu, jako v odstavci V.1.2. Rozděĺıme interval ⟨a, b⟩ na neko-
nečně mnoho ,,nekonečně malých” úsek̊u. Jedńım, typickým, úsekem je interval s kraj-
ńımi body x a x+ dx. Protože je ,,nekonečně krátký”, lze na něm hustotu ρ považovat
za konstantu rovnou ρ(x). Hmotnost uvažovaného úseku tyče je pak dm = ρ(x) dx.
Celkovou hmotnost tyče obdrž́ıme sečteńım všech hmotnost́ı dm všech uvažovaných
úsek̊u délky dx:

(V.1.2) m =

∫ b

a

dm =

∫ b

a

ρ(x) dx.

V.1.4. Poznámka k zavedeńı a definićım určitého integrálu. Sami vid́ıte, že
výše uvedené zavedeńı určitého integrálu je z dnešńıho pohledu nepřesné a nejasné.
Zejména proto, že se oṕırá o pojem ,,nekonečně malého”, přitom však kladného, č́ısla
dx. Takové č́ıslo však neexistuje. (Kdyby existovalo, jakou by mohlo mı́t hodnotu?
Např́ıklad dx = 10−2? To ne, protože 10−3 je také kladné č́ıslo a přitom menš́ı, než
10−2. Nebo dx = 10−6? To také ne, protože 10−7 je ještě menš́ı. Nekonečně malé a
zároveň kladné č́ıslo prostě nenajdete.) Daľśım d̊uvodem, proč toto zavedeńı určitého
integrálu nelze považovat za přesné, je naprostá nejasnost toho, co se vlastně mı́ńı
,,součtem nekonečně mnoha nekonečně malých č́ısel”.

Aby měl určitý integrál rozumný smysl, je třeba

a) jej přesně definovat,

b) ukázat, jaké má vlastnosti (tj. např́ıklad vymezit tř́ıdu funkćı, pro které jeho defi-
nice má smysl – jinými slovy: pro které integrál existuje),

c) a v neposledńı řadě také ukázat, jak je možné hodnotu integrálu vypoč́ıtat.

Řešeńı těchto problémů paradoxně prob́ıhalo od konce. Byli to opět Newton a Leib-
niz, kteř́ı si všimli, že výpočet obsahu obrazce mezi grafem funkce f a osou x je vlastně
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,,opačným” problémem k derivováńı. Newton a Leibniz dospěli nezávisle na sobě ke
vzorci, který dnes nazýváme ,,Newtonovou–Leibnizovou formuĺı” a který dává návod,
jak určitý integrál vypoč́ıtat:

(V.1.3)

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

(F je libovolná primitivńı funkce k funkci f v intervalu ⟨a, b⟩.) K tomuto vzorci a jeho
užit́ı při výpočtu určitého integrálu se znovu vrát́ıme v kapitole V.4.

S intuitivńım zavedeńım určitého integrálu, vysvětleným v odstavci V.1.2, matema-
tika vystačila poměrně dlouho. Rostoućı význam integrálńıho počtu a množstv́ı apli-
kaćı ve fyzice a daľśıch oborech si však vyžádaly korektńı a přesné vymezeńı (definici)
určitého integrálu. Takových definic se v pr̊uběhu minulých stolet́ı objevilo několik.
Zmiňme se o třech z nich.

Prvńı definice pocháźı od Newtona: Newton vzal za základ formuli (V.1.3) a navrhl,
aby za určitý integrál funkce f na intervalu ⟨a, b⟩ byl považován rozd́ıl F (b) − F (a),
kde F je primitivńı funkce k f na ⟨a, b⟩. Tato definice však poněkud odsouvá do pozad́ı
p̊uvodńı geometrické a fyzikálńı problémy, které k zavedeńı určitého integrálu vedly.

Daľśı, velmi úspěšnou definici, podal v 19. stolet́ı George Riemann (1822–1866).
S touto definićı se seznámı́me v kapitole V.2. Určitý integrál, definovaný zp̊usobem
navrženým Riemannem, se též nazývá Riemann̊uv integrál . V těchto skriptech se bu-
deme zabývat výhradně t́ımto integrálem.

V aplikované matematice se dnes často použ́ıvá tzv. Lebesgue̊uv určitý integrál.
Tento integrál představuje zobecněńı Riemannova integrálu. Jeho teorie ale vyžaduje
deľśı výklad a přesahuje rámec těchto skript.

I když jsme vysvětlili, že představa o nekonečně malém kladném č́ıslu dx neod-
pov́ıdá našemu pojet́ı reálných č́ısel, nebudeme tuto představu zcela opouštět. Naopak.
Podobně, jako jsme tuto představu v odstavci V.1.3 použili k odvozeńı vzorce pro
vyjádřeńı hmotnosti nehomogenńı tyče, je možné ji využ́ıt dále a poměrně jednoduše
źıskat mnoho daľśıch vzorc̊u – např́ıklad pro vyjádřeńı délky křivky která je grafem
funkce y = f(x), pro výpočet polohy těžǐstě, statického momentu a momentu setrvač-
nosti hmotné křivky, atd. Těmto aplikaćım určitého integrálu je věnována kapitola V.7.

V.2. Definice Riemannova integrálu

Předpokládejme, že

a) ⟨a, b⟩ je uzavřený, omezený a neprázdný interval,

b) f je omezená funkce v intervalu ⟨a, b⟩.

Jak uvid́ıte, definice Riemannova integrálu funkce f na ⟨a, b⟩ je založena na rozděleńı
intervalu ⟨a, b⟩ na mnoho menš́ıch sub–interval̊u, na konstrukci Riemannova součtu
který je aproximaćı obsahu obrazce O omezeného grafem funkce f , osou x, př́ımkou
x = a a př́ımkou x = b a na úvaze o limitě tohoto součtu při nekonečném zjemňováńı
děleńı intervalu ⟨a, b⟩.
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V.2.1. Děleńı intervalu. Necht’ ⟨a, b⟩ je omezený uzavřený interval. Systém bod̊u
x0, x1, . . . , xn v ⟨a, b⟩ takových, že a = x0 < x1 < · · · < xn = b se nazývá děleńı
intervalu ⟨a, b⟩. Nazveme-li toto děleńı D, pak ṕı̌seme:

(V.2.1) D : a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b.

Normou děleńıD nazýváme č́ıslo ∥D∥ = max i=1,...,n (xi−xi−1). (∥D∥ je délka nejdeľśıho
ze sub–interval̊u ⟨x0, x1⟩, ⟨x1, x2⟩, . . . , ⟨xn−1, xn⟩. ∥D∥ poskytuje informaci o tom, jak
,,jemné” je děleńı D.)

V.2.2. Riemann̊uv součet a jeho limita. Předpokládejme, že f je omezená funkce
v intervalu ⟨a, b⟩ a D je děleńı ⟨a, b⟩, dané (V.2.1). Označme ∆xi délku i–tého sub–
intervalu ⟨xi−1, xi⟩. (Tj. ∆xi = xi − xi−1.)

Zvolme v každém z interval̊u ⟨xi−1, xi⟩ bod ζi. Označme V systém zvolených bod̊u:
ζ1 ∈ ⟨x0, x1⟩, ζ2 ∈ ⟨x1, x2⟩, . . . , ζn ∈ ⟨xn−1, xn⟩.

Pak Riemannovým součtem funkce f na intervalu ⟨a, b⟩, odpov́ıdaj́ıćım děleńı D a
systému V , nazýváme

s(f,D, V ) =
n∑

i=1

f(ζi) ·∆xi.

x0 = a

q q
q

q q
q

q q q
q

q q q q q q q q q qξ1 ξ2 ξ3 ξ4 ξn

x1 x2 x3 . . . . . . . . . . . . . . . . . xn−1 xn = b

f

Obr. 40

Ř́ıkáme, že č́ıslo S je limitou Riemannových součt̊u s(f,D, V ) pro ∥D∥ → 0+,
jestliže ke každému ϵ > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé děleńı D intervalu ⟨a, b⟩
a jakýkoliv systém V bod̊u ζi ∈ ⟨xi−1, xi⟩ plat́ı implikace

∥D∥ < δ =⇒ |s(f,D, V )− S| < ϵ.

Ṕı̌seme:

(V.2.2) lim
∥D∥→0+

s(f,D, V ) = S.

V.2.3. Riemann̊uv integrál. Jestliže limita (V.2.2) existuje, pak o funkci f ř́ıkáme,
že je integrovatelná v intervalu ⟨a, b⟩. Č́ıslo S v takovém př́ıpadě nazýváme Riemann̊uv
integrál funkce f v ⟨a, b⟩. Integrál označujeme
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∫ b

a

f(x) dx nebo

∫ b

a

f dx.

Č́ısla a a b se nazývaj́ı meze integrálu. a je dolńı mez a b je horńı mez . Integrovaná
funkce se nazývá integrand.

Mı́sto toho, že funkce f je integrovatelná v intervalu ⟨a, b⟩, často ř́ıkáme, že Rieman-

n̊uv integrál
∫ b

a
f(x) dx existuje.

Riemann̊uv integrál často nazýváme určitý integrál. (Jak jsme se dozvěděli v od-
stavci V.1.8, je možné definovat v́ıce typ̊u určitých integrál̊u. Protože v tomto textu
však o jiných, než Riemannových integrálech, nepojednáváme, toto nemůže vést k ne-
dorozuměńı.)

Proměnnou v Riemannově integrálu můžeme samozřejmě značit i jinak, než x. In-
tegrál můžeme tedy také zapisovat jako

∫ b

a
f(t) dt,

∫ b

a
f(s) ds, atd.

V.2.4. Obsah obrazce mezi grafem funkce f a osou x. Je-li f nezáporná
integrovatelná funkce v intervalu ⟨a, b⟩, pak obsahem obrazce O omezeného shora grafem
funkce f , zdola osou x a ze stran př́ımkami x = a a x = b nazýváme č́ıslo, jehož
hodnota je rovna integrálu

∫ b

a
f(x) dx.

Analogicky, pokud je funkce f nekladná a integrovatelná v ⟨a, b⟩, pak obsahem
obrazce O, omezeného zdola grafem funkce f , shora osou x a ze stran př́ımkami x = a
a x = b, nazýváme č́ıslo −

∫ b

a
f(x) dx.

Rozmyslete si sami tuto skutečnost: V obecném př́ıpadě, kdy f je integrovatelnou
funkćı v ⟨a, b⟩, která v ⟨a, b⟩ nabývá jak kladných, tak i záporných hodnot, vyjadřuje

integrál
∫ b

a
f(x) dx součet obsah̊u všech část́ı roviny mezi grafem funkce f a osou

x; př́ıspěvky od část́ı pod osou x jsou však v součtu brány se záporným znaménkem.
(Načrtněte si obrázek.)

V.2.5. Rozš́ı̌reńı definice Riemannova integrálu. Je-li funkce f integrovatelná
v intervalu ⟨a, b⟩, pak klademe∫ a

b

f(x) dx = −
∫ b

a

f(x) dx.

Speciálně, rovněž klademe

∫ a

a

f(x) dx = 0.

V.2.6. Středńı hodnota funkce f v intervalu ⟨a, b⟩. Předpokládejme, že f je
integrovatelná funkce v intervalu ⟨a, b⟩. Pak č́ıslo

µ =
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx

nazýváme středńı hodnotou funkce f v intervalu ⟨a, b⟩.
Středńı hodnotu lze jednoduše geometricky interpretovat: Pro jednoduchost před-

pokládejme, že funkce f je nezáporná v intervalu ⟨a, b⟩. Středńı hodnotou funkce f
v ⟨a, b⟩ je pak takové č́ıslo µ, že obrazec O omezený grafem f , osou x, př́ımkou x = a
a př́ımkou x = b má stejný obsah, jako obdélńık o stranách b − a a µ. (Načrtněte si
obrázek.)
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V.3. Důležité vlastnosti Riemannova integrálu

Připomeňme, že Riemann̊uv integrál je od začátku konstruován pouze pro omezené
funkce a na omezeném intervalu ⟨a, b⟩.

Většina omezených funkćı, se kterými se setkáte v aplikaćıch určitého integrálu,
patř́ı mezi integrovatelné funkce. Nicméně, existuj́ı i ,,̌spatné” funkce, pro které limita
Riemannových součt̊u (V.2.2) v intervalu ⟨a, b⟩ neexistuje. Takové funkce nejsou inte-
grovatelné v ⟨a, b⟩. Riemann̊uv integrál těchto funkćı v ⟨a, b⟩ tedy neexistuje. Přesnou
hranici mezi funkcemi integrovatelnými a neintegrovatelnými neńı snadné vymezit.
Abychomměli snažš́ı situaci při poznáváńı integrovatelných funkćı, uvád́ıme v následuj́ıćı
větě a v poznámce V.3.2 postačuj́ıćı podmı́nky pro integrovatelnost uvažované funkce
f v intervalu ⟨a, b⟩.

Nezapomeňme na to, že výroky ,,funkce f je integrovatelná v intervalu ⟨a, b⟩” a

,,Riemann̊uv integrál
∫ b

a
f(x) dx existuje” ř́ıkaj́ı přesně totéž.

V.3.1. Věta (o existenci Riemannova integrálu). Necht’ funkce f je spojitá v in-
tervalu ⟨a, b⟩. Pak f je integrovatelná v ⟨a, b⟩.

V.3.2. Poznámka. Ve většině praktických př́ıpad̊u s větou V.3.1 vystač́ıme. Někdy
je však užitečné znát jej́ı zobecněńı:

Necht’ funkce f je omezená a po částech spojitá v intervalu ⟨a, b⟩. Pak f je integrovatelná
v ⟨a, b⟩.

(O funkci f ř́ıkáme, že je po částech spojitá v intervalu ⟨a, b⟩, jestliže ⟨a, b⟩ je možné
rozdělit na konečně mnoho sub–interval̊u, přičemž funkce f je spojitá ve vnitřku každého
z nich.)

V.3.3. Věta. a) Je li funkce f integrovatelná v intervalu ⟨a, b⟩ a ⟨c, d⟩ ⊂ ⟨a, b⟩, pak
f je také integrovatelná v intervalu ⟨c, d⟩.
b) Jsou-li funkce f a g obě integrovatelné v intervalu ⟨a, b⟩, pak jejich součin f · g

je také integrovatelnou funkćı v ⟨a, b⟩.
c) Je-li f integrovatelná funkce v intervalu ⟨a, b⟩ a lǐśı-li se funkce g od f v ⟨a, b⟩

pouze v konečně mnoha bodech, pak g je také integrovatelnou funkćı v ⟨a, b⟩ a∫ b

a

g(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx.

Tvrzeńı a) je okamžitým d̊usledkem definice Riemannova integrálu.

Tvrzeńı b) je výrokem o integrovatelnosti součinu dvou funkćı f a g. Mějte však na

paměti, že toto neznamená, že
∫ b

a
f · g dx =

(∫ b

a
f dx

)
·
(∫ b

a
g dx

)
!

Tvrzeńı c) ř́ıká, že změna funkce f v konečně mnoha bodech nemá žádný vliv na

existenci ani na hodnotu integrálu
∫ b

a
f dx. Jinými slovy: Existence ani hodnota

integrálu
∫ b

a
f dx nezáviśı na hodnotách funkce f v konečně mnoha bodech. Funkce

f tedy nemuśı být ani definována v konečně mnoha bodech intervalu ⟨a, b⟩ a tato
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skutečnost nemá žádný vliv na existenci ani hodnotu integrálu
∫ b

a
f dx. Speciálně,

nehraje žádnou roli, zda je integrál
∫ b

a
f dx uvažován na otevřeném nebo na uzavřeném

intervalu.

V.3.4. Horńı a dolńı odhad Riemannova integrálu. Z definice Riemannova in-
tegrálu i z jeho geometrického významu (viz odstavec V.2.4) okamžitě plyne, že pokud
funkce f , integrovatelná v ⟨a, b⟩, vyhovuje nerovnostem

m ≤ f(x) ≤ M pro všechna x ∈ ⟨a, b⟩,

pak m · (b− a) ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤ M · (b− a).

Speciálně, pokud f má v intervalu ⟨a, b⟩ své maximum a minimum, pak

(V.3.1) min
x∈⟨a,b⟩

f(x) · (b− a) ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤ max
x∈⟨a,b⟩

f(x) · (b− a).

Pokud minimum funkce f v ⟨a, b⟩ neexistuje, je třeba je v nerovnosti (V.3.1) nahradit
infimem f v ⟨a, b⟩. Podobně, pokud neexistuje maximum f v ⟨a, b⟩, je třeba je nahradit
supremem f v ⟨a, b⟩.

Podobně, z definice Riemannova integrálu i z jeho geometrického významu snadno
plyne následuj́ıćı věta:

V.3.5. Věta. Jsou-li funkce f a g obě integrovatelné v ⟨a, b⟩ a g(x) ≤ f(x) pro
všechna x ∈ ⟨a, b⟩, pak ∫ b

a

g(x) dx ≤
∫ b

a

f(x) dx.

Speciálně, je-li f(x) ≥ 0 pro všechna x ∈ ⟨a, b⟩, pak
∫ b

a

f(x) dx ≥ 0.

Následuj́ıćı věta obsahuje formule, jejichž obdobu známe z teorie neurčitého in-
tegrálu – viz větu IV.1.8.

V.3.6. Věta. (Linearita Riemannova integrálu.) Jsou-li f a g integrovatelné
funkce v ⟨a, b⟩ a α ∈ R, pak∫ b

a

[
f(x) + g(x)

]
dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx a

∫ b

a

α · f(x) dx = α

∫ b

a

f(x) dx.

V.3.7. Věta. (Aditivita Riemannova integrálu vzhledem k intervalu.)

Existuj́ı-li integrály
∫ c

a
f dx a

∫ b

c
f dx, pak∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx.

V.3.8. Věta. (Riemann̊uv integrál jako funkce horńı meze.) Předpokládejme,
že f je integrovatelná funkce v intervalu ⟨a, b⟩. Pak

a) funkce P (x) =
∫ x

a
f(t) dt je spojitá v ⟨a, b⟩,

126



b) rovnost
d

dx

∫ x

a

f(t) dt = f(x) plat́ı ve všech bodech x ∈ (a, b), ve kterých je

funkce f spojitá.

Pravdivost tvrzeńı a) plyne (alespoň intuitivně) z geometrického významu Rieman-
nova integrálu (viz odstavec V.2.4). Zkuste si k tomu načrtnout obrázek a rozmyslete
si to.

Tvrzeńı b) můžeme dokázat t́ımto zp̊usobem:

P ′(x) = lim
h→0

P (x+ h)− P (x)

h
= lim

h→0

1

h

[∫ x+h

a

f(t) dt−
∫ x

a

f(t) dt

]
=

= lim
h→0

1

h

∫ x+h

x

f(t) dt = lim
h→0

µ(h)

kde µ(h) je středńı hodnota funkce f na intervalu s krajńımi body x a x+h. Ze spojitosti
funkce f v bodě x a z (V.3.1) plyne, že µ(h) → f(x) pro h → 0. To dokazuje platnost
vzorce v části b).

V.3.9. Poznámka. Z věty V.3.8 plyne, že je-li funkce f spojitá v intervalu I a a ∈ I,
pak P (x) =

∫ x

a
f(t) dt je primitivńı funkce k f v I.

∗V.3.10. Poznámka. Při aplikaćıch určitého integrálu je často užitečné znát toto
zobecněńı formule (V.3.2):

Je-li f spojitá funkce v intervalu I a a(x), b(x) jsou funkce, které maj́ı derivaci podle
x v intervalu J a jejich hodnoty patř́ı do intervalu I, pak

d

dx

∫ b(x)

a(x)

f(t) dt = f(b(x)) · b′(x)− f(a(x)) · a′(x) pro x ∈ J .

V.3.11. Cvičeńı. Existuj́ı následuj́ıćı Riemannovy integrály?

a)

∫ 1

−2

x+ 1

x2 − x− 6
dx b)

∫ 2

1

ln x

x
dx c)

∫ 1

0

sin x

x
dx

d)

∫ 5

−1

e−x dx e)

∫ 3

−2.5

x

ln (x+ 3)
dx f)

∫ −1

−2

x2 + 1

x3 − 2x2 + x
dx

Výsledky: a) ne, b) ano, c) ano, d) ano, e) ne, f) ano.

V.3.12. Cvičeńı. Vypoč́ıtejte F ′(x), je-li funkce F definována následuj́ıćımi integrály.

a) F (x) =

∫ √
x

1/x

cos (t2) dt ; x > 0 b) F (x) =

∫ 2x

0

sin t

t
dt

c) F (x) =

∫ 0

x

√
1 + t4 dt d) F (x) =

∫ x3

x2

ln t dt ; x > 0

Výsledky: a) F ′(x) =
cos x

2
√
x

+
cos 1/x2

x2
(pro x > 0), b) 2

sin 2x

2x
,

c) −
√
1 + x4, d) (9x2 − 4x) ln x (pro x > 0).
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V.4. Výpočet Riemannova integrálu

Přistupujeme k d̊uležité otázce teorie Riemannova integrálu, totiž k otázce jeho
výpočtu. Následuj́ıćı věta bývá vzhledem ke svému významu nazývána Základńı větou
integrálńıho počtu.

V.4.1. Věta. Je-li f spojitá funkce v intervalu ⟨a, b⟩ a F je primitivńı funkce k f
v ⟨a, b⟩, pak

(V.4.1)

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Vzorec (V.4.1) se nazývá Newtonova–Leibnizova formule. Rozd́ıl F (b) − F (a) je
často zapisován kratš́ım zp̊usobem: F (b)− F (a) = [F ]ba.

Důkaz základńı věty integrálńıho počtu je snadný: Funkce G(x) =
∫ x

a
f(t) dt je

také primitivńı funkćı k f v ⟨a, b⟩. Dvě primitivńı funkce se mohou lǐsit nejvýše o aditivńı
konstantu (věta IV.1.5). Proto existuje konstanta C taková, že F = G + C v ⟨a, b⟩.
To znamená, že F (a) = G(a) + C = C (protože G(a) = 0) a F (b) = G(b) + C =
G(b) + F (a). Odtud plyne: ∫ b

a

f(t) dt = G(b) = F (b)− F (a).

Newtonova–Leibnizova formule spojuje neurčitý integrál s určitým integrálem: Zná-
te-li neurčitý integrál funkce f v intervalu ⟨a, b⟩, pak znáte všechny primitivńı funkce
k f v ⟨a, b⟩. Můžete vybrat jakoukoliv z nich, použ́ıt ji v Newtonově–Leibnizově formuli
a źıskáte hodnotu určitého integrálu funkce f v ⟨a, b⟩. Skutečnost, že neurčitý integrál
a primitivńı funkce hraj́ı tak d̊uležitou roli při výpočtu určitého integrálu, byla jedńım
z hlavńıch d̊uvod̊u, proč jste se v části IV těchto skript učili poč́ıtat neurčité integrály.

Již několikrát jsme opakovali, že všechny primitivńı funkce k f v ⟨a, b⟩ se navzájem
lǐśı nejvýše o aditivńı konstantu. Když tedy vyberete např́ıklad primitivńı funkci F + k
(kde k je konstanta) mı́sto F a použijete ji v Newtonově–Leibnizově formuli, obdrž́ıte∫ b

a

f(x) dx = [F + k]ba =
(
F (b) + k

)
−
(
F (a) + k

)
= F (b)− F (a).

Výsledek je stejný, jako v (V.4.1), protože aditivńı konstanta se ve výsledku zruš́ı. Je

tedy jedno, kterou primitivńı funkci k f k výpočtu určitého integrálu
∫ b

a
f dx použijete.

V.4.2. Př́ıklad.

∫ π

0

sin x dx = [− cos x ]π0 = (− cos π)− (− cos 0) = 2.

Následuj́ıćı dvě věty ukazuj́ı, že metody integrace per partes a integrace substitućı,
známé z teorie neurčitého integrálu, mohou být př́ımo použity i k výpočtu určitého
integrálu.

V.4.3. Věta (o integraci per partes). Předpokládejme, že funkce u a v maj́ı spojité
derivace v intervalu ⟨a, b⟩. Potom

(V.4.2)

∫ b

a

u′ · v dx = [u · v ]ba −
∫ b

a

u · v′ dx.
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V.4.4. Př́ıklad.

∫ 2

0

e2x · x dx = ∗)
[

1
2
e2x · x

]2
0
−

∫ 2

0

1
2
e2x dx =

= 1
2
e4 · 2 − 1

2
e0 · 0 −

[
1
4
e2x

]2
0
= e4 − 1

4
e4 + 1

4
e0 = 3

4
e4 + 1

4
.

∗) Položili jsme u′(x) = e2x, u(x) = 1
2
e2x, v(x) = x and v′(x) = 1.

V.4.5. Věta (o integraci substitućı). Necht’ funkce g má spojitou derivaci v inter-
valu ⟨a, b⟩ a zobrazuje ⟨a, b⟩ do intervalu J . Necht’ funkce f je spojitá v J . Potom

(V.4.3)

∫ b

a

f(g(x)) g′(x) dx =

∫ g(b)

g(a)

f(s) ds.

Formuli (V.4.3) můžeme použ́ıt dvěma zp̊usoby:

a) Chceme vypoč́ıtat integrál vlevo a problém převedeme na výpočet integrálu vpra-
vo (je-li integrál vpravo jednodušš́ı), nebo naopak

b) Chceme vypoč́ıtat integrál vpravo a problém převedeme na výpočet integrálu
vlevo (je-li integrál vlevo jednodušš́ı).

V.4.6. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme

∫ π/2

0

sin2 x · cos x dx.

Polož́ıme-li ⟨a, b⟩ = ⟨0, π/2⟩, s = g(x) = sin x, f(s) = s2, J = (−∞,+∞), jsou všechny
předpoklady věty V.4.5 splněny. Kromě toho, g(0) = sin 0 = 0 a g(π/2) = sin (π/2) =
1. Použit́ım vzorce (V.4.3) dostáváme:∫ π/2

0

sin2 x · cos x dx =

∫ 1

0

s2 ds =
[

1
3
s3

]1
0
= 1

3
.

V.4.7. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme

∫ 2

0

√
4− x2 dx.

Tento integrál můžeme považovat za integrál na pravé straně vzorce (V.4.3) (s proměn-
nou označenou x mı́sto s). Funkce f(x) =

√
4− x2 je spojitá v ⟨0, 2⟩, proto integrál

existuje. Položme x = g(t) = 2 sin t, dx = g′(t) dt = 2 cos t dt. Pak g(a) = 2 sin a = 0
a g(b) = 2 sin b = 2. Můžeme tedy zvolit a = 0 a b = π/2. Všechny předpoklady věty
V.4.5 jsou nyńı splněny a pomoćı vzorce (V.4.3) dostáváme:∫ 2

0

√
4− x2 dx =

∫ π/2

0

√
4− 4 sin2 t · 2 cos t dt =

∫ π/2

0

4 cos2 t dt =

=

∫ π/2

0

2 (1 + cos 2t) dt =
[
2t+ sin 2t ]

π/2
0 = π.

V.4.8. Poznámka. Představte si, že poč́ıtáte Riemann̊uv integrál funkce f v intervalu
⟨a, b⟩ a zvažujete použit́ı integrace per partes nebo integrace substitućı. Pak máte dvě
možnosti:
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1) Můžete použ́ıt větu V.4.3 nebo větu V.4.5. T́ım převedete integrál na jiný (jedno-
dušš́ı) integrál a přitom stále pracujete s integračńımi mezemi. Tento př́ıstup je
vysvětlen v př́ıkladech V.4.5, V.4.6 a V.4.7.

2) Integrál můžete nejprve vypoč́ıtat jako neurčitý integrál v intervalu ⟨a, b⟩ a poté
použijete Newtonovu–Leibnizovu formuli (V.4.1) na intervalu ⟨a, b⟩.
Abychom ukázali, co t́ımto přesně mı́ńıme, vypoč́ıtáme integrál z př́ıkladu V.4.6
ještě jednou, tentokrát zp̊usobem, který právě vysvětlujeme. Začněme tedy ne-
určitým integrálem

∫
sin2 x cos x dx. Použijeme substituci s = sin x. Pak

ds = cos x dx a∫
sin2 x · cos x dx =

∫
s2 ds = 1

3
s3 + C = 1

3
sin3 x+ C.

Pomoćı formule (V.4.1) dostáváme:

∫ π/2

0

sin2 x cos x dx =
[

1
3
sin3 x

]π/2
0

= 1
3
.

Jak uvid́ıte poté, až si sami vyřeš́ıte větš́ı počet př́ıklad̊u, zp̊usob 1), založený na
př́ımé aplikaci integrace per partes nebo integrace substitućı, je obvykle technicky snazš́ı
a méně pracný.

V.4.9. Cvičeńı. Vypoč́ıtejte následuj́ıćı integrály.

a)

∫ 1

−1

(3x2 − 4x+ 7) dx b)

∫ 1

0

(8t3 − 12t2 + 5) dt c)

∫ 2

1

4

s2
ds

d)

∫ 27

1

x−4/3 dx e)

∫ 2

0

√
4− s2 ds f)

∫ 1

0

u arctg u du

g)

∫ π

0

cos2 x dx h)

∫ 1

0

9w e3w dw i)

∫ e

1/e

| ln r| dr

j)

∫ 1

0

√
x

4− x
dx k)

∫ π/2

0

sin3 φ cos2 φ dφ l)

∫ π/2

0

dθ

3 + 2 sin θ

Vypoč́ıtejte obsah oblasti mezi grafem funkce f a osou x.

m) f(x) = x2 − 4x+ 3, 0 ≤ x ≤ 3 n) f(x) = 1− (x2/4), −2 ≤ x ≤ 3

o) f(x) = 5− 5x2/3, −1 ≤ x ≤ 8 p) f(x) = 1−
√
x, 0 ≤ x ≤ 4

Určete středńı hodnotu funkce na zadaném intervalu.

q) f(x) =
√
3x na ⟨0, 3⟩ r) f(x) =

√
ax na ⟨0, a⟩

s) f(x) = mx+ b na ⟨−1, 1⟩ t) f(x) = mx+ b na ⟨−k, k⟩

Výsledky: a) 18, b) 4, c) 2, d) 2, e) π, f) 1
4
π − 1

2
, g) 1

2
π, h) 2e3 + 1, i)

2(1− e−1), j) 2π/3−
√
3, k) 2

15
, l) 2/

√
5 · arctg(1/

√
5), m) 0, n) 41

12
, o) −58,

p) −4
3
, q) 2, r) 2

3
a, s) b, t) b.
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∗V.5. Numerická integrace

Z teorie neurčitého integrálu si pamatujeme, že primitivńı funkce k dané funkci
f může existovat, ale nelze ji źıskat standardńımi postupy integrace a neńı možné ji
ani vyjádřit v ,,uzavřeném tvaru” (tj. formuĺı, předepisuj́ıćı provedeńı konečného počtu

operaćı). Podobně, často se stává, že Riemann̊uv integrál
∫ b

a
f dx sice existuje, ale

neńı možné jej vypoč́ıtat standardńı integraćı založenou na nalezeńı primitivńı funkce
a použit́ı Newtonovy–Leibnizovy formule. Existuj́ı však přibližné metody (často též
zvané numerické metody), které umožňuj́ı integrál vypoč́ıtat sice pouze přibližně, ale
s chybou tak malou, jak si přejeme. V této kapitole vysvětĺıme dvě takové metody.
Všechny tyto metody vyžaduj́ı pro dosažeńı větš́ı přesnosti (tj. menš́ı chyby) provedeńı
poměrně velkého počtu aritmetických operaćı. Proto jsou prakticky realizovatelné pouze
na poč́ıtač́ıch.

Obě metody jsou založeny na děleńı

D : a = x0 < x1 < x2 . . . < xn−1 < xn = b

intervalu ⟨a, b⟩ na n sub–interval̊u ⟨xk−1, xk⟩ (k = 1, 2, . . . , n) stejné délky h. Plat́ı tedy

h =
b− a

n
a xk = a+ k · h (k = 1, 2, . . . , n).

Budeme označovat yk = f(xk).

x0 = ax0 = a

q q
q

q q
q

q q
q

x1 x2 x3 . . . . . . . . . . . . . . . . . xn−1 xn = b

y0

y1

y2

y3

yn−1

yn

f

h� -

Obr. 41

V.5.1. Lichoběžńıková metoda. Funkci f aproximujeme na každém sub–intervalu
⟨xk−1, xk⟩ lineárńı funkćı. Lineárńı funkce je jednoznačně určena požadavkem, aby jej́ı
graf (př́ımka) procházel dvěma vybranými body. Zvolme body [xk−1, yk−1] a [xk, yk]. Pak
uvažovaná lineárńı funkce má rovnici y = yk−1+(yk−yk−1)/h · (x−xk−1). Jej́ı integrál
v intervalu ⟨xk−1, xk⟩ (označme jej Ik) představuje obsah lichoběžńıku (viz obr. 41) a je
Ik = h · (yk−1 + yk)/2. Sečteme-li všechna č́ısla I1, I2, . . . , In, obdrž́ıme

(V.5.1) Ln =
h

2
·
[
y0 + 2y1 + 2y2 + · · ·+ 2yn−1 + yn

]
.
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Ln je přibližnou hodnotou Riemannova integrálu
∫ b

a
f dx. Geometrický smysl Ln je

patrný z obr. 41 – je to součet obsah̊u n lichoběžńık̊u sestrojených na intervalech ⟨x0, x1⟩,
⟨x1, x2⟩ . . . , ⟨xn−1, xn⟩.

Z definice Riemannova integrálu lze usuzovat, že č́ım jemněǰśı je děleńı intervalu
⟨a, b⟩, t́ım přesněji Ln aproximuje skutečnou hodnotu Riemannova integrálu

∫ b

a
f dx.

Jinými slovy, přesnost aproximace by měla r̊ust s rostoućım n (tj. s klesaj́ıćım h).
Opravdu, lze dokázat, že má-li funkce f druhou derivaci f ′′ spojitou v ⟨a, b⟩ a M2 je
maximum |f ′′| v ⟨a, b⟩, pak plat́ı následuj́ıćı odhad chyby:

(V.5.2)

∣∣∣∣Ln −
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ b− a

12
h2M2.

(Nerovnost (V.5.2) se nazývá odhad chyby, protože poskytuje horńı odhad chyby, které

se dopust́ıme, když přesnou hodnotu integrálu
∫ b

a
f dx nahrad́ıme jeho přibližnou

hodnotou Ln.)

V.5.2. Simpsonova metoda. Vyberme nyńı přirozené č́ıslo n tak aby bylo sudé.
Funkci f budeme aproximovat na každém ze sub–interval̊u ⟨x0, x2⟩, ⟨x2, x4⟩, . . . ,
⟨xn−2, xn⟩ kvadratickým polynomem. Kvadratický polynom na sub–intervalu ⟨xk−2, xk⟩
(k = 2, 4, . . . , n) je jednoznačně určen, požadujeme-li, aby jeho graf (parabola) procházel
třemi vybranými body. Zvolme body [xk−2, yk−2], [xk−1, yk−1], [xk, yk]. Integrál takového
kvadratického polynomu v intervalu ⟨xk−2, xk⟩ může být poměrně snadno vypoč́ıtán –
můžete si sami ověřit, že je roven Ik = h · (yk−2 + 4yk−1 + yk)/3. Sečteńım všech č́ısel
I2, I4, . . . , In obdrž́ıme

(V.5.3) Sn =
h

3
·
[
y0 + 4y1 + 2y2 + 4y3 + · · ·+ 2yn−2 + 4yn−1 + yn

]
.

Sn je přibližnou hodnotou Riemannova integrálu
∫ b

a
f dx. Za předpokladu, že čtvrtá

derivace f (4) funkce f spojitá v ⟨a, b⟩ aM4 je maximum |f (4)| na ⟨a, b⟩, je možné odvodit,
že plat́ı následuj́ıćı odhad chyby:

(V.5.4)

∣∣∣∣Sn −
∫ b

a

f dx

∣∣∣∣ ≤ b− a

180
h4M4.

V.6. Nevlastńı Riemann̊uv integrál

V definici Riemannova integrálu
∫ b

a
f dx předpokládáme, že

(V.6.1) ⟨a, b⟩ je omezený interval a

(V.6.2) funkce f je v tomto intervalu omezená.

(Viz kapitolu V.2.) V r̊uzných situaćıch však vzniká potřeba poč́ıtat určité integrály, ve
kterých je bud’ integračńı obor (interval), nebo integrand (funkce), nebo oboj́ı neomeze-
né. Takové integrály se nazývaj́ı nevlastńı. V této kapitole vysvětĺıme definici nevlast-
ńıho Riemannova integrálu. Začněme však jednoduchým př́ıkladem.

132



V.6.1. Př́ıklad. Riemann̊uv integrál

∫ +∞

1

1

x
dx neexistuje, protože oborem integrace

neńı omezený interval. Přitom ale otázka ,,jak velký obsah má obrazec O = {[x, y]; x ∈
⟨1,+∞), 0 ≤ y ≤ 1/x}” je zcela rozumná. (O je část roviny E2, odpov́ıdaj́ıćı x ∈
⟨1,+∞), omezená shora grafem funkce 1/x a zdola osou x. Načrtněte si obrázek.) Při
hledáńı odpovědi je přirozené postupovat takto: Zvolme t ∈ ⟨1,+∞). Obsah obrazce
Ot = {[x, y]; x ∈ ⟨1, t⟩, 0 ≤ y ≤ 1/x}, tj. části roviny, odpov́ıdaj́ıćı x ∈ ⟨1, t⟩ a
omezené shora grafem funkce 1/x a zdola osou x, je roven

p(Ot) =

∫ t

1

1

x
dx = [ ln x ]t1 = ln t− ln 1 = ln t.

Obsah celého obrazce O je nyńı přirozené definovat rovnićı

p(O) = lim
t→+∞

p(Ot) = lim
t→+∞

ln t = +∞.

Tento postup je motivaćı k následuj́ıćı definici.

V.6.2. Nevlastńı Riemann̊uv integrál se singulárńı horńı meźı. Předpokládej-
me, že funkce f je definovaná v intervalu ⟨a, b) a že je integrovatelná v každém intervalu
⟨a, t⟩ (pro a ≤ t < b). Jestliže

a) alespoň jedna z podmı́nek (V.6.1) a (V.6.2) neńı splněna a

b) existuje limita lim
t→b−

∫ t

a

f(x) dx,

pak jej́ı hodnotu nazýváme nevlastńım Riemannovým integrálem se singulárńı horńı
meźı.

Nevlastńı Riemann̊uv integrál znač́ıme stejně, jako ,,běžný” Riemann̊uv integrál,
tj.

∫ b

a
f(x) dx. Můžeme tedy psát:∫ b

a

f(x) dx = lim
t→b−

∫ t

a

f(x) dx.

Nevlastńı Riemann̊uv integrál se singulárńı dolńı meźı může být definován zcela
analogicky. (Zkuste si definici sami napsat.)

Zat́ımco hodnotou vlastńıho integrálu může být jen konečné č́ıslo, hodnota ne-
vlastńıho integrálu může být konečná i nekonečná. Pokud je nevlastńı integrál

∫ b

a
f dx

konečný, pak ř́ıkáme, že integrál konverguje. Pokud je
∫ b

a
f dx = ±∞, pak ř́ıkáme, že

integrál diverguje.

V.6.3 Př́ıklad. Vypoč́ıtejme nevlastńı Riemann̊uv integrál

∫ 2

−5

1√
2− x

dx.

Funkce f(x) = 1/
√
2− x neńı omezená v intervalu ⟨−5, 2⟩. (,,Vad́ı” jej́ı chováńı v okoĺı

horńı meze 2, jmenovitě to, že limx→2− 1/
√
2− x = +∞.) Riemann̊uv integrál funkce

f v ⟨−5, 2⟩ tedy neexistuje. f je však spojitou funkćı v intervalu ⟨−5, 2). V každém
intervalu ⟨−5, t⟩ (kde −5 ≤ t < 2 je tedy integrovatelná. Primitivńı funkćı k f v ⟨−5, 2)
je F (x) = −2

√
2− x. Proto je
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∫ t

−5

1

x
dx = F (t)− F (1) = −2

√
2− t+ 2

√
2− (−5) = −2

√
2− t+ 2

√
7.

Protože lim
t→2−

−2
√
2− t+ 2

√
7 = 2

√
7, plat́ı:

∫ 2

−5

1√
2− x

dx = 2
√
7.

V.6.4. Nevlastńı Riemann̊uv integrál s oběma mezemi singulárńımi.
Definici nevlastńıho Riemannova integrálu lze rozš́ı̌rit na př́ıpady, kdy jsou singulárńı
obě meze: Předpokládejme, že c ∈ (a, b) a oba integrály

∫ c

a
f dx a

∫ b

c
f dx existuj́ı

(prvńı jako nevlastńı integrál se singulárńı dolńı meźı a a druhý jako nevlastńı integrál
se singulárńı horńı meźı b). Jestliže součet obou integrál̊u má smysl (tj. jestliže to neńı
např́ıklad výraz −∞+∞), pak pokládáme∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx.

Integrál
∫ b

a
f dx je pak nevlastńım integrálem s oběma mezemi singulárńımi.

Definici je možné rozš́ı̌rit i na př́ıpady, kdy jsou singulárńımi body některé body
uvnitř intervalu (a, b). Těmito př́ıpady se v tomto textu ale nezabýváme.

V.6.5. Poznámka. Existuje-li nevlastńı integrál
∫ b

a
f dx a je-li interval s krajńımi

body a, b neomezený, hovoř́ıme o nevlastńım integrálu vlivem meze. Je-li funkce f
neomezená, hovoř́ıme o nevlastńım integrálu vlivem funkce. Oba vlivy se mohou kom-
binovat (v okoĺı jedné z meźı je funkce neomezená a druhá mez je nekonečná) nebo i
kumulovat (v okoĺı nekonečné meze je i funkce neomezená).

V.6.6. Výpočet nevlastńıho Riemannova integrálu. V tomto odstavci budeme
pro jednoduchost předpokládat, že f je spojitou funkćı v intervalu (otevřeném nebo
uzavřeném) s krajńımi body a, b (kde a < b).

Podle věty IV.1.3 má funkce f v intervalu od a do b primitivńı funkci. Označme
ji F . (Ve skutečnosti je primitivńıch funkćı nekonečně mnoho a všechny se navzájem
lǐśı pouze o aditivńı konstantu – viz větu IV.1.5. Nám ale nyńı stač́ı jedna z nich.) Lze

ukázat, že integrál
∫ b

a
f dx existuje jakožto nevlastńı integrál a

(V.6.1)

∫ b

a

f(x) dx = lim
t→b−

F (t)− lim
t→a+

F (t),

pokud výraz na pravé straně má smysl (tj. pokud existuj́ı obě limity a rozd́ıl jejich
hodnot má smysl).

V.6.7. Př́ıklad. Integrál

∫ +∞

0

1√
x
dx je nevlastńım integrálem s oběma mezemi sin-

gulárńımi: 0 je singulárńı meźı protože v jej́ım pravém okoĺı neńı funkce 1/
√
x ome-

zená a +∞ je singulárńı meźı protože to neńı konečné č́ıslo. Primitivńı funkćı k 1/
√
x

v (0,+∞) je např́ıklad funkce 2
√
x. Pak∫ +∞

0

1√
x
dx = lim

t→+∞
2
√
t− lim

t→0+
2
√
t = +∞− 0 = +∞.
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V.6.8. Cvičeńı. Vypoč́ıtejte následuj́ıćı nevlastńı integrály.

a)

∫ +∞

0

dx

1 + x2
b)

∫ +∞

−∞

dx

4 + x2
c)

∫ −2

−∞

dx

x2

d)

∫ +∞

2

dx

x2 − 1
e)

∫ +∞

0

x2 e−x dx f)

∫ 5

0

1√
x
dx

g)

∫ +∞

−∞

dx

x2 + 4x+ 9
h)

∫ ∞

0

x e−x2

dx i)

∫ 5

1

(x− 1)a dx ; a > −1

Výsledky: a) π/2, b) π/2, c) 1
2
, d) −1

2
ln 1

3
, e) 2, f) 2

√
5, g) π/

√
20,

h) 1
2
, i) 4a+1/(a+ 1).

∗V.7. Některé geometrické a fyzikálńı aplikace určitého integrálu

O jednoduchém geometrickém a fyzikálńım významu určitého integrálu jsme již
hovořili v odstavćıch V.1.1, V.1.3 a V.2.4. V této kapitole ukážeme daľśı možnosti
využit́ı určitého integrálu v geometrii i v mechanice.

V celé této kapitole budeme předpokládat, že f je nezáporná a spojitá funkce v in-
tervalu ⟨a, b⟩.

V.7.1. Objem rotačńıho tělesa. Označme, stejně jako v odstavci V.1.1, O obrazec
shora omezený grafem funkce f , zdola osou x a ze stran př́ımkami x = a, x = b. (Viz
obr. 39.) Rotaćı obrazce O okolo osy x vznikne rotačńı těleso. Pro jeho objem plat́ı:

(V.7.1) V = π

∫ b

a

f 2(x) dx.

Ke vzorci (V.7.1) lze dospět podobnými úvahami, jako jsme v odstavci V.1.2 dospěli
k vyjádřeńı obsahu obrazce O určitým integrálem funkce f : Interval ⟨a, b⟩ rozděĺıme
na nekonečně mnoho ,,nekonečně krátkých” úsek̊u délky dx. Typický úsek má krajńı
body x a x+ dx, kde x ∈ ⟨a, b). Obrazec, omezený shora grafem funkce f na intervalu
⟨x, x+dx⟩ a zdola úsečkou kterou tento interval vyt́ıná na ose x, je ,,nekonečně úzkým”
obdélńıkem se stranami délky dx a f(x). Jeho rotaćı okolo osy x vznikne ,,nekonečně
tenký” válec, jehož objem je dV = π f 2(x) dx. Objem celého rotačńıho tělesa je součtem
nekonečně mnoha ,,nekonečně malých” č́ısel dV . Takto obdrž́ıme vzorec (V.7.1).

Daľśı vzorce, uvedené v této kapitole, lze źıskat podobně. Proto již jejich odvozeńı
neukazujeme.

V.7.2. Obsah rotačńı plochy. Rotaćı grafu funkce f okolo osy x vznikne rotačńı
plocha. Pro jej́ı obsah plat́ı:

p = 2π

∫ b

a

f(x)
√

[f ′(x)]2 + 1 dx.
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V.7.3. Délka křivky. Grafem funkce f v intervalu ⟨a, b⟩ je křivka. Pro jej́ı délku plat́ı:

l =

∫ b

a

√
[f ′(x)]2 + 1 dx.

V.7.4. Statické momenty, těžǐstě a momenty setrvačnosti křivky. Předpoklá-
dejme, že na křivce z předcházej́ıćıho odstavce (tj. na grafu funkce f) je rozložena hmota
s konstantńı délkovou hustotou ρ. Celková hmotnost křivky je v tomto př́ıpadě rovna
součinu ρ a délky křivky:

m = ρ l = ρ

∫ b

a

√
[f ′(x)]2 + 1 dx.

Statickými momenty křivky vzhledem k osám x a y nazýváme integrály

mx = ρ

∫ b

a

f(x)
√

[f ′(x)]2 + 1 dx, my = ρ

∫ b

a

x
√

[f ′(x)]2 + 1 dx.

Pro souřadnice xT a yT těžǐstě T uvažované křivky plat́ı:

xT =
mx

m
, yT =

my

m
.

Momenty setrvačnosti křivky vzhledem k osám x a y jsou

Jx = ρ

∫ b

a

f 2(x)
√

[f ′(x)]2 + 1 dx, Jy = ρ

∫ b

a

x2
√

[f ′(x)]2 + 1 dx.

V.7.5. Statické momenty, těžǐstě a momenty setrvačnosti rovinného obrazce.
Necht’ O je obrazec z odstavce V.7.1. Předpokládejme, že v O je rozložena hmota
s plošnou hustotou ρ. Celková hmotnost obrazce O je

m = ρ

∫ b

a

f(x) dx.

Statické momenty obrazce O vzhledem k osám x a y jsou

mx =
1

2
ρ

∫ b

a

f 2(x) dx, my = ρ

∫ b

a

x f(x) dx.

Pro souřadnice xT a yT těžǐstě T obrazce O plat́ı:

xT =
mx

m
, yT =

my

m
.

Momenty setrvačnosti obrazce vzhledem k osám x a y jsou

Jx =
1

3
ρ

∫ b

a

f 3(x) dx, Jy = ρ

∫ b

a

x2 f(x) dx.

V.7.6. Statické momenty a těžǐstě rotačńıho tělesa. Předpokládejme, že v rotač-
ńım tělese, které vznikne rotaćı obrazce O okolo osy x, je rozložena hmota s objemovou
hustotou ρ. Celková hmotnost tělesa je rovna součinu ρ a objemu tělesa:
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m = ρV = ρπ

∫ b

a

f 2(x) dx.

Statické momenty tělesa vzhledem k rovinám xy, xz a yz jsou

mxy = 0, mxz = 0, myz = ρπ

∫ b

a

x f 2(x) dx.

Pro souřadnice xT , yT a zT těžǐstě T tělesa plat́ı:

xT =
myz

m
, yT =

mxz

m
= 0, zT =

mxy

m
= 0.

Moment setrvačnosti tělesa vzhledem k ose rotace x je

Jx =
1

2
ρπ

∫ b

a

f 4(x) dx.

V.7.7. Poznámka. S možnostmi, jak vypoč́ıtat délky obecněǰśıch křivek, obsahy
obecněǰśıch ploch a objemy obecněǰśıch těles se seznámı́te v předmětu Matematika
II. V Matematice II se rovněž dozv́ıte, jak je možné vypoč́ıtat hmotnost, statické mo-
menty, momenty setrvačnosti a souřadnice těžǐstě obecných křivek, ploch a těles, a to i
v př́ıpadě proměnné hustoty.
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− inverzńı funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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děleńı intervalu . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
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− mocninná . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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− universálńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
Lagrange̊uv tvar zbytku . . . . . . . . . . 86
limita
− funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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− vlastńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44, 57
− zleva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
− zprava . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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− kubický . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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− divergentńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
− iteračńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
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− n–rozměrný . . . . . . . . . . . . . . . . 4, 5, 8
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−− triviálńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
separace
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− o středńı hodnotě . . . . . . . . . . . . . . 71
− Taylorova . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
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vzdálenost
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