Soutavy linearnich algebraickych rovnic

Jedna se o soustavy ve tvaru A - X = B,

kde A je dana matice typu m X n,

X € R" je sloupcovy vektor n neznamych z4, ..., z,,

B € R™ je dany sloupcovy vektor pravych stran jednotlivych rovnic.
A se nazyva matice soustavy,

matice (A|B) typu m x (n + 1) se nazyva rozsifena matice soustavy.

Nasledujici véta obsahuje v ¢asti I nutnou a postacujici podminku pro exis-
tenci feSeni soustavy.
V casti II je upfesnén pocet resSend.



Véta 1.3.7. (Frobeniova véta)

I. Soustava linearnich rovnic A - X = B ( n nezndmych) ma feSeni
pravé tehdy, kdyz hodnost h(A) = h(A|B).

II. Je-li h(A) = h(A|B) = n, pak md soustava jediné feseni.

Je-li h(A) = h(A|B) < n, pak ma soustava nekone¢né mnoho
feSeni.

Poznamka
V piipadé nekone¢né mnoha feSeni Ize volit n — h(A) nezndmych.



I. Gaussova elimina¢ni metoda pro feSeni soustavy A - X = B
1. krok: Matici (A|B) upravime na horni trojihelnikovou.

2. krok: Podle Frobeniovy véty rozhodneme, zda soustava ma reSeni.
Pokud ano, ur¢ime pocet feseni, tj. jediné, nebo nekone¢né mnoho.

3. krok: Upravenou soustavu fesime postupné od posledni rovnice k prvni
rovnici (tzv. zpétny chod).



Homogenni soustava

jetvaru A - X = O, kde O € R™ je nulovy vektor (sloupcovy).

Ma vzdy aspoii jedno feSeni, tzv. trividlni X = O.

Diisledkem Frobeniovy véty je nasledujici

Véta Homogenni soustava A - X = O se ¢tvercovou matici A ma
jediné feSeni X = O <—> matice A je regularni, t;.
<—-detA # 0.

Struktura mnozZiny reSeni

Véta 1.3.4. MnozZina vSech feSeni homogenni soustavy A - X = O
je podprostor dimenze n — h(A) prostoru R".




Priklad. Dana homogenni soustava rovnic s parametrem ¢
cc+3y+z =0
Qe — 4y +cz = 0
Tc+5y+4z = 0

a) Pro jaké ¢ ma soustava pouze nulové reseni?
b) Pro jaké ¢ ma soustava 1 nenulové feseni?
c) Najdéte feSeni pro ¢ = 0.

Vysl.: a) pro c € R — {0; 1}, nebof detA = 5¢ — 5¢?,
b)proc=0,c=1

c) nekonecné mnoho reseni, napf.
r=1t,y=t, z= —3t, t € R. Proved te zkouSku !



Cramerovo pravidlo

Reseni soustavy A - X = B pomoci determinanti,
n linedrnich rovnic pro n neznamych, A je typu n x n.

Je-li hodnost h(A) = n, pak soustava ma jediné feseni
( Frobeniova véta)

<—> matice A je regularni, jeji det A # 0

Pak pro nezndmé x,, ..., x,, plati

kde A = det A,

A; je determinant, ktery vznikne z matice A, v niZ ¢-ty sloupec nahradime
sloupcem pravych stran B.



Priklad. Daéna soustava linearnich algebraickych rovnic

4o —y+ 5z = —1
r—y+z =1
2c+y—3z = 0.

a) Zdtvodnéte, zda lze pouZzit Cramerovo pravidlo.
b) Vypocitejte neznamou x.

Vysl.: a) ano lze, nebot detA = 18 # 0 (matice soustavy je reguldrni)

0
b)A,=0,pakx = — = 0.
) p 18
Poznamka. Dalsi neznamé ...

3
A, = —27,paky = 5

1
A, = -9 pak z = 5



Priklad. Déana soustava s parametrem b € R

r+by+2z = —3
br+by+2z = —1
y—z = 2.

a) Pro které hodnoty b I1ze pouZzit Cramerovo pravidlo? Zdivodnéte !
b) Vypoditejte nezndmou y v zavislosti na parametru b.

c) Rozhodnéte o poctu feSeni pro ty hodnoty parametru b,
kdyz nelze pouzit Cramerovo pravidlo.

Vysl.:a) prob € R — {—2; 1}, nebof detA = b* + b — 2,

b—3
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c) Pro b = —2 nema feSeni. Pro b = 1 nema feSeni.

b)pro Ay =b—3,paky =



