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Tecna ke grafu funkce (pracovni text)

Pifpadné ndméty k tomuto textu sdélte laskavé F. Mrazovi (e-mail: Frantisek.Mraz@Qfs.cvut.cz )

Z analytické geometrie zndme tvar y = yo + k(z — xp). Jednd se o rovnici piimky, kterd prochdzi
bodem [z, yo] a md smérnici k. Ma-li funkce f v bodé xy vlastn{ derivaci, pak jeji hodnota f/(zg) je
smérnici tecny ke grafu funkce f v bodé dotyku T = [xq, f(x0)]. Tetna je tedy pfimka popsand rovnici

y = f(zo) + f'(z0)(z — x0). (1)

Je-li f'(zg) = 0, pak se tato rovnice redukuje na tvar y = f(xg). Tecnou je v tomto piipadé pifmka
rovnobéznd s osou x. V bodé zg je splnéna nutnd podminka pro lokalni extrém funkce f.

Normala je ptimka prochdzejici bodem T' kolmo k tec¢né. Je-li f'(x¢) # 0, pak je to primka dand
rovnici y = f(z9) — —— (& — x¢). Je-li f'(z9) = 0, pak normdlou je pfimka dand rovnici z = x, tj.

f'(zo)

primka rovnobéznd s osou y.

Smérnice pfimky je tangens orientovaného 1ihlu mezi kladnym smérem osy = a danou pifmkou.
Tento thel ma kladnou hodnotu ve sméru proti pohybu hodinovych rucicek, v opatném sméru ma
hodnotu zapornou. Pro stanoveni tohoto thlu, tj. sklonu te¢ny, je vhodné znéat nésledujici hodnoty
funkce tangens.

z(rad) | 0| w/6 | w/4 | w/3
tgx 0 \/§/3 1 V3

Pro z — 7/2_ je lim tgx = +o0.

Linedrni funkce na pravé strané rovnice (1) predstavuje Tayloruv polynom 1. stupné funkce f
o stfedu = = xg, ktery budeme znacit 71 (x). Rovnici teény lze tedy psét ve tvaru y = Ty(x). Pro x €
U(xo) , tj. z okoli bodu xp, muzeme pak hodnoty funkce f aproximovat (pfiblizné nahradit) vypoétem
Ti(x). Velikost chyby tohoto vypoctu (ve smyslu nepfesnosti), tj. rozdil f(z) — T1(z), oznacujeme
Ro(x). Zajimé-li nds horni odhad této nepiesnosti, pak pouZijeme napi. Lagrangeuv tvar zbytku.
Tomu je vénovan text o Taylorové polynomu na této webové strance.

Poznamka. Aproximace f(z) = T)(x) je zédkladem nékterych velmi efektivnich numerickych me-
tod, pomoci nichz fe§ime priblizné dulezité matematické ulohy. Piikladem je pfiblizné feSeni rovnice
f(x) = 0 metodou Newtonovou (metoda te¢en) nebo Eulerova metoda pro feseni tzv. Cauchyovy tlohy
pro obycejnou diferencidlni rovnici 1. fadu.

Priklad. Je déna funkce f(z)= /z.

Urcete definiéni obory D(f) a D(f").
Napiste rovnici te¢ny a rovnici normaly ke grafu dané funkce v bodé [xg, f(x0)], je-li zg = 1.

Obé piimky nacrtnéte do jednoho obrazku. Popiste chovani dané funkce v okoli bodu ¢ = 1, tj. zda
je rostouci nebo klesajici, jak rychle (odhad sklonu te¢ny).

Napiste diferencial dané funkce v bodé xy = 1. Pomoci diferencidlu nebo pomoci rovnice tecny
vypocitejte priblizné hodnotu funkce f v bodé z = 1.3.

(pouze zkouska Alfa) Napiste Lagrangeuv tvar zbytku Ra(x). Odhadnéte velikost chyby pfi vypoctu
priblizné hodnoty funkce f v bodé z = 1.3 pomoci polynomu 77 (x), tj. pomoci rovnice te¢ny.



Reseni. Derivace f'(z) = %x_Q/S = 1/(3- Va2), D(f) = (—o0,00), D(f") = (—00,0) U (0,0),

1
f(1)=1, f/(1) =1/3, rovnice tecny: y =1+ 3 (x — 1), rovnice normély: y = 1 — 3(z — 1).
¢) Derivace f’ je spojitd v (0,00), je tedy spojitd v okoli bodu zy = 1, jehoz polomér je mensi nez
jedna. Z hodnoty f’(1) = 1/3 pak plyne, ze v néjakém okolf bodu xy = 1 je dand funkce f rostouci a
sklon te¢ny je ptiblizné 20°.

1 1 3
d)df(l)==d 13)=14—--—=11/10=1.1.
)40 = . SO =145 5 =11/
e) (pouze zkouska Alfa) f”(x) = 9 273 = —2/(9 - Vad),
Vyjadiime Lagrangeuv tvar zbytku: Ro(z) = f(x)—Ti(x) = %-f”(@ (x—1)% = %(—g 753 (x—1)2,

kde & lezi mezi xg =1 a .
Hodnota v bodé z = 1.3:

2
Ry(1.3) = f(1.3) — T1(1.3) = % . (—3675/3) <1?;]> , kde ¢ € (1,1.3), pfesnou polohu bodu & vsak

nezname.

Pro odhad chyby vypoctené aproximace pouzijeme toho, ze funkce g(§) = ¢ —5/3 =1 / /€ je klesajici
na intervalu (1, 1.3). Na tomto intervalu tedy lze g(¢) odhadnout shora hodnotou g(1) = 1.

1
|R2(1.3) ——. Tento vysledek k4, ze hodnota +/1.3 je piiblizné 1.1 s tim, ze

<. 20 =
2 9 100 100 L1 )
fesnd hodnota lezi v intervalu | — — —, — + — ) = (1.09, 1.11).
pesnd hodnota lezi v intervalu | 75— 755,75 + 100) (1.09, )
Poznamka. Ze znalosti 2. derivace v bodé xg lze urcit tvar grafu funkce v okoli tohoto bodu
(ryze konvexni, resp. konkavni) a graf funkce f na¢rtnout, piipadné i s te¢nou. Pro danou funkci je
F(x) = —2/(9- VaP), coz je funkee spojité v okolf bodu zy = 1. Hodnota f”(1) = —2/9, takze v okoli
bodu zg = 1 je zadand funkce ryze konkdvni.

Dalsi dlohy k samostatnému procviceni lze nalézt v doporucené literatuie, kde jsou i ilohy feSené.
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