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ITI1.4. Fubiniova (Fubiniho) véta pro trojny integral

e Vypocitejte trojné integraly na danych mnozinach W C Ej :

Priklad 342. I = / / / (2% + y°) dx dy dz;
w
W=A{[x,y,z] €eE3:0<2<x+y, 0<y<3, 0<z<2}

Resent :
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/0 [a: y+ 5 + 3 + 1o T = ; z° + x + 9 + — 1 x

:[3 4 3 9 81 ]2 165.

= — ]
4 2 4 2
Priklad 343. I—/// (z+1)*dx dy dz;
W={[r,y,2] €EE3:0<z<1, 1<y<e? 0<2<2}
Ii;esvem/:l ) ,
| 291 e? 1)312
]:/ xdm-/ —dy-/(z—|—1)2dm:[x—] [ln|y|] [(Z+ )] =
0 1y 0 2 1o 1 3 0
1 1 26
——.9.(9_ )=
32073 =3 .

POZNAMKA: Je li funkece typu f(z,y,2) = gi1(x) - g2(y) - g3(2) a mnozina D je kvadr
= {a, b) x (¢, d) x (r, s), pak

// fla,y, 2 dxdydz—/gl( )dx/ (y)dy./:gg(z)dz.

Priklad 344.* I:/// Pysinz dr dy dz;
W
W:{[:v,y, 2] €E3:0< 2<sinz, 0 <y <sin’z, 0<a< = }

Resent
a2

I /Ow/2</osm x</osinmysinx‘23 dz) dy) dp — /OW/2</Osin Iysinx- [é}zinxdy) gy —
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1 /2 sin? 1 /2 y2 sin? 1 w/2
:—/ </ ysin5xdy)dx:—/ sin5x~[—} d:z::—/ sin’ x dx =
dle Walli f 1'“21—18642 —16
(podle Wallisovy formule viz pt. 21 ) =3°9.7.5.3 =315 .
dx dyd
Priklad 345. Vypocitejte / / / i 23, kde W je ctyfstén omezeny rovinami
T+ 2y + 3z =6, x—O, y—O, z=0.
Reseni : Obecnou rovnici roviny napiSeme v kanonickém tvaru % + % + g =1
y 0<z< 6 — x3— 2y
6—2x
x+2y==06 0<y< 5
0<xx<6

6—x 6—x—2

[T amme e [ el e
(

6—x 6—x

/OT<2(7—;1— 2y)2 +%) dy) do = %/0 (/OT (1_m) dy) de =

1/6[ 1 f%d 1/6(6—a; 1+ 1 )d
= — B — €T = — _ = B e — €T =
6Jo Y 20—z —2y))o 6/, \ 2 2727 -0
2 124+ 1In7 In7

I 1 1 T 6
- - d :—[ Y mjr— } LA
12/0<5 v x—?) r=p0r g Thnle=T 12 LT
||

Priklad 346. Vypocitejte /// y - cos(x + z)dr dydz, kde mnozina W je omezend
W

plochami y = /z, y =0, z =0, x—l—z:g.

Reseni : z
T
Yy l‘:y2 0§Z§§—$
0<y<Vz
0<az<™
x J—
- 2
| T
Y ;E:E
2

I = /Oﬂ/2 (/Oﬁ</ogxy-cos(x+z) dz) dy) dz = /ON/Q(/Oﬁy[sin(:c+z)}f_w dy) dz =
:/Oﬂﬂ(/oﬁy(sing — sina:) dy) dx = /Oﬂ/z(/oﬁy(l —sinx) dy) dr =
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/2 21z 1 w/2 1 297/2 1 w/2
:/ (l—sina:)-[y—] dr = —/ (1—sinz)r dr = E[x_} ——/ rsinzdr =
0 0 0

2 1o 2 2 1o 2

_7r2 1[ s i|77/2_71'2 1
=1g | FeosTtsinz) =123

e Vypocitejte integraly na mnozinach W, které jsou omezeny danymi plochami :

347./// (@ 4y +z)dvdydz, Wir=1y=0y=x2=0, 2=V2 [1+‘/§}
W

348.///a:d:vdydz, W:r=0y=02=0z=ay, 1+y=1 [L]
. 60

349. /// PyLdedydz, W:z=xy, y=x,y=1, 2=0 [L]
W 364

350./// (x+y)dedydz, W:2=0,y=0,2=0,r=a,y=a, z=a>—2°—1°
w
5

5

351./// rzdrdydz, W:ox=0,y=0,2=0 2+y=1 z=a+9y*+1 [L]
- 120

II1.5. Substituéni metoda pro trojny integral

e Spocitejte integraly substituci do cylindrickych soutadnic :

or Ox Ox
T =TCosg 3 30 3o
y = rsing 5 890 5
i w S| oy oy |,
or Oy Ow
2?4 y2 = 2 o % 5

Priklad 352. / / / (2% + y?) dx dy dz,
w

W ={[z,y,2] €E3:2*+y* <az, 2<a, (a>0)}

W je ¢ast vnittku rotacniho paraboloidu :
2

r
x2+y2§az:>r2§aw:>—§w§a,
a

z=a: ?*+y*=a=r?=d%

0<r<a, 0<¢<27m.

///VV($2+y2)dIdde=/02W</0a</;r2rdw> dr> dgo:/()%(/oar?’[wr dr) dip =
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27 a 2 4 65q 5 5 27.‘.‘@5 7TCL5
[ [ Dyl B () - B
/0 4 /OT )T Teado T\ T G 12 6

V tomto prikladé jsme mohli postupovat i bez pouziti cylindrickych souradnic. Mohli
2 2
T+ Yy

jsme vyjadrit z ptfimo : < z<a apotom vzit v ivahu prumét télesa

a
do roviny (zy), coZ je fez télesa rovinou z = a tj. 2% +y*> < a® a pouzit poldrni
soufadnice pro dvojny integral. Tedy

([ e rarapi= [[ ([ @) e -

z24+y2<a
2, .2 “ 2, .2 z? +y°
= (x +y)[z]w2+y2dmdy: (x +y)<a— - >d:cdy:
z24+y2<a ¢ z24+y2<a
T =TCosp 0<r<a 2r ra r2 Tad
=|y=rsing | 0<p<2r :/ / r*(a— —)rdrdp = —. ]
J=r o Jo a 6

Piiklad 353. / / / VT g da dy dz,
w
W ={[z,y,2] EE3: /22 + 13?2 <2<6—2*—y°}

2z = \/x? 4+ y? je rovnice rota¢ni kuzelové plochy s vrcholem
v pocatku;

2z =6 — 22 — 3? je rovnice rotaénfho paraboloidu.

Obé plochy maji spole¢nou osu rotace z, a proto se protinaji

v kruznici, jejiz polomér dostaneme ze soustavy :

{ 22 = g2 1 g2,

PG a? g Tedy 2 =6— 2% 224+ 2—6=0,

(2—2)(2+3) = 0. Uloze vyhovuje feSeni z = 2 = 2242 = 4.

r<w<6-—r?
Pouzijeme cylindrické souradnice a urc¢ime piislusné meze : < 0<r <2
0<p<2r

JI[ vEmpaaye= [T([([7 rriw)ar)ae-

o 2 3 5 4
or r r*72 32 567
2 2
- 6— 12— d)d —9 [—————] —9 (16———4):—.
/0</0T(TT)T@7T3 5 4l " 5 5

e Spocitejte integraly substituci do sférickych soutadnic :

x =1 COS p cos Y O O O

y = rsin p cosV ar dp 0V

2z =rsind J— 9y 9y Oy = r2 cos )
- T or  O0p OV

r>0;0§<,o<27r;—§<79<§? 0z 0z 0z

2y =07 or dp
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Priklad 354. /// 2+ y? 4+ 22dedydz,
W
W=A{lz,y,2] €Es: 2 +y* + 2 <9, >0, y <0}

Resent : . ,
x
3
4 y 0<r<3
/// \/mdxdydz: %S@S% =
" —2<9<?

|
3
~

2
w/2 27 3 w/2 27 3
/ (/ (/ r~7“2cosz9dr) d(p) dﬁ:/ cosﬁdﬁ-/ 1dg0-/ 3 dr =
—r/2 NJ3r/2 N Jo 2 31/2 0
T~ 81 81
0. .20 % =

2 4 4
Piiklad 355. / / / (2% + y?) do dy dz,
w
W={[z,y,2] EE3: 1 <2?+9>+22<9, y>0, 2 <0}

///W (2 +y*) drdydz =

22 + 9% =r%cos? ¥

drdydz = Jdrdedd | —

J =1r?cos?

D
D
\\:“\\:\\\‘\\
&\“}\\\\h“
S

SN
-g\‘\\
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S
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2
2
X

5

FAN
ESSSSN
AR
AR
8
3

TS
opgess

0 T 3 0 ) ,
/ (/ (/ 7‘2005219.r2cosq9d7‘> dgp) dﬁ_/ Cosgﬁdﬁ./ 1dg0~/ A g
0 ! —7/2 0 1

—7/2
/2 513 2 242 484

_ 39d0 -7 - [T_} _c . .
/0 o8 1573 5 15 "

Priklad 356. /// xydxdydz,
w
2 2 2

x z
W = Eg:— 4=+ —
[z,y,2] € Es 4+9+4

Resent : Pouzijeme zobecnéné sférické souradnice.
/// xydrdydz =
W

VA
p 3 T = 2r cos p cos v 0<r<1
/,”"1'311‘3::;.- : | y=3rsinpcos? Z<o<n -
oo’ — . - - —
ﬁf“‘%&‘?“:‘«x z = 2rsin?d 2 -
FR RN 2
'::.;.;..#‘f..fgf{éﬁt{\;;t\:\\\gg“ J = 12r° cos ¥ 0<y < 5
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z ™ 1
= /2 (/ </ 612 sin ¢ cos ¢ cos? ¥ - 12r? cosﬂdr) dgp) dy =
0 = \MJo

[ [ ] -2 -

us
2

Priklad 357. Vypocitejte integral /// 23 dx dy dz,
W

22y 2
W=A{lr,yz] €Es:0<0,y>0, 220, + 5+ 5 <1}
Resent : Pouzijeme zobecnéné sférické soufadnice :
0<r<1
T = ar cos ¢ cosV -
y = brsin g cos ¥ J:abCT2COS19, §§<P§7F
z = crsind Ogﬁgg

5 T 1
/// z3dxdydz:/ (/ (/ 03T381n319-abcr2cosz9dr>dg0>d19:
w 0 = N Jo

z ™ ! in® 973 L ab
:/QSiH?’ﬁCOSﬁdﬁ'/ dgo'/ r5dr:abc4[sm } -Z-[T_} :ac7r. -
0 % 0 4 2 6l1o 48
e Vypocitejte integraly :

1
358. /// dx dy dz,
wA/T?+yr+ 2% -4
w

=]

={[r,y,2] €EE3: 2 +¢y*+22 <1, y >0, 2 <0} [71'(%—}—161113)]
359. /// ydedydz, W = {[z,y,2] €E3:2<4—2%—¢% y >0, z >0} [%}
w
360. /// (2 + 2% dedydz, W = {[z,y,2] € By 1 da? +y* + 5 < 1} [47]
D 21 9
361. // Vi s dx dy dz,
Va? Fy? 4 22
W={[r,y,2] EE3:1<2?+9*+22<2,2<0,y<0,2>0} [W_TW]

362. /// (2% 4+ y* + 2*) do dy dz,
w

W ={[z,y,2] EEz: 2> —20+¢y* <0, -1 < z<1} [Eﬂ]

363. /// xydr dydz,
W

W={[z,y,2] €EE3:0<y<4—2%—22 >0}

(Navod : cylindrické souf. = rcosp,y = w, z = rsinp) [%]

105

74



E. Brozikovd, M. Kittlerovd, F. Mrdz: Shirka piikladi z Matematiky II (2016)

II1.6. Aplikace trojnych integralt

Priklad 364. Uzitim vzorce pro vypocet objemu télesa pomoci trojného integralu

(tj.V = /// 1dx dy dz) ukazte, ze objem télesa T' = {[z, y, 2]
T

€E;:[r,yl € BCE,, 0<z< f(z,y)} “pod* grafem funkce

z = f(x,y)na méfitelné mnoziné B C E,, lze spocitat pomoci

dvojného integralu // f(z,y) dz dy.
B

Resend : Téleso T je elementdrnim oborem integrace vzhledem k roviné (z,y) a proto
lze piimo aplikovat Fubiniovu vétu pro trojny integral.

[ ractvas = ] ( /Of(xﬁy)1d2> dady= [[ [ dvdy= [[ sty daay

POZNAMKA : Vzhledem k linearité integralu lze tento postup zobecnit pro télesa, kterd
jsou (ve sméru osy z) omezena shora i zdola ve smyslu fi(z,y) < z < fo(z,y). I zde lze

primo aplikovat Fubiniovu vétu, z niz dostavame V = / ( fo(x,y) — fi(z, y)) dz dy.
B

e Vypocitejte objem télesa W omezeného plochami :

Priklad 365. z =22+ > +4, v —y=2,2=0,y=0, 2=0

Resend : W je &st trojbokého hranolu se zakladnou v roviné z = 0. Hranol je "shora”
omezeny rotacnim paraboloidem s vrcholem [0, 0, 4].

Y

W 0<z<a?+9y>+4
V:/// ldrdydz = x—2<y<0 :(// z(x,y)dxdy):
w 0<xr<2 B
2 0 x24y2+4 2 0
:/ (/ (/ 1dz>dy>da::/ (/ (m2+y2+4)dy>dx:
0o “Ja—23Jo 0 “NJz-2

:/02[x2y+%3+4y}2_2dx:—/02(x2(x—2)+@+4($—2)>d$=

zt 223 (z—2)* ) 232
B R I S VAT —8] _ e
ik ST L e
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Priklad 366. z = 2(2* + y?), 2% = 16(2* + y?)
Reseni : W : z = 2(z® + y?) - rovnice paraboloidu

2% = 16(2* 4+ y?) - rovnice kuzelové plochy

2oz =2a 42 i

2% = 16(x* + y?)

N )
NIRRT
\\\\\*sg

,

Ty

V= /// ldx dy dz = (pouiijeme cylindrické soufadnice)
w

T=rcose |

202 4+ 9%) < 2 < 4/22 + ¢2

= 2?<w<dr
y=rsingp 2r? < 4r 0<p<2r
z=w r<2 — 0<r<2
J=r

P a)a)as= [ ae= [ e [
=27 - [%7’3—2—744}2 = Eﬂ'
3 4 1o 3

n
Priklad 367. z = 1 — 22 — 442,

=0

Resend : Plocha z = 1 — 22 — 4y je eliptickym paraboloidem s vrcholem v bodé [0, 0, 1]

V—///Wldxdydz— // (/01x24y21dz)dxdy— // <1—x2—4y2)dmdy:

x24+4y2<1 r24+4y2<1

T =1TCcosp 0<r<i1 9 1

T ™ 2w rr: 1l o1

y=csing | 0<p<2r | _ ( 1— 2 .Cd>d :_[ _ ] _

N /0 /O( g de =55 7], 7

=3 .
Priklad 368. z = 22 + 9%, 2 =x +y

Reseni : 'Téleso je ohrani¢eno rota¢nim paraboloidem s vrcholem v poc¢atku souradnic
a rovinou, ktera prochazi pocatkem.

RRX: 95%5%
OTe%8S SR
SRR 23253
SRS 2>
SRR SRR
2R RS
S SRR
R oSN
ST eSesees
2 PSS
R PR
SRRRRN R
SN SRR
RN RIS
RRRRRR FLRILLES
RRLLS ZRIRRZS

RRRRRS
T y RRRRS

4
3
&
2K
%
&3

t

ry| €Bo:a® +y? <z +y} | T

2 2 ¢, < T4y
[ viravte=| gy iszn =[] ()
w T
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// (x+y—x2—y2>dxdy:

2 o 1 1\2 1

phy—at =5 (e-5) ~(v-3
2 2

x2+y2§x+y=>(x77) Jr(,yf1 S%

w2 4y? <zty 2
! - <\/T
Yy x—§+rcos<p 0<r< 5
- y=%+rsin<p| 0<p<2r o
J=r
o 12 4
v = [ ([T Grrar)de=
0 0
5 [1 r? r4] 1/2 5 (1 1 1 1) T -
= ml-—— — — = )T+ | — ¢ — — — +« — J—
2 2 4 1o 4 2 4 4 8

Priklad 369. Urcete hmotnost koule, jestlize hustota o(x,y, z) je rovna ¢tverci vzdalenosti
od stredu koule.

Reseni : Zvolime pocatek soustavy souradnic ve stfedu koule. Pak koule je popsana

nerovnicf 22 + y? + 22 < a® a hustota o(z,y,2) = 22 + y? + 2°.

m = /// o(z,y, z dxdydz—/// 2yt + ) drdydz =

0<r<a
T = 1rcospcosv o = a
= rsi 9 0<¢p<2r 2
=| YT TEReee ‘ T r | = r? - r?cosddr) dv) dy =
z =rsind _lcey< L -
2= 72 0 -3 /0

J =r%cosd
5

:/0%(/_2</0a7’400819dr) dﬁ) d@ZQw[sinﬁ}%g : [%]Z: 47r5a5 |

s
2

93—0, y=0, z=0, x+y+z- 1, je-li hustota o(z,y, )— 1.
Reseni : Hmotnost télesa pii p =1 se ¢iselné rovna objemu.

Téleso je ctyrstén a jeho objem je roven G objemu krychle o hrané 1.

z z Yy
1 1
y=1—-x
1 1
0 1 T
x Y
Myz

m = VQ—— T = )

M, ///x o(w,y, 2 dxdydz—//[ xff:zydz:
:/O</O (/0 xdz)dy)dx—/o (/0 21— — y)dy) dv =

7
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:/le[(l—x)y—y;};_xdx:/ <1—x (1_2x)2>dx:%/olx(1—x)2d:c—
2
3"

Q(xvya ) - k

Reseni : Téleso je rotacni poraboloid, tedy je symetrické vzhledem k ose z, proto jeho

te iSté je na z-ové ose, tj. zp = yr = 0.

z

M,
Téziste T = (0,0, z7], kde zp = —2, m =
m

2
2
ARy T
w 22 +y?
r24y2<2
[ xy

T =TCOoSp ogrgﬂ
:k//(2—1‘2—y2)d:)3dy: y=rsing | 0<p<21 | =
J=r

r24y2<2

=k- /%(/ﬂ@—r)rdr)dgo—k 27 - [r —2—4];/5—2143%

8 4
M,, = /// zodxdydz = // /x2+y zkdz) dx dy = = §k T= [0,0, 5]

x249y2<2

Priklad 372. Urcete té7isté télesa W = {[x,y, 2] € B3 : 2 +y?+22 < a?, 2 >0}, o= 1.

Resent : Téleso je homogenni polokoule se stfedem v pocatku [0,0,0], polomérem a a je

z

§

a T =10,0,z27], kde zp = —2%, V =
m

2
m:V~Q:§7ra3~ , My, = // zdrdydz =
w

l\3|’—‘
oo|q>

| "
T = 1 Cos pcos v

0<r<a
jus 21 a
— 9 0<p<2m 2 :
_| y=rsingcos ‘ - — rsind - ricosddr) dp) dv =
z =7rsin?d 0<9 < = 0 0 0
J = r?cos? 2

a 27 z 454 2t 2.2 fus 4
:/ r?’dr/ 1d<,0/231n1900819d19: [r_] [gp] -[Sm 19}2 _ ¢ W, T = [0,0,§a]
0 0 0 4 1o 0 2 Jo 2 8

Priklad 373. Urcete téziste kuzele se zdkladnou z? + y? < 16 a vrcholem v bodé [0, 0, 4],
je-li hustota o(x,y,2) = k.

Resent : Uvazovany kuzel je rotacni, osa z je jeho osou rotace. Meridianem tohoto
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rotacniho kuzele je ¢ast piimky =z + 2 = 4 = 2z = 4 — z. Potom rovnice kuzelové
plochy je z = 4 — /22 + 9?2

M.
% T =10,0, 27|, kde 2r =

Ty

Y

1
m=V- g——7r 42 . 4. k’_—k‘ﬂ'

My, = /// o(z,y, 2 dxdydz:/// z-kdrdydz
4 4 w
x2+y 24— /22442
// / zdz)d:cdy:k // [%] U de dy =
0

x24y2<16 z2+y2<16
T =17Ccosy | 0<p<27r
// x2+y) dxdy: y =rsinep 0<r<4 =
J=
:L’2+y2<16 "
k 27 4 L 4 8 454
= 5/0 /0 (4—7)rdrdp = 5-271’-/0 (16r —8r? +-73) dr = kﬂ[8r2—§7’3+rz =
64
:§k7r, T =10,0,1] |
Priklad 374. Urcete moment setrvacnosti vzhledem k bodu [0, 0, 0] télesa W
2, 2
W:{[If,y,Z]GEg; a ;—y SZS v3—$2—92}7 Q(IL’,y,Z):kf
2., ,2
Resent : Ty _ z = 2z=1"+9y®> = rovnice paraboloidu
z=+3—-12—y2 = 2°+9y°+2*=3 = rovnice kulové plochy
Plochy maji spole¢nou osu rotace. Body pruniku lezi v roviné kolmé na osu z .
Rovnici roviny dostaneme vytreSenim soustavy:
2z = 2% + 42 = 2>0
P?4+yP+22=3 = 22+2:-3=0 = (2+3)(2—1)=0
z
V3 Prinikem je kruznice 2% + y? = 2 v roviné
z =1
z=1
D= [[[ @) ety ) dodydz =
w
|
\
‘ V2 1Y
T =7cos §§w§\/3—r2 — éS\/3—T2 =t <4(3-1r?) =
_ | y=rsing ‘ P 4r?—12<0 = (P -2)r*+6)<0 = r’<2 = _
v 0<r<v2, 0<p<2r
J=r
2 V2, V312 , , V2 ; w31V3=r2
=k < < (r +w)rdw)dr>dg0:2k:7r- [r w+r—] , dr=
0 0 2 0 315
By V2 , ST ) . N ; y 6 8 V2
—2 ( V3—r2+ L33 = ————) —2 [——— }
7T/O " R 1E Sl e R V) Al R R vwr-1
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v 2 8 16
n 2k7r/ (7‘\/3 R N r2> dr = 2k7r(—— _ —)_
0 3 12 24-8

v2 2 3-rt=t | m=0=1t =3
—kﬂ'/ \/3—r2<1+§r2>(—27‘)dr:) ! ! ‘:
0

—2rdr =dt ra=v2=1ty=1
3 1 2 3 3 2
——Skhr—kr | V(1426 -0)di=-Sknkr [ (3VE— StvE) dt =
5 , 3 2 : 3
3 2.33/2 9 945/243 3 4 4
= —— _ . = —— 2- _ . —2 —_— et
2k7r—|—k7r[ . - = ]1 2k7r+k:7r< 33— —-9v3 +15)
1
:/mr( 8?—2—3) = 3,002k .

Priklad 375. Uréete moment setrvacnosti vzhledem k ose z homogenniho télesa W,
W =A{[x,y,z] € Eg; /22 +y?> <z <2}

Resent : Homogenni kuzel ma konstantn{ hustotu, oznaéime ji o(z,y,2) =k

z
JZ:/// (2 +42) - ol y, =) da dy d= —
%%

—k // <(1:2+y2) /;Wdz)d:cdy:

r24y2<4
| Ty
T =TCosp | 0<r<2
=k // (w2+y2)(2—\/x2—|—y2>dmdy: y=rsinp 0<p<2r | =
J=r

r24y2<4
27 2 2 1
:k/o (/0 r2(2—r)rdr)dg0:2k7r[2-%—%]O:2k7r(8—%) zglm

Priklad 376. Urcete staticky moment M, (vzhledem k roviné (yz)) télesa omezeného
rovinami x =0, y =0, 2=0, x +y=a, y="h, (a>0,h >0), jeli
hustota o(z,y,z) konstantni.

Resent : Téleso je trojboky hranol s podstavou v roviné (z,2).

Myz—///wx-gdxdde—
:k/// rdrdydz =
W

'W3 0<z<a-=z
= 0<z<a —
0<y<h
= /Oa</0h</0axxdz>dy>dfﬁ:k/0‘a</Ohx(a—x)dy>dx:k.h[a_a‘;_%g]z:
Zékha?’ .

Priklad 377. Urcete moment setrvacnosti J,,, (vzhledem k roviné (zy)) télesa W,
W= {[x,y,z] EE?);xz —2I+y2 < 0, -1 <2< 1}7 0= k.
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Reseni : Téleso W' je rotacéni valec s osou rovnobéznou s osou z.

Ty = /// o(z,y, 2) da dy dz = // /kz dz)dxdy—

(2—1)24¢2<1
// — da:dy—— // 1dxdy—§k7r 1—§k
(z—1)2+y2<1 )2+92<1

Priklad 378. Vypocitejte integral a stanovte jeho mozny fyzikalni vyznam:

I:/// Va2 4+ y? + 22 dxdydz,
W
W ={[z,y,z] €E3: /2 +y> < z< 4 —a?—y? y>0}

Resent : 4

W .
z = 2?2 + * (rotacéni kuZelové plocha)
22 =4—2%—y? = 22 +y* + 22 = 4 (kulova plocha)
0<r<2
T T =T Cospcosv -
Yy y = 7sin @ cos ‘ Ose=m
z=rsind (y>0)
J =7r%cos? I§0§E
4 2
2

12/2(/ (/7’ rcosﬁdr d(p dfﬁ /rdr / cosﬁd19~/ ldp =
z 0 0

[ e o= ae(1- )

Vyznam : 1) I je celkovd hmota télesa pii hustoté o(x,y, z) = /a2 + y? + 22,
2) I je staticky moment télesa vzhledem k bodu [0, 0, 0] pfi hustoté

o(z,y,z) =1.

INE

Priklad 379. Vypocitejte hmotnost kuzele s vrcholem v pocatku, s polomérem
podstavy @ = 1 a vyskou h = 4. Hustota se linearné meéni
v zavislosti na vzdalenosti bodu télesa od podstavy. Ve vrcholu
je o(z,y,2) =1 a o(z,y,2z) =5 v kazdém bodé podstavy.
Resent :
Zvolime soustavu soufadnic s pocatkem ve vrcholu
kuzele, osa z bude osou rotace, meridiAnem bude ¢ast
piimky z =42, y=0,0 <z < 1.

Kuzelova plocha bude mit rovnici z = 4/ 22 + y2.

Uvazované téleso W zapiSeme pomoci nerovnic.

W 4?2+ y?2<2z2<4
?+y? <1
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Pro hustotu plati : o(2) = k(4 — 2) + k2 : 00)=1= 1 =4k + ko
9(4):5: S5=ky— ki =—1

o(z,y,2) =—(4d—2)+5=2+1

m = /// o(x,y, z da:dydz-/// z+1)dxdydz =
o v ] [y -

x2+y2<1 I2+y2<1
X =T COoSs 0<r<i1
- // (12—8($2—|—y2)—4 $2+y2>dxdy: y=rsing | 0<p<2r |=
I2+y2§1 J=r
1 2T 4 L 4
—/ </ (12—8r2—47’)~7‘dg0) dr = 2 - [67‘2—27"4——703} :27T<4__> _
0 0 3 Jo 3
16
=—T
3

e Je ddna mnozina D v Ej a funkce z = f(x,y, 2).
a) Nacrtnéte mnozinu D a jeji prumét D,, do roviny z = 0.
b) Ovéite pfedpoklady pro pouziti Fubiniovy véty a vypocitejte trojny integral
fffD x,y,2)dxdydz.
c¢) Uved'te piiklady mozného fyzikélniho vyznamu daného integrélu.
Uved'te, zda se jednd o hmotnost (pfi jaké hustoté), staticky moment ¢i moment
setrvacnosti (pfi jaké hustoté a vzhledem k jakému bodu, piimce nebo roving).

380. D ={[z,y,2] €E3: 0<2<1, 0<y<uz 0<z<2—-z—y}, flz,y,z2) =2?

381. D ={[z,y,2] €E3: 0<2<1,0<y<1,0<z<4—2>—y*}, f(v,y,2) =2y

3
b)Z
Y
c)m, o=y
My., 0=y
€T Mzz, a
382. D:{[Ly?z] EIE3: 0§Z§4_I2_y27 y20}7 f(I',y,Z):ny

512

105
cym, o = x’y
My, 0= 2?
Jyz,Q:y
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383. D ={[z,y,2] €E3: 0<2<3, 2<y<3, 0<z<uay}, flz,y,2) = (x> +¥y?) 2

37

10

Om, 0= (@ +4?)2
My, 0 = 2* + ¢
Jz> :Q =z

b)

385. D22+ 92+ 22 = Mx,y,2) = 2z, R je kladna konstatnta
1 4
b) ZTFR
C) sz, Q - 17

nevyjadiuje hmotnost
protozeo =2z <0

e Je dano téleso D C E3 omezené plochami :
a) Nacrtnéte téleso D a jeho prumeét D,, do roviny z = 0.
b) Mnozinu D vyjadiete ve tvaru elementérniho oboru integrace v soutadnicich,
ve kterych budete objem pocitat.
c¢) Vypocitejte objem tohoto télesa.

386. D:3x+2y=12,2=0,y=0,2=0, 2 = 22

)0 <z <4
Ogygﬁ—gaz
0< z<a?

c)32

b) 0<r<2
0<p<2r
0<w<4d—rcosy

c) 16m

83



E. Brozikovd, M. Kittlerovd, F. Mrdz: Shirka piikladi z Matematiky II (2016)

380. D: > +22=9, 2=0, x =2

b) 0<w<2
Y 0<r<3
0<ep<2r
c) 18w
x
b) 0<r<a
0<e<2r
0§w§a2—r2cos2g0
c)§7ra4
4
b) 0<r<1
0<p<2r
0 <w < 36— 36r°
c) 3247
e Vypocitejte objem V télesa W C Eg :
392 W: 2=0,y+2=1, y=Inz, y=1In’z [3e — §]
303. W: z=2a%+19% 2=18 — 22 —y? (817
394. W: 22> a2+ 22 +9y*+22=3 [QW\/_fgw]
305 W2+ + 22 =a® 22 +94° <V, 0<b<a [%w((f— (a2—b2)3)}
306. W: (z4y)?+2:=1,2>0,y>0, 2>0 %@ﬁfw
397 W:l+a?4+y* =22 2=5—-2> -4 2>0 [%w]

e Je dano téleso D C E3 omezené plochami :
a) Nacrtnéte téleso D a jeho prumét D,, do roviny z = 0.
b) Pii vhodné substituci vyjadrete D jako elementérni obor v transformovanych
soutradnicich.
¢) Vypocitejte hmotnost télesa, je-li ddna hustota o(z,y, 2).

2?2y
398. D : Z—i_E:l’ x=0,z=1, z=4, (<0), olr,y,2) ==
b)) 0<r<1
ar<p< o
1<w<4
z c) 30m
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399. D:z= /22 +y% z=4, o(z,y,2) ==z

b) 0<r<4
0<ep<2r
r<w<4

c) 64w

>
- 4

400. D:z=2>+9? 2=4, olx,vy,2)

b) 0<r<2
0<p<2m
P <w<4
128
—T

401. D:z =2+ > +4, 2 =3 -2 — 2, 22 + > =1,

b) r€(0,1)

¢ € (0,2m)

we B3 —r2 4472
c) 2k

402. D ={[z,y,z] € Bg; 1 <a?+y* +2> <9,y <0}, olx,y,2) = /a2 +y? + 22,

e Je dano téleso D C Eg.
a) Nacrtnéte téleso D a jeho prumeét D,, do roviny z = 0.
b) Vypocitejte objem télesa D.
¢) Vypocitejte hmotnost télesa D, je-li ddna hustota o(z,y, 2).

403. D = {[r,y,2] €F3; -1 <2 <1,0<y<1,0< z <4—2?—y?}, o(x,y, 2) = 2> +y.

_

3

c)m—@ﬂ
90

Y

404. D: z=0,y=0, x+y=1, 2=0, z=uzy, o(r,y,2) =2
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405. D = {[z,y,2] € E3; 22 +y* < 2 < 9},

o(z,y,z) = 2* + y*

b)V=c-rm
2
- 29
7z om=—/m
W
W7
N\t
i
Q& Y
408. Dz =y’ x=1,2=0, 2=
D:zxz=y*r=12=0,z=u,
2
c)m = =

409. D = {[z,y, 2] €

bV = %(64 —7V7)

c)ym = %kﬂr(64 —7V7)

£2 y2 22

=

bV = %Wabc

¢)m = 4mwabc

2

e Urcete hmotnost m télesa W C Ej :
411. W ={[z,y,2] €E3;0 <2 <a, 0<y<b, 0<2<c}, or,y,2) =2 +y+2

[%bc(a-l-b—i- c)]
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412. W:{[l‘,y72’] GE?); ZL’ZO, ?JZO, fﬂerS 17 0§z§4—$—2y}, Q(f,y,z> = 2’
1
H

1

413. W ={[z,y, 2] € E3; 1 <a® + 9>+ 22 <9, 2> 0}, o(z,y,2) =
a4+ y? 4 22
(8]
414. W je koule o poloméru a, jestlize hustota je rovna ctverci vzdalenosti od prumeéru.
(Zvolte kouli se stiedem v pocatku soufadnic a prumér lezici na ose z) [Eﬂaﬂ

415. W je omezené plochami o rovnicich: 2z =0, 2 +y+2=4, x =0, y =0,

je-li o(z,y, z) = 4x. Q}

2
416. W je omezené plochami o rovnicich : z = 22 +y? +4, 2 = 3 — 2% — %, 22+ > = 1,

je-li o(x,y, 2) = 2z(2® + y?). |:€7T:|

417 W i 2=0, 2=2>+9*, 2 +y=5, =0, y=0,0(x,y,2) =k

35
-]
418. W2z =2+ 32, 2?2+ > +22=3, 2> 0, o(z,y,2) =k

2 2 2

7= [Ovovﬁf)_g)ﬂ
Y z

419. W:%+b_2+§:17 x=0, y=0, z=0 (v prvnim oktantu), o(x,y,z) =k
o, [3a 3b 3c
=555l

e Urcete moment setrvacnosti télesa W C E; :

420. W : 22 + y* = 2z, ¥+ y = 2 vzhledem k osdm souradnic, je-li o(x,y,2) = 1.
7 4
[Jz = Smda =y = g”v]
421. Wz +y2 + 22 =2, 22 +y* = 22, (2 > 0) vzhledem k ose z, je-li o(z,y,2) = 1.
[JZ = 14—57r(4\/§ - 5)]

422. rotacniho vélce s polomérem podstavy a a vyskou b vzhledem k piimce p, ktera
se dotyka plasté valce a je rovnobézna s osou rotace.

(Zvolte vélec (z —a)? +y? < a2, 0< z < b, pifmka p pak bude osa z) [gﬂ’a‘lb}

423. W ={[z,y, 2] € E3; /322 4 3y? < z < 3}, vzhledem k ose z, je-li hustota
oz, y,2z) =k

.~ 2ed
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