Trojny integral [ [ [, f(x,y,z)dxdydz

Nutnosti je znalost AG v [E3, kvadratické plochy
Predpoklad (NP pro existenci):
M C Ej je omezend mnoZzina, funkce f(x,y, z) je omezend na M

Fyzikalni aplikace: hmotnost nehomogenniho télesa

I. (Specialni pripad)
Trojny integral na kvadru

a) déleni D
b) volba V bodu

¢) Riemanniiv soucet funkce f pri déleni D a volbé bodi V:
s(f,D,V)



Definice.

Rikame, 7e funkce f(z,y, z) je integrovatelnd na kvadru K,
jestliZe existuje vlastni limita Riemannovych souctt,

tj. lim||D||_>0 S(f, D, V) = S.

II. Trojny integral na obecné mnoziné¢ M
prevedeme na integral na kvadru, viz. kap. IL.5 (J. Neustupa).

Fubiniova véta - vypocet [ [ [,  f dedydz
prevod integralu trojného na trojndsobny,
je-1i M tzv. elementarni obor integrace



Véta Fubiniova (I1.7.2.).
Nechf funkce f(x,y, z) je spojitd na M, kde M je elementérni obor
integrace vzhledem k roviné xy.

Pak existuje
/// f(x,y,z)dxdydz =
M

P2 (x,y)
=// / f(z,y,2)dz | dzdy
Mgy ®y(x,y)

Poznamka: Podobné (cyklicky) pfi elementarnim oboru vzhledem k
roviné xz, resp. yz.

Pr.



Existence trojného integralu Analogicky jako pro dvojny integral

Nutna podminka pro existenci:
M je omezena mnoZina, fce f je omezend na M.

Postacujici podminka pro existenci

1. varianta

Funkce f(x,y, z) je spojita na M, kde M je

elementarni obor integrace - viz Fubiniova véta pro trojny integral.

2. Pro obecnéjsi podm. potiebujeme novy pojem:
Mnozina M C [Eg se nazyva méritelna,

je-li omezena a existuje integral / / / 1. dedydz.
M

Jeho hodnotu znacime 3 (M) a nazyvame

tfirozmérnou Jordanovou mirou mnoziny M



Véta.
Mnozina M C Ej je méfitelnd <= M je omezend a pu3(OM ) = O.

Piiklady
Meéfitelna je libovolnd mnozina M v [Eg, jejiz hranice 9 M je jednoducha
(po &astech) hladka plocha, nebot puz(8M) = 0.

Véta I1.6.1. (PostaCujici podminka pro existenci)
Nechf M je uzaviend a méfitelnd mnoZina v E3 a fce f je spojitd na M.

Pak existuje / / f dxdy.
M

V odst. I1.6.1 jsou uvedeny dalsi varianty postaCujici podminky,
napr.
fce f je spojitd a omezend na M ~ D, kde M je méfitelnd a pu3(D) =0



I1.2 Nékteré vlastnosti trojného integralu
(za predpokladu existence integralti)

o [ [ [ vt sasauas=sons- [ [ [ savapa
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c)Je-i M; N My =
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d)Je-lif(a:,y,z)ZOnaM,pak/// f>0.
M

e) Je-li f omezend fce na M a u3(M) = 0, pak/// f=0.
M



Nékteré aplikace integralll (pfehled vzorcii obecné)
Symbol [, f(X)dX znamend integrél
a) dvojny, b) trojny, c) kiivkovy, d) ploSny

1. mira mnoZiny: pu(D) = / 1.-dX
D

2. hmotnost: m = / o(X)dX
D

3. moment setrvacnosti vzhledem k utvaru U (bod, pfimka, rovina):

w=[ (d)? - o(X) dX

dy je vzdalenost bodu X od tutvaru U.



YV Vv

1

rr = — / x-o(X)dX
m D

cyklicka zaména pro yr, zr

S. objem "vélcového’télesa

V://Df(a:,y)dwdy

Priklad.



Cylindrické souradnice v E3

Zobecnéné cylindrické souradnice v [£3

Sférické souradnice v Eg



