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Linearni zavislost (nezavislost) vektoru, baze vektorového prostoru (pracovni text)

Piipadné naméty k tomuto textu sdélte laskavé F. Mrazovi (e-mail: Frantisek.MrazQfs.cvut.cz )

Definice: Skupinu vektoru ug..., u, nazyvame linedrné zdvislou, jestlize existuji redlnd ¢isla aq, ..., oy,
(aspon jedno je # 0) tak, ze plati ajuy + asus + ... + apu, = o. ().
Skupinu vektoru, ktera nenf linedrné zavisld, nazyvame linedrné nezavislou. To plati pravé tehdy, kdyz
vektorova rovnice (*) ma pouze nulové Feseni, tj. pro Vi je koeficient o; = 0.

Véta 1.7. Jestlize skupina vektoru obsahuje nulovy vektor, pak je tato skupina lin. zavisla.

Véta 1.8. Skupina vektoru je linedrné zavisla pravé tehdy, kdyz alespon jeden z vektoru této skupiny
lze vyjadiit jako linedrni kombinaci ostatnich.

Podle této véty lze vyhodné postupovat v piipadé dvou nenulovych vektoru. Takova skupina je
linedrné zavisla pravé tehdy, kdyz jeden z vektoru je nasobkem druhého.

Pi#iklad 1. Ovéite, ze skupina dvou vektoru uw = (6,—3), v = (—2,1) je lin. zavisld, zatimco
skupina @ = (3,2,—3), b = (6,4, —5) je lin. nezavisla.

Pi#iklad 2. Urcete, pro které hodnoty parametru «, (3 je linedrné zavisla (resp. nezédvisld) skupina
vektoru a = (1,2,—3),b= (-2, + 2,9).
Resen{: Skupina je zavisld, pokud existuje ¢islo k tak, ze b = k - a, tj. (=2,a 4+ 2,6) = k- (1,2, -3).
Vynéasobime 2. vektor ¢islem k: (=2, + 2,0) = (k,2k, —3k). Rovnost vektoru vyzaduje rovnost od-
povidajich souradnic. Porovnanim prvnich soufadnic tedy dostaneme, ze k = —2. Porovnanim 2. soufadnic
dostaneme rovnici « + 2 = —4, odkud vypocteme, ze @ = —6. Z rovnosti 3. souifadnic vypocteme 5 = 6.

Provedme kontrolu: Pro hodnoty a = —6,3 = 6 je vektor b = (—2,—4,6), coz je skutetné ndsobek
vektoru a.

Poznamka: Pro pfehlednost vypoctu bude mozné vice vyhovovat zapis vektoru ve sloupcovém tvaru.

Mame-li rozhodnout, zda dand skupina vektoru je lin. nezavisla nebo zavisla, lze postupovat takto:

1. moznost: Rozhodneme vypoctem hodnosti matice sestavené z danych vektoru. V nékterych piipadech lze
rozhodnout i pomoci determinantu. Tuto moznost probereme v dalsich kapitolach.

2. moznost: Postupujeme podle definice, tj.

a) Sestavime vektorovou rovnici (*) pro hledané koeficienty.

b) Rovnici (*) rozepiseme do souradnic a takto vzniklou soustavu rovnic vyfesime.

c) Zaver: Ma-li soustava pouze nulové feSeni, pak je dand skupina lin. nezéavisla.

M4-1i soustava i nenulové FeSeni (a v tomto piipadé uz jich ma nekone¢né mnoho), pak je tato skupina
lin. zavisla.

Priklad 3. Zjistéte, zda vektory u = (—1,2,4), v = (2,0,0),w = (3,1,0) jsou lin. zavislé nebo
nezavislé.
Reseni: Oznacime-li t¥i hledané (nezndmé) koeficienty «, 3, v, pak vektorova rovnice (*) mé tvar:

ou + fv +yw = o.

Dosadime zadané vektory, vhodny je zapis ve sloupcovém tvaru:

~1 2 3 0
a-[ 2 [+B8-{ 0 )ty | 1 ]=1]0
4 0 0 0

Na levé strané nasobime postupné vektor ¢islem a takto vzniklé tii vektory sec¢teme:



—a+ 28+ 3y 0
200 + 7y =| 0
4o 0

Rovnost dvou vektori je splnéna pfi rovnosti odpovidajicich slozek. Ziskame tak soustavu tif linearnich
rovnic pro tii nezndamé «, (3, y:

—a+28+3y = 0
20+ = 0
da = 0

Ze tfeti rovnice ur¢ime a = 0. Dosadime-li do druhé rovnice, obdrzime v = 0. Po dosazeni do prvni
rovnice ziskdme jediné feseni 8 = 0. Vektorova rovnice (*) ma pouze nulové feseni, proto je dand skupina
vektoru linedrné nezavisla.

Piiklad 4. Zdivodnéte, zda vektory w, v, w z piedchoziho pifkladu tvoif bazi vekt. prostoru R3.
Reseni: Prostor R? m4 dimenzi 3. Uvedené vektory jsou tii. Protoze jsou linedrné nezévislé, tvoii bazi
prostoru R? - viz definice dimenze a béze vektorového prostoru.

Piiklad 5. Rozhodnéte, zda vektory uw = (2,3,—-1), v = (—1,2,2),w = (—6,—2,6) tvoii bazi vekto-
rového prostoru R3.

Reseni: Béze vektorového prostoru V' dimenze n je libovolnd skupina n linedrné nezavislych vektort
z V. Zadané jsou tii vektory v prostoru R3, ktery méa dimenzi 3. Uvedend skupina proto tvoif bazi v R3
pravé tehdy, je-li linearné nezavisla. Déle tedy postupujeme jako v Ptikladu 3.

Sestavime vektorovou rovnici (*) ve tvaru

au + Bv +yw = o.

Dosadime zadané vektory a provedeme operace na levé strané: nejprve nasobeni vektoru ¢isly a pak
s¢itani t¥ vektorti. Obdrzime tak rovnost dvou vektoriu:

200 — 18 — 67 0
3a+268—-2y | =10
—a+ 28+ 67 0

Z rovnosti vektoru ziskdme soustavu ti{ linedrnich rovnic pro tfi neznamé «, 3,~:
20— —6y = 0
3a+28—-2y = 0
—a+28+6y = 0

Tato soustava md nekone¢né mnoho feseni (ovéite si), proto je zadana skupina vektoru lin. zavisla
a netvoif bazi v R3.

Poznamka: Pii feSeni této soustavy je vhodné pouzit matic. Pomoci matic vSak lze tlohu o zavislosti,
resp. nezavislosti vektoru rozhodnout jesté rychleji, a to vypoctem tzv. hodnosti matice (bez Feseni
soustavy rovnic). Protoze sestavend matice by v tomto piipadé byla ¢tvercovd, je mozné rozhodnout
i pomoci determinantu. Tyto postupy pozname pozdéji.

Poznamka: Viimnéme si v tomto piikladu, Ze libovolné dva z danych ti{ vektoru jsou lin. nezavislé.
Skupina téchto tif vektort tedy generuje (vytvaif) v R® podprostor dimenze 2. Jeho bazi tvoii napi.
libovolné dva z téchto tii vektoru. Jaka je vzajemnd poloha téchto tii vektoru ?
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