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Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice (pracovńı text)

Př́ıpadné náměty k tomuto textu sdělte laskavě F. Mrázovi (e-mail: Frantisek.Mraz@fs.cvut.cz )

1. a) Je dána matice
A =

(
1 −1
−4 −2

)
a) Nalezněte vlastńı č́ısla této matice.
b) Zvolte jedno z vlastńıch č́ısel, sestavte soustavu rovnic pro výpočet odpov́ıdaj́ıćıch vlastńıch vektor̊u a ty

pak určete.

Ř e š e n ı́ : a) Nejprve řeš́ıme charakteristickou rovnici matice A, tj. rovnici det(A− λE) = 0.∣∣∣∣ 1− λ −1
−4 −2− λ

∣∣∣∣ = 0

(1− λ)(−2− λ)− 4 = 0

λ2 + λ− 6 = 0.

Vlastńı č́ısla matice A jsou kořeny této rovnice: λ1 = 2, λ2 = −3.

b) Najděme vlastńı vektory X =

(
x
y

)
, které odpov́ıdaj́ı vlastńımu č́ıslu λ1 = 2.

Urč́ıme je řešeńım homogenńı soustavy (A− λE) ·X =
−→
0 , kde λ = 2, tj.

(
−1, −1
−4, −4

)
·
(

x
y

)
=

(
0
0

)
.

Je to soustava dvou rovnic −x − y = 0

−4x− 4y = 0

Druhou rovnici můžeme vypustit, nebot’ je násobkem prvńı rovnice. Soustava se tedy redukuje na jedinou
rovnici −x− y = 0,

která má nekonečně mnoho řešeńı.

To je správně, je to ”kontrolńı mı́sto”správnosti výpočtu. Výše uvedená soustava rovnic pro neznámé x, y
totiž má mı́t nekonečně mnoho řešeńı. Pokud by tomu tak nebylo, tak je ve výpočtu chyba ( ve výpočtu
vlastńıch č́ısel nebo v dosazeńı vlastńıho č́ısla do soustavy).

Hledané vlastńı vektory źıskáme např. tak, že polož́ıme y = p, kde p je libovolné č́ıslo. Pro hodnotu x
pak plat́ı x = −p. Všechny vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ1 = 2 lze tedy vyjádřit ve tvaru

X = p ·
(

−1
1

)
, kde p je jakékoliv č́ıslo r̊uzné od 0. Podmı́nku p ̸= 0 přidáváme proto, že nulový vektor

nemůže být vlastńım vektorem.

Vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ2 = −3 urč́ıme stejným postupem. Obdrž́ıme soustavu
dvou rovnic

4x − y = 0

−4x+ y = 0

Druhou rovnici opět můžeme vypustit, nebot’ je násobkem prvńı rovnice. Soustava se redukuje na jedinou
rovnici

4x− y = 0,

která má nekonečně mnoho řešeńı (”kontrolńı mı́sto”). Při volbě x = p pak je y = 4p. Všechny vlastńı

vektory odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ2 = −3 lze vyjádřit ve tvaru X = p ·
(

1
4

)
, kde p je jakékoliv

č́ıslo r̊uzné od 0.

Poznámka. Správnost výsledku lze ověřit podle definice vlastńıho č́ısla a vlastńıho vektoru, tj. ověřeńım
platnosti vztahu A ·X = λX.
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2. a) Najděte vlastńı č́ısla matice
A =

 4 0 0
−1 1 −5
2 1 3


b) Zvolte jedno z vlastńıch č́ısel, sestavte soustavu rovnic pro výpočet odpov́ıdaj́ıćıch vlastńıch vektor̊u a ty

pak určete.

c) Určete spektrálńı poloměr ρ(A) dané matice, tj. největš́ı z absolutńıch hodnot vlastńıch č́ısel matice A.

Ř e š e n ı́ : a) Sestav́ıme charakteristickou rovnici det(A− λE) = 0:∣∣∣∣∣∣
4− λ 0 0
−1 1− λ −5
2 1 3− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0

Determinant vypoč́ıtáme rozvojem podle 1. řádku, což vede k rovnici

(4− λ)

∣∣∣∣ 1− λ −5
1 3− λ

∣∣∣∣ = 0

(4− λ)[(1− λ)(3− λ) + 5] = 0

(4− λ)[λ2 − 4λ+ 8] = 0.

Kořeny jsou λ1 = 4, λ2,3 = 2± 2i a to jsou vlastńı č́ısla matice A.

b) Urč́ıme vlastńı vektory X =

 x
y
z

, které odpov́ıdaj́ı vlastńımu č́ıslu λ1 = 4.

Źıskáme je řešeńım soustavy (A− λE) ·X =
−→
0 , kde λ = 4, tj.

 0, 0, 0
−1, −3, −5
2, 1, −1

 ·

 x
y
z

 =

 0
0
0

.

Přeṕı̌seme ve tvaru soustavy rovnic, ve které 1. rovnici vypust́ıme, nebot’ má všechny koeficinty nulové.
Źıskáme tak soustavu dvou rovnic pro tři neznámé:

−x− 3y − 5z = 0

2x + y − z = 0

Přičteme-li ke druhé rovnici dvojnásobek 1. rovnice (Gauss̊uv algoritmus), źıskáme soustavu
−x− 3y − 5z = 0

− 5y − 11z = 0
Tato soustava má nekonečně mnoho řešeńı (”kontrolńı mı́sto”). Jednu neznámou lze volit, tedy např.
z = p, kde p je libovolné č́ıslo. Ze druhé rovnice urč́ıme y = −11p/5.
Po dosazeńı do 1. rovnice vypočteme x = −3y − 5z = 8p/5.

Všechny vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ1 = 4 lze vyjádřit ve tvaru X = p ·

 8/5
−11/5

1

 ,

kde p je jakékoliv č́ıslo r̊uzné od 0. To lze zapsat též v jednodušš́ım tvaru X = p ·

 8
−11
5

 , kde p ̸= 0.

c) Spektrálńı poloměr ρ(A) = {max |λi|; i = 1, ..., n} = max{4; |2 + 2i|; |2− 2i|} = max{4;
√
8} = 4.

Poznámka. S pojmem spektrálńı poloměr matice se setkáme např. v numerické matematice při ověřeńı
podmı́nek konvergence iteračńıch metod pro přibližné řešeńı soustav lineárńıch rovnic.

Daľśı úlohy k samostatnému procvičeńı lze nalézt v doporučené literatuře, kde jsou i úlohy řešené.
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