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Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice (pracovni text)

Piipadné ndméty k tomuto textu sdélte laskavé F. Mrazovi (e-mail: Frantisek.MrazQfs.cvut.cz )

Je dédna matice Ao 1 -1
S\ -4 -2

Naleznéte vlastni ¢isla této matice.
Zvolte jedno z vlastnich ¢isel, sestavte soustavu rovnic pro vypocet odpovidajicich vlastnich vektoru a ty

pak urcete.

Reseni: a) Nejprve fesime charakteristickou rovnici matice A, tj. rovnici det(A — AE) = 0.

1-x -1
4 —2-

=
(1=A)(-2=X)—4=0
N+ A—6=0.

Vlastni ¢isla matice A jsou kofeny této rovnice: \; = 2, Ao = —3.

b) Najdéme vlastni vektory X = ( 5 ), které odpovidaji vlastnimu ¢islu Ay = 2.

Uréime je feSenim homogenni soustavy (A — A E)- X = ﬁ, kde A = 2, tj. <:le’ :i) . < 5 ) = < 8 >

Je to soustava dvou rovnic - —y = 0
—Ar -4y =
Druhou rovnici miZzeme vypustit, nebot je ndsobkem prvni rovnice. Soustava se tedy redukuje na jedinou
rovnici —x—y =0,
kterd mé nekoneé¢né mnoho feseni.

To je spravné, je to ”kontrolni misto” spravnosti vypoctu. Vyse uvedend soustava rovnic pro neznamé x,y
totiz ma mit nekoneéné mnoho feseni. Pokud by tomu tak nebylo, tak je ve vypoctu chyba ( ve vypoctu
vlastnich ¢isel nebo v dosazeni vlastniho ¢isla do soustavy).

Hledané vlastni vektory ziskame napft. tak, ze polozime y = p, kde p je libovolné ¢islo. Pro hodnotu x
pak plati x = —p. VSechny vlastni vektory odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay = 2 Ize tedy vyjadrit ve tvaru

-1 o . . i 14es . ,
X=p- < 1 ) , kde p je jakékoliv ¢islo rtizné od 0. Podminku p # 0 ptidavame proto, ze nulovy vektor

nemuze byt vlastnim vektorem.

Vlastni vektory odpovidajici vlastnimu ¢&islu Ao = —3 uréime stejnym postupem. Obdrzime soustavu
dvou rovnic Az —y = 0
—dz+y = 0

Druhou rovnici opét muzeme vypustit, nebot je ndsobkem prvnf rovnice. Soustava se redukuje na jedinou
rovnici
4 —y =0,

kterda ma nekoneéné mnoho teseni (”kontrolni misto”). Pfi volbé x = p pak je y = 4p. VSechny vlastni

L > , kde p je jakékoliv

vektory odpovidajici vlastnimu ¢islu Ao = —3 lze vyjadrit ve tvaru X = p - < 4

¢islo ruzné od 0.

Poznamka. Spravnost vysledku lze ovérit podle definice vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru, tj. ovéfenim
platnosti vztahu A - X = A X.
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Najdéte vlastni ¢isla matice
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Zvolte jedno z vlastnich ¢isel, sestavte soustavu rovnic pro vypocet odpovidajicich vlastnich vektoru a ty
pak urcete.

Urcete spektralni polomeér p(A) dané matice, tj. nejvétsi z absolutnich hodnot vlastnich ¢isel matice A.

Redeni: a)Sestavime charakteristickou rovnici det(4A — AE) = 0:

4—-A 0 0
-1 1-Xx =5 |=0
2 1 3—A

Determinant vypocitame rozvojem podle 1. fadku, coz vede k rovnici

1-X =5

(4_”' 1 3-A

-

(4—=N[1=XNB—-A)+5=0
(4= N[N —4x+8]=0.

Kofeny jsou \; =4, Ay 3 =2 £ 2i a to jsou vlastni ¢isla matice A.

x
b) Uréime vlastni vektory X = | y |, které odpovidaji vlastnimu ¢islu A\ = 4.
z
N 0, 0, O x 0
Ziskame je fesenim soustavy (A —AE)-X = 0,kde A=4,tj. | -1, =3, =5|-| y | =10
2, 1, -1 z 0

PiepiSeme ve tvaru soustavy rovnic, ve které 1. rovnici vypustime, nebot mé vsechny koeficinty nulové.
Ziskame tak soustavu dvou rovnic pro tii neznamé:

—r—3y—5z = 0
2z +y —z = 0

Pii¢teme-li ke druhé rovnici dvojnasobek 1. rovnice (Gaussuv algoritmus), ziskdme soustavu
—r—3y—5z = 0

—5y—11z = 0
Tato soustava ma nekone¢né mnoho feseni (”chJ)ntrolm' misto”). Jednu nezndmou lze volit, tedy napf.
z = p, kde p je libovolné ¢islo. Ze druhé rovnice uréime y = —11p/5.
Po dosazeni do 1. rovnice vypocteme = = —3y — 5z = 8p/5.
8/5
Vsechny vlastni vektory odpovidajici vlastnimu éislu A; = 4 lze vyjadiit ve tvaru X =p- [ —11/5 |,
1

8
kde p je jakékoliv &islo ruzné od 0. To lze zapsat téz v jednodussim tvaru X =p- | —11 |, kde p # 0.

5

c) Spektralni polomér p(A) = {max |)\;|; i =1,...,n} = max{4; |2 + 2i|; |2 — 2i|} = max{4; v8} = 4.
Poznamka. S pojmem spektralni polomér matice se setkime napf. v numerické matematice pii ovéfeni
podminek konvergence iteracnich metod pro priblizné feSeni soustav linedrnich rovnic.

Dalsi ilohy k samostatnému procviceni lze nalézt v doporucené literatuie, kde jsou i tlohy Fesené.
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