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Limita posloupnosti, limita funkce - přehled teorie, př́ıklady (pracovńı text)

Př́ıpadné náměty k tomuto textu sdělte laskavě F. Mrázovi (e-mail: Frantisek.Mraz@fs.cvut.cz )

Při výpočtu limity použ́ıváme pojmy, tvrzeńı (věty) a postupy, které jsou uvedeny v kapitolách III.1
a III.4 ve skriptu [1] od J. Neustupy a v řešených př́ıkladech ve Sb́ırce [2] ze seznamu literatury. Podle
nich limitu skutečně poč́ıtáme. V úvodu kapitoly III jsou uvedena pravidla pro poč́ıtáńı v množině
R∗ = R ∪ {+∞,−∞}, v tzv. roš́ı̌rené množině reálných č́ısel.

I. Při výpočtu limity posloupnosti použ́ıváme následuj́ıćı tvrzeńı.

1. Věta III.1.11 (o limitě součtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu posloupnost́ı)

2. Věta III.1.15 (o limitě sevřené posloupnosti)

3. Věta III.1.9 (o limitě vybrané posloupnosti)

Poznámka. Symbolem { výraz } jsou zapsány výrazy vzniklé při formálńım použit́ı věty o limitě
součtu, rozd́ılu, součinu či pod́ılu posloupnost́ı, resp. funkćı. ( Stručně věta o ”limitě aritm. operaćı”,
př́ıp. o ”limitě AO”). Jsou to zpravidla výrazy, jejichž hodnota neńı definována, tzv. neurčité výrazy.
Výjimkou je typ { 1/0}, o jehož hodnotě rozhodujeme podle ńıže uvedené Věty z odst. III.4.9.

Př́ıklady
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Popis jednotlivých krok̊u:

1) Úprava výraz̊u

2) Podle věty o limitě ”aritm. operaćı”by vyšel neurčitý výraz, proto v čitateli vytkneme nejvyšš́ı
mocninu, tj. n2. Podobně ve jmenovateli vytkneme nejvyšš́ı mocninu n.

3) Krát́ıme n.

4) Věta o limitě AO vede k definovanému výrazu, který uprav́ıme podle pravidel pro poč́ıtáńı se
symboly +∞,−∞.
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1) Podle věty o limitě rozd́ılu by vyšel neurčitý výraz, proto větu nelze použ́ıt. Danou funkci tvaru
A−B uprav́ıme násobeńım A + B na tvar A2 −B2, abychom odstranili odmocniny. Výrazem A + B
však muśıme též dělit, abychom zachovali rovnost.

2) Úpravy výrazu v čitateli

3) Věta o ”limitě AO”vede k výrazu 4/ +∞, jehož hodnota 0 je hledanou limitou.
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Popis jednotlivých krok̊u:

1) Postupujeme stejně jako v 1. kroku předchoźıho př́ıkladu.

2) Úpravy výrazu v čitateli

3) Podle věty o ”limitě AO”vycháźı neurčitý výraz. Proto ve jmenovateli vytkneme nejvyšš́ı mocninu,
tj. n.

4) Krát́ıme n.

5) Věta o ”limitě AO”vede k hodnotě −1/2, která je hledanou limitou.

II. Při výpočtu limity funkce použ́ıváme následuj́ıćı tvrzeńı.

1. Je-li funkce f spojitá v bodě x0, pak je lim
x→x0

f(x) = f(x0).

2. Věta III.4.6 (o limitě součtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu funkćı)

Pokud výraz napravo (tj. součet limit,...) nemá smysl, pak větu nelze použ́ıt. V těchto př́ıpadech
postupujeme takto:

2.1. Jedná-li se o typ ”1/0”, pak použijeme Větu z odst. III.4.9:

Je-li lim
x→x0

f(x) = 0 a f(x) > 0 v nějakém prstencovém okoĺı P (x0), pak plat́ı: lim
x→x0

1

f(x)
= +∞.

Je-li f(x) < 0 v P (x0), pak je lim
x→x0

1

f(x)
= −∞.

2.2. Jedná-li se o neurčité výrazy typu ”0/0”nebo ”∞/∞”, pak lze použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo,

tj. Větu III.6.16.: Předpokládejme, že c ∈ R∗ a že limity lim
x→c

f(x) a lim
x→c

g(x) jsou bud’ obě nulové

nebo obě nekonečné. Pak plat́ı lim
x→c

f(x)

g(x)
= lim
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f ′(x)

g′(x)
, pokud limita vpravo existuje.

2.3. Jedná-li se o neurčitý výraz typu ”0 · ∞”, pak danou funkci bud’ převedeme na pod́ıl a pak
zkuśıme l’Hospitalovo pravidlo nebo provedeme nějakou jinou úpravu.

2.4. Jedná-li se o neurčitý výraz typu ”∞−∞”, pak zkuśıme danou funkci upravit.

3. Jedná-li se o složenou funkci f(g(x)), pak použijeme tomu odpov́ıdaj́ıćı tvrzeńı, které je zo-
becněńım vět III.4.32 a III.4.34.

Věta (o limitě složené funkce)

Necht’ lim
x→x0

g(x) = a, kde g(x) 6= a v nějakém prstencovém okoĺı P (x0). Necht’ lim
y→a

f(y) = L.

Pak plat́ı: lim
x→x0

f(g(x)) = L.

Př́ıklady
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Popis jednotlivých krok̊u:

1) Podle věty o ”limitě AO”by vyšel neurčitý výraz ”0/0”. To však znamená, že lze použ́ıt l’Hospitalovo
pravidlo. Při derivováńı nezapomeňte na složené funkce e2x, sin 3x.

2) Podle věty o ”limitě AO”źıskáme definovaný výraz, který uprav́ıme.
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B4. Je dána funkce f(x) =
x2 + 3x + 9

x
. Určete limitu pro x→ 0+ a limitu pro x→ +∞.
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Popis jednotlivých krok̊u: 1) Podle věty o ”limitě AO”by vyšel nedefinovaný výraz ”9/0”.
2) Funkce ve jmenovateli, zde to je g(x) = x, nabývá pro x→ 0+ hodnot kladných. Podle Věty III.4.9
je tedy výsledná limita +∞.
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Popis jednotlivých krok̊u:
1) Podle věty o ”limitě AO”by vyšel neurčitý výraz ”+∞/ +∞”. To však znamená, že lze použ́ıt
l’Hospitalovo pravidlo.
2) Věta o ”limitě AO”vede k hodnotě+∞.
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Popis jednotlivých krok̊u:
1) Podle věty o ”limitě AO”by vyšel neurčitý výraz ”0/0”. Lze tedy použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo.
2) Podruhé by vyšel neurčitý výraz ”0/0”, znovu lze použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo.
3) Věta o ”limitě AO”vede k definované hodnotě = −9/2.

A3. Je dána funkce f(x) = ex−x
2
. Určete definičńı obor a limity v jeho krajńıch bodech.

Def. obor D(f) = (−∞,+∞), budeme tedy poč́ıtat limitu pro x → −∞ a limitu pro x → +∞.
Postupujeme podle věty o limitě složené funkce.

a) lim
x→+∞

ex−x
2

= 0, nebot’:

1. Limita vnitřńı funkce lim
x→+∞

(x−x2) = 1) {+∞−(+∞)} = lim
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(
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x
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2. Limita vněǰśı funkce lim
y→−∞

ey = 0 3)

3. Podle věty o limitě složené funkce je tedy lim
x→+∞

ex−x
2

= 0

Popis jednotlivých krok̊u:
1) Podle věty o limitě rozd́ılu by vyšel neurčitý výraz, proto větu nelze použ́ıt. Danou funkci uprav́ıme
vytknut́ım nejvyšš́ı mocniny.
2) Věta o ”limitě AO”vede k hodnotě −∞.
3) Znalost základńıch vlastnost́ı exponenciálńı funkce.

b) Podobně vypoč́ıtáme, že stejný výsledek má limita v levém krajńım bodě, tj. lim
x→−∞

ex−x
2

= 0.

Výpočet limity vnitřńı funkce je v tomto př́ıpadě kratš́ı, nebot’ věta o limitě rozd́ılu vede k defino-
vanému výrazu i bez úpravy: lim

x→−∞
(x− x2) = {−∞− (+∞)} = −∞.

Daľśı úlohy k samostatnému procvičeńı lze nalézt v doporučené literatuře, kde jsou i úlohy řešené.
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