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Limita posloupnosti, limita funkce ( pfehled, pracovni text)

Pifpadné ndméty k tomuto textu sdélte laskavé F. Mrazovi (e-mail: Frantisek.Mraz@Qfs.cvut.cz )

Pfi vypoctu limity pouzivdme pojmy, tvrzeni (véty) a postupy, které jsou uvedeny v kapitoldch III.1
a I11.4 ve skriptu [1] od J. Neustupy a v feSenych piikladech ve Sbirce [2] ze seznamu literatury. Podle
nich limitu skuteé¢né poc¢itame. V tvodu kapitoly III jsou uvedena pravidla pro poc¢itani v mnoziné
R* = RU {+00, —00}, v tzv. rosifené mnoziné realnych ¢isel.
I. P#i vypoctu limity posloupnosti pouzivame nasledujici tvrzeni.
1. Véta II1.1.11 (o limité sou¢tu, rozdilu, sou¢inu a podilu posloupnosti)
2. Véta I11.1.15 (o limité seviené posloupnosti)
3. Véta II1.1.9 (o limité vybrané posloupnosti)

Poznamka. Symbolem { vyraz } jsou zapsany vyrazy vzniklé pii formdlnim pouziti véty o limité
souctu, rozdilu, sou¢inu ¢i podilu posloupnosti, resp. funkei. ( Struéné véta o ”limité aritm. operaci”,
piip. o ”limité A.O.”). Jsou to zpravidla vyrazy, jejichz hodnota neni definovéna, tzv. neurcité vyrazy.
Vyjimkou je typ { 1/0}, o jehoz hodnoté rozhodujeme podle nize uvedené Véty z odst. I111.4.9.

Piiklady

. (2n+1D)B-2n) | . —4n’+4n+3 , [- . n?(—4+4/n+3/n?)
(BL] lm o (2n — 1) ntoo  4n—1 ) ntco  n(d—1/n)

~ % lim n(—4+4/n+3/n?) n +oo(—4+0) —00
T nSteo 4—1/n B 4-0

Popis jednotlivych kroku:

1) Uprava vyrazil

2) Podle véty o limité ”aritm. operaci”by vysel neurcity vyraz, proto v ¢itateli vytkneme nejvyssi
mocninu, tj. n?2. Podobné ve jmenovateli vytkneme nejvyssi mocninu n.

3) Kratime n.

4) Véta o limité A.O. vede k definovanému vyrazu, ktery upravime podle pravidel pro pocitani se
symboly +o00, —o0.
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1Y Podle véty o limité rozdilu by vysel neuréity vyraz, proto vétu nelze pouzit. Danou funkci tvaru
A — B upravime ndsobenim A 4 B na tvar A?> — B2, abychom odstranili odmocniny. Vyrazem A + B
v8ak musime téz délit, abychom zachovali rovnost.

2) Upravy vyrazu v ¢itateli

3) Véta o "limité A.O.”vede k vyrazu 4/ + oo, jehoz hodnota 0 je hledanou limitou.
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Popis jednotlivych kroku:
1) Postupujeme stejné jako v 1 kroku piedchoziho pifkladu.
2) Upravy vyrazu v Citateli

3) Podle véty o ”limité aritm. op.”by vysel neuréity vyraz. Proto ve jmenovateli vytkneme nejvyssi
mocninu, tj. n.

4) Krétime n.

®) Véta o "limité A.O.”vede k definované hodnoté, ktera je hledanou limitou.

II. Pfi vypoétu limity funkce pouzivame nasledujici tvrzeni.

1. Je-li funkce f spojitd v bodé xg, pak je li_>m f(x) = f(x0).
T—x0

2. Véta I11.4.6 (o limité souctu, rozdilu, sou¢inu a podilu funkef)

Pokud vyraz napravo (tj. soucet limit,...) neméd smysl, pak vétu nelze pouzit. V téchto ptipadech
postupujeme takto:

2.1. Jedna-li se o typ ”1/0”, pak pouzijeme Vétu z odst. 111.4.9:

1
Je-li lim f(z) =0a f(z) > 0 v néjakém prstencovém okoli P(xy), pak plati: lim —— = +o0.
T—xQ T—XTo f(l’)

1
Je-li f(z) <0v P(xp), pak je lim —— = —

T—T0 (QC)
2.2. Jedné-li se o neurcité vyrazy typu ”0/0”nebo oo /00”, pak lze pouzit ’'Hospitalovo pravidlo,

tj. Vétu II1.6.16.: Piedpoklddejme, ze ¢ € R* a ze limity ligl f(x) a ligl g(x) jsou bud obé nulové

fl) . f(@)

nebo obé nekoneéné. Pak plati lim ——= = lim , pokud limita vpravo existuje.
z—c g(x) z—c g'(x)

2.3. Jedné-li se o neurcity vyraz typu 0 - 0o”, pak danou funkci bud’ pievedeme na podil a pak
zkusime 1’Hospitalovo pravidlo nebo provedeme néjakou jinou dpravu.

2.4. Jedna-li se o neurcity vyraz typu ”oco — 0o”, pak zkusime danou funkci upravit.

3. Jedné-li se o slozenou funkci f(g(z)), pak pouzijeme tomu odpovidajici tvrzeni, které je zo-
becnénim vét 111.4.32 a 111.4.34.

Véta (o limité slozené funkce)
Necht lim g(z) = a, kde g(x) # a v néjakém prstencovém okoli P(zg). Necht lim f(y) = L.
T—T0 y—a
Pak plati: lim f(g(z)) = L.
Tr—x0
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Popis jednotlivych kroku:

1Y Podle véty o "limité A.O.” by vysel neurcity vyraz ”0/0”. To viak znamen4, Ze lze pouzit I’Hospitalovo
pravidlo. Pfi derivovani nezapomeiite na slozené funkce e>?, sin 3z.

2) Podle véty o "limité A.O.”ziskdme definovany vyraz, ktery upravime.
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Popis jednotlivych kroki: 1) Podle véty o ”limité A.O.”by vysel nedefinovany vyraz ”9/0”.

2) Funkce ve jmenovateli, zde to je g(x) = , nabyvd pro z — 04 hodnot kladnych. Podle Véty I11.4.9
je tedy vysledna limita +oo.
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Popis jednotlivych kroku:

1Y Podle véty o "limité A.O.”by vysel neuréity vyraz "+oo/ + co”. To viak znamend, Ze lze pouzit
I"Hospitalovo pravidlo.

2) Véta o "limité A.O.”vede k definované hodnoté, kterd je hledanou limitou.
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Popis jednotlivych kroku:

1Y Podle véty o "limité A.O.” by vysel neurcity vyraz ”0/0”. To viak znamena, Ze lze pouzit I'Hospitalovo
pravidlo.
2) Podruhé by vysel neurcity vyraz ”70/0”, znovu tedy lze pouzit I'Hospitalovo pravidlo.

3) Véta o "limité A.O.”vede k definované hodnoté, kterd je hledanou limitou.

Je ddna funkce f(x) = ™" Urcete definicn{ obor a limity v jeho krajnich bodech.

Def. obor D(f) = (—o00,+00), budeme tedy pocitat limitu pro x — —oo a limitu pro z — +o0.
Postupujeme podle véty o limité slozené funkce.

. 2
a) lim e"* =0, nebot:
T——+00

1
1. Limita vnitinf funkce lim (z—2%) = 1) {+00—(4+00)} = lim z?(=—1)= 2) +o00-(0—1) = —cc.

Tr——+00 Tr—+00 €T

2. Limita vnéjsf funkce lim e¥ =0 3)
Y——00

3. Podle véty o limité slozené funkce je tedy lirJlrrl e =0
T—>+00

Popis jednotlivych krokiu:

1Y Podle véty o limité rozdilu by vysel neurcity vyraz, proto vétu nelze pouzit. Danou funkci upravime
vytknutim nejvyssi mocniny.

2) Véta o "limité A.O.”vede k hodnoté —oo.

3) Znalost zékladnich vlastnosti funkce logaritmické.
b) Podobné vypocitdme, ze stejny vysledek ma limita v levém krajnim bodé, tj. lim " = 0,
T——00
Vypocet limity vnitini funkce je v tomto piipadé kratsi, nebot véta o limité rozdilu vede k defino-
vanému vyrazu i bez tpravy: lim (z —z%) = {—oco — (+00)} = —cc.
Tr——00

Dalsi ilohy k samostatnému procviceni lze nalézt v doporucené literatuie, kde jsou i tlohy Fesené.
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