2.4.1 Regresni zavislost

V' matematice vyjadiujeme zavislost hodnot jedné proménné na hodnotach
druhé proménné funkénim vztahem. V praktickych ilohach je vsak situ-
ace slozitéjsi. PTi méreni hodnot sledované veli¢iny, pri jejiz realizaci pusobi
rada dalsich (nahodnych) vlivi, dostavame soubor namérenych hodnot, které
vykazuji casto jisté odchylky proti hodnotam, které bychom oéekavali z te-
oretického rozboru sledovaného jevu nebo z jakési ocekavané pravidelnosti.

Priklad 2.4.1 Pri soustruzeni vznikd v misté obrabéni na ndstroji teplota,
zavisld na rychlosti posuvu ndstroje. Mezi teplotou 0 mérenou ve stupnich
Celsia a rychlosti posuvu v v metrech za minutu byl odvozen teoreticky vztah
0 = av”®, kde a a 3 jsou konstanty, zdvisejici na dalsich podminkdch experi-
mentu. Hodnoty, které byly naméreny pri laboratornim méreni, vSak tomuto
vztahu odpovidaji jen velmi priblizné, jak lze vidét z grafu.



Predpokladejme, ze sledovanou nahodnou veliéinu Y lze vyjadrit jako
funkci (zpravidla nenahodnych) veliéin Xy, ..., X, a nahodné odchylky € jako

Y = f(X1,..., X 01,....0,) + €.

Funkce f se nazyva regresni funkce a 64,...,60; nazyvame parametry
regrese. O nahodné veliciné ¢, ktera se ¢asto nazyva nepravem ,,chybou®,
predpokladame, ze ma symetrické rozdéleni se stfedni hodnotou 0 a roz-
ptylem ¢2. Obvykly je predpoklad normélniho rozdéleni N(0,0?). Uvedeny
vztah se nazyva regresni model. Podle druhu zavislosti regresni funkce
na neznamych parametrech 6, ...,60, potom hovoiime bud o linedrnim re-
gresnim modelu nebo o nelinedrnim regresnim modelu. Nadale se budeme
zabyvat pouze linearnim modelelm.

Stredni hodnota E(Y) je potom funkei hodnot velicin Xy,..., X, a ne-
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znamych parametrua 64,. .., f,. Tuto vlastnost vyjadiime vztahem
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E(Y)=f(z1,...,2:01,...,0,),

b

kde zq,....z, jsou namérené hodnoty wveli¢cin X;,..., X, a #,....0, jsou

J

parametry.



Nahodné veli¢iné Y se rika vysvétlovana proménna, velicinam X, ...,
X, budeme fikat vysvétlujici proménné. Podle tvaru regresni funkce bu-
deme mluvit o primkové, exponencialni, kvadratické, polynomické
a jinych regresich. V pripadé primkové regrese rozliSujeme podle poctu
vysvétlujicich proménnych tzv. jednoduchou regresi s jednou vysvétlujici

proménnou a vicenasobnou regresi s vice vysvétlujicimi proménnymi.

V zasadé zde mame dva problémy: uréit tvar (typ) regresni funkce a Pri
vysetfovani regresni zavislosti je regresni funkce zpravidla znama (vyplyva
z teoretickych vztahi) nebo se jeji tvar odhaduje (opticky, naptiklad podle
X-Y grafu rozptylenosti). Proto se v dalsim textu omezime na ilohu od-
hadu regresnich parametru predpokladané regresni funkce. K tomu nejcastéji
pouzivame tzv. metodu nejmensich étverciu. Tato metoda spoc¢iva v pro-

vedeni n nezavislych méfeni hodnot velicin Y, X, ..., X; a v nalezeni hodnot
0,....0,, pri nichz funkce
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nabyva svého minima. Vektory y;,z; ,...,z, oznaéuji i-té pozorovani vek-
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Nejsme-li si jisti a rozhodujeme-li se mezi nékolika modely, potom zpravi-
dla volime ten, v némz je hodnota funkce S(0y,. .. ,0;) — takzvany rezidualni
soucet ctvercu — nejmensi.

V priipadé linearni regresni funkce f(z,a, ) = a + Sz budeme minima-
lizovat funkci S(a, 3) = >, (y; — a — Bz;)?. Nutnou podminkou pro extrém
funkce dvou proménnych je nulovost obou parcialnich derivaci
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jejimz resenim dostaneme bodové odhady a a b parametri a a 3

> e (i —T)?
RS> O VR
(@ —T)
kdeT = = Zt_l T, Y = Zz—l y;. Podminku postacujici neni tfeba vysSetfovat,
nebot funkce S (a, 3) Je ryze konvexni.




2.4.2 Jednoducha primkova regrese

Velmi ¢astym piipadem regresni zavislosti je primkova regrese. Predpokla-
dejme regresni vztah ¥ = a + X + ¢, kde X je nahodna veli¢ina a € je
nidhodna veli¢ina s normdlnim rozdélenim N(0,07).

Bodové odhady a a b parametri a a 3 ziskdme metodou nejmensich
¢tvercu ve tvaru uvedeném v piikladé VIII.1.6. Namétrené hodnoty vy, ..., 9y,
lze povazovat za hodnoty realizaci nezavislych nahodnych veliéin Y;,...,Y,
s normalnim rozdélenim N (a + bz;,0?). Z tohoto hlediska jsou bodové od-
hady a a b odhadovymi statistikami, a tedy nahodnymi veli¢inami. Hodnoty
e; = y; —a—bx;,i = 1,...,n se nazyvajl rezidua a lze je povazovat za
odhady hodnot chyboveho élenu e. Cislo y; = a + bx; je odhadem hodnoty
nahodné veli¢iny Y.

Oznaéme Sp = S(a, b) takzvany rezidualni soucet ¢tverciu

Sk = zn:e? - Xn:yi_a_bxiQ = zn:y? —aiyi —bzn:flfiyi-
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Bodovy odhad s? rozptylu o2 chybového élenu € je potom ddn vztahem
§* = (5_2) a nazyva se rezidualni rozptyl.



Pomoci s? 1ze vyjadrit odhady rozptylu obou regresnich parametru
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Statistiky T, = (a 2 o Ty =P _ﬂ ) maji Studentovo t-rozdéleni o (n — 2)
stupnich volnosti. Intervalove odhady pro parametry a a (3 jsou potom dany
nerovnostmi

b— Sitn-a(1—2) < B < b+ Sytaa(1— 2)

kde (1—7y) je koeficient spolehlivosti a t,,_5(1—7%) je (1—3)-kvantil ¢-rozdéleni
o (n — 2) stupnich volnosti.



\Y nékter)'fch pripadech nas zajima, zda hodnota nékterého z parametru
se l1si vyznamné od nulové hodnoty nebo ne a zda jej lze tudiz v re-
gresni funkeci vynechat. Oboustranné testy nulovosti regresnich koeficientu lze
zaolo.Zit na odhaflovych statist.iké,ch 1, = 5 resp. T, = S% a Jim odpovidajicim
kritickym oborum tak, Ze pr1 splnéni nerovnosti

Y

Ta| = ta-s(1 = 3), resp. |Th| = taa(1— ),

zamitneme hypotézu o nulovosti parametru a, resp. 3, na hladiné vyznamnosti
7.

Regresnim modelem se snazime vysvétlit zmény - variabilitu - vysvétlované
veliciny Y pomoci zmén vysvétlujici veliciny X. Podil ¢asti variability Y
vysvétlené modelem ku celkové variabilité Y, zpravidla vyjadreny v procen-
tech, se nazyva koeficient determinace R? a je dan vztahy

2 = i@+ bei —F)" (1— e )
> i1y —7)? > i1 (Ui — 7 )’

kde Sk je rezidualni soucet ¢tvercu.




K 1plné regresni analyze patrii analyza rezidui. Predevsim by mély vy-
hovovat predpokladu normality, za kterého byly vSechny predchozi vysledky
odvozeny. Pokud tomu tak neni, nelze vysledky povazovat za duvéryhodné.
K ovéreni shody hodnot rezidui s normalnim rozdélenim lze pouzit néktery
z testu, uvedenych v odstavci VII.3, nebo pravdépodobnostni papir, ktery
je popsan v kapitole X. Z analyzy rezidui lze detekovat 1 takzvana odlehla
pozorovani. To znamena ty hodnoty, které byly chybné nameéreny nebo in-
dikuji nesrovnalosti v modelu, a jimzZ je treba vénovat zvlastni pozornost.

Ke zjistovani téchto hodnot lze pouzit napiiklad krabicové gragy, popsané
v kapitole X.



Model linearni regrese lze pouzit 1 v nékterych pripadech, kdy zavislost
mez1 velicinami X a Y neni linearni. Jsou to pripady, kdy lze provést tak-
zvanou linearizaci modelu. Vhodnou transformaci prevedeme nelinearni
zavislost na linearni a pouZzijeme linearni regresni model. Pritom vsak musime
byt velmi opatrni, nebot vse, co bylo odvozeno pro linedrni regresni model
za predpokladu normality chybového ¢lenu e plati pouze pro ”linearizovany
model”, nikoli pro model puvodni, a to opét za predpokladu, Ze nahodna
veli¢ina, odpovidajici transformovanému chybovému ¢lenu v linearizovaném
modelu, ma normalni rozdéleni.

Priklad 2.4.2 Zdvislost mezi teplotou 6 a rychlosti posuvu v v prikladu
2.4.1. lze povazovat za regresni zdvislost ve tvaru @ = a.v®.€, kde o a 3 jsou
regresni koeficienty a € je nahodnd veli¢ina se stredni hodnotou 1. Provedeme-
li transformaci ¥ = [nf, X = Ilnv,a = Ina,e = Ilneab = (3, dostaneme
Y =a+ bX + e, tedy linearni vztah.

Podobné jako v predchozim prikladu Ize linearizovat 1 jiné modely, napr.

logaritmicky, tj. ¥ = In(a + 3.X), reciproky ¥ = — +}3_ + a dalsi.




Linearni regresi rozumime regresni model s regresni
funkci, ktera je linearni kombinaci parametri modelu,

Yi=zah+---+zZixfx+e, i1=1,...,n,

tj. zapsano maticove
T =2ADrp
kde
Y, B3 s E1
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jsou vektor vysvétlovanych pozorovani, regresni matice,
vektor parametru a chybovy vektors ke = 0.



jsou vektor vysvétlovanych pozorovani, regresni matice,
vektor parametru a chybovy vektors s e = 0.

Predpokladame, Ze podet parametru je mensi nez podet
pozorovani, k < n,aze hodnost matice X je £ (tj. X ma
linearné nezavislé sloupce — nezavadime nadbyte¢né
vysvetlujici promeénne).

Pokud néktery sloupec matice X tvori jednotkovy vektor,
hovoiime o modelu s absolutnim ¢lenem (jimz je
prisludna slozka vektoru 3).



Odhadem parametrl regresniho modelu

Y, == f(;l'-,'l,. ..,J?,'f;ﬂl,...,ﬂk) +€&,8=1,...,1,
metodou nejmensich ¢tvercii nazyvame ty hodnoty
b= (b,...,bx) parametri 8 = (3,..., ), které

mlmmahzuy soucet ¢tverci

S(ﬂla "o 9.3‘:) e Z(}'ﬂ 7 (mi-le v e 9£il;.519 ey ﬁk))z'
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Za predpokladu hladkosti S je tento odhad reSenim

soustavy normélnich rovnic JS/03; = 0,i = 1,... k.

HOdﬂO(Yi; = f(;lf,'l,...,:r,'t;bl,...,bk),f — W %
oznaéujeme jako vyrovnané hodnoty pozorovani Y,

izl?‘..,.n.



Rezidualnim soucétem ¢étvercit S, rozumime minimalini
hodnotu soultu ¢tvercl S pii odhadovani parametru
regresniho modelu pomoci metody nejmensich ¢tvercd,

Se o (Y 55 ?)'(Y 25 i})~

kdeYaY jsou pozorovaneé, resp. vyrovnane hodnoty
zavisle promeénne Y.

S. udava modelem nevysvétlenou ¢ast z puvodniho
celkového souctu étvercii

St — (Y —T)’(Y o T),
kde Y je aritmeticky primér slozek Y.



V modelu linearni regrese Y = X 3 + e ma odhad
parametrud 3 metodou nejmensich étvercu tvar

b=(X'X)"'XY
a rezidualni soucet Ctvercu je
S.=(Y - Xb)(Y -Xb)=Y'Y - X'Y.

Jsou-li slozky vektoru chyb e nekorelované a se stejnym
rozptylemo?,tj. Ee = 0, vare = 0?1, je

S. . s
— 7 ]
n—-—k

tedyba s? = S./(n — k) jsou nestrannymi odhady 3 a
a*. Qdhad b je dokonce nejlepsi mezi linearnimi (ve
slozkach vektoru Y') nestrannymi odhady 3.

Eb=8, varb=o%X'X)"!, E



Koeficientem determinace rozumime veli¢inu

S
RE=1-—,
S

kde S, je rezidualni a S; celkovy soulet Etvercd.

V modelu linearni regrese s absolutnim ¢lenem lezi
hodnota R* v intervalu (0, 1) a udava, jaky podil rozptylu
v pozorovani zavislé proménné se podarilo regresi
vysvétlit (vétsi hodnoty znamenayji vétsi uspésnost
regrese).



Piedpokladejme, Ze v modelu linearni regrese ma
chybovy vektor (e, .. ., e, ) normalni rozdéleni
N.[D o°I)
V modelu s absolutnim ¢lenem 3y, kde 35, ..., Gk jsou
ostatni parametry, Ize pro test hypotézy
Ho: Bo=:+=8 =0

proti

H,: 6]' = Opronékteré] = 2. ...,k
pouZit statistiku

R n—k
l1-R2k-1"

kde R? je koeficient determinace. Hypotézu Hy
zamitneme na hladiné vyznamnosti a, kdyz

> Fl—a(k — BT — k)~

kde I, _,(k — 1,n — k) je (1 — a)-kvantil rozdéleni
Fi. 1 no1 (COZje rozdéleni statistiky /' za platnosti Hy).
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