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1.tyden (20.09.-24.09. ) Data, typy dat, variabilita, frekvencni analyza (histogramy, Cetnosti absolutni, relativni, prosté, kumulativni),
zakladni statistické charakteristiky (prameér, vybér.rozptyl, minimum, maximum, median, kvartily, boxplot), seSikmenna rozdéleni
(vzajemna poloha medianu a stfedni hodnoty), chvosty, kvantily

2. tyden (27.09.-01.10.) Princip statistické indukce, vybér, vlastnosti vybéru, experiment. Nahodna veli¢ina, rozdéleni
pravdépodobnosti a jeho souvislost s histogramem. Pravdépodobnost, pravidla pro pocitani s pravdepodobnosti, podminéna
pravdepodobnost, zavislost nahodnych veliCin.

3.tyden (04.10.-08.10.) Vyuziti zavislosti pfi stanoveni pravdépodobnosti - véta o Uplné pravdépodobnosti a Bayesova véta

4 tyden (11.10.-15.10.) Rozdéleni chyb méfeni - normalni rozdéleni a pocitani s nim. Odhady parametri normainiho rozdéleni.
Intervaly spolehlivosti pro normalni data. Jednovybérove testy o stredni hodnote

5.tyden (18.10.-24.10.) Vybérovy pomeér jako odhad pravdépodobnosti sledovaného jevu. Alternativni rozdéleni, binomické
rozdéleni. Intervalovy odhad vybérového poméru. Vybéry s vracenim a bez vraceni (binomické a hypergeometrické rozdéleni)

6.tyden (25.10.-29.10.) odpada

7.tyden (01.11.-05.11.) Poruchy v Case (Poissonlv proces). Poissonovo rozdéleni, exponencialni rozdéleni, jeho vyhody a nevyhody,
modelovani doby do poruchy pomoci Weibullova rozdéleni, lognormalniho rozdéleni, pfipadné useknuté normalni rozdéleni.

8.tyden (08.11.-12.11.) Testy dobré shody, Q-Q graf (pouze vysvétleni), testy normality. Nekteré neparametrickeé testy
9.tyden (15.11.-19.11.) Dvé nahodné veli€iny - srovnani dvou vybérl (dvouvybérove testy)

10. tyden (22.11.-26.11.) Dvé nahodné veliCiny. Dvourozmérné Cetnosti jako odhad dvourozmérného rozdéleni, frekvencni tabulka.
Marginalni rozdeleni (vSe pouze diskrétné s tabulkou)

11. tyden (29.11.-03.12.) Zavislost nahodnych velicin, miry zavislosti (kovariance, korelace), test vyznamnosti korelacniho koeficientu

12. tyden (06.12.-10.12.) Regrese, linearni regresni model (pfimkova, kvadraticka, polynomicka regrese), analyza rezidui, pasy
spolehlivosti

13. tyden (13.12.-17.12.) Vice vybéru, jednoduché tridéni, ANOVA.
14. tyden (20.12.-22.12.) Rezerva, opakovani, testy normality (nahrada za 28.10.)



Pravdepodobnostni modely

1) Diskrétni:

 Rovnhomerny Q=4{1,2,...,N}
o Alternativni (2 =10,1}
e Binomicky Q=1{0,1,...,n}
* Hypergeometricky Q = {max(0,n+ M — N),...,min(n, M)}
« Geometricky 0 =40,1,2,...}
e Poissonlv Q=40,1,2,...}
2) Spojité:
 Rovhomerny Q = (a,b)
* Normalni () = (—00,00)
« Exponencialni Q = (0, 00)
o Weibullav

» Logaritmicko-normalni



Testy dobreé shody

|/
Jaka je shoda pozorovaného experimentu s teoretickym
modelem?



Testy dobreé shody

Co mame k dispozici?

1) Pozorovani vysledku experimentu (mereni) = data

Histogram of x




Testy dobreé shody

Co mame k dispozici?

1) Pozorovani vysledku experimentu (mereni) = data

2) Predstavu o hypotetickém (teoretickem) rozdeleni
pozorovane veliciny

Histogram of x

0.8




Testy dobreé shody

Co s tim?

1) Histogram - poskytuje predbéznou predstavu
o tvaru hustoty
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Lze pouzit napfiklad Sturgessovo pravidlo pro volbu poctu tfid: £ =1 + 3 log, (k)



Testy dobreé shody
Co s tim?

2) Empiricka distribucni funkce - poskytuje predbéznou
predstavu o tvaru distribucni funkce
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Testy dobreé shody

Co s tim?

3) Informaci o rozdeleni nam poskytuji i vyberove
momenty:

n
1. vybérovy moment = aritmeticky pramér: ..................... X — 1 Z X,
(bodovy odhad stfedni hodnoty) n =

n
2. vyberovy centralni moment = vyberovy rozptyl .......... Mo = l Z(X" — X )2
e
1 n
3. vyb&rovy centralni MOmeNt ........covveevveeveeeeeeeeeeeeneennn. ms = — Z(X" — X)°
(bodovy odhad ma L —
koeficientu Sikmosti:  Skew = =
mo n
e . 1 S\ 4
4. vybérovy centralni moment ...........ccooeveeveeiiiecivieineennnn. my = — Z(XZ — X)
(bodovy odhad ma n-—



Testy dobreé shody

Co dal?

1) Graficka analyza

*histogram, boxplot, empiricka distribucni funkce

*pravdepodobnostni papir
osa X: linearni
osa Y: transformované
“pravdepodobnostni”
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Testy dobreé shody

Co dal?

1) Graficka analyza
*histogram, boxplot, empiricka distribucni funkce
*pravdepodobnostni papir
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Testy dobreé shody

Co dal?

1) Graficka analyza
*histogram, boxplot, empiricka distribucni funkce

*pravdepodobnostni papir

osa X: linearni Il ;
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Testy dobreé shody

Co dal?

1) Graficka analyza
*histogram, boxplot, empiricka distribucni funkce

Weibull Probability Plot
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Testy dobreé shody

Co dal?

1) Graficka analyza

*Q-Q graf
osa X: mereni
osa Vy: kvantily
hypotetické d.f

Y Quantiles
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Testy dobreé shody

Co dal? :

1) Graficka analyza

*Q-Q graf
osa X: mereni
osa Vy: kvantily

hypoteticke d.f. | [
o4+ + M
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Pomoci grafické analyzy muzeme metodou srovnani se
standardnimi modely pouze odhadnout typ rozdeleni



Testy dobreé shody

Co dal?

2) Kvantitativni testy hypotézy o daném typu rozdeleni

nulova hypotéza . Hy: F(x)= Fy(x)
alternativni hypotéza: Hjy: F(x) # Fo(x)
testova statistka : T'(X,Xo,...,X,)

hladina vyznamnosti: «

chyba 1. druhu: zamitneme hypotézu, ktera plati

chyba 2. druhu: nezamitneme hypotézu, ktera neplati
hladina vyznamnosti testu: pravdepodobnost chyby 1. druhu
sila testu: pravdepodobnost zamitnuti hypotézy, kdyz neplati

p-hodnota: nejmensi hladina vyznamnosti, pfi které bychom
jeste zamitli nulovou hypotézu.




Testy dobreé shody

Co dal?
2) Kvantitativni testy hypotézy o daném typu rozdeleni

Chi-kvadrat test dobrée shody

Kolmogorov-Smirnovuv test

Testy normality (Shapiro-Wilkav test, testy na zakladée
Ssikmosti a spicatosti, Lilieforsuv, Anderson-Darlinguv
test)

Kvantitativni statistické testy nam poskytnou
objektivni miru shody dat s teoretickym modelem



Chi-kvadrat test dobre shody

Test srovnhava empirické a teoretické cetnosti pri
zadaném tridenit:
1) provedeme roztrideni namerenych hodnot do £ trid

i) napocitame empirické cetnosti ni, no, ..., nk

i) napocitame pravdepodobnosti trid p1, pa, ..., pr PfFi
hypotetickém rozdeleni (kde p;= F(xj+1)- F(x)) )

IV) napocitame teoretické cetnosti npi, npa, ..., npk

v) pokud pro vsechna j=1,2, ...,k plati np;>5, spocCi-
tame hodnotu testové statistiky
k

2
N; — NP,
oy (u =)

npj

7—1

vi) neplati-li podminka v bode (v), provedeme upravu
tfidnich intervalt (nemuseji byt stejné velké)



Chi-kvadrat test dobre shody

Test srovnhava empirické a teoretické cetnosti pri
zadaném trideni pomoci testove statistiky

 (n; —np))°
1

vii) zname-li parametry hypotetickénho rozdeleni predem, bude mit
testova statistika rozdéleni y*(k — 1) a nulovou hypotézu za-
mitneme, pokud bude y? > y?_ _ (k—1),kde xi__(k—1) je
(1 — «)-kvantil chi-kvadrat rozdéleni o (k-1) stupnich volnosti.

viil) pokud neznamé parametry hypotetického rozdeleni odhadujeme
Zz namerenych dat, bude mit testova statistika chi-kvadrat rozdeleni
0 (k-r-1) stupnich volnosti, kde r je poCet odhadovanych parametru.
Nulovou hypotézu v tomto pripade zamitneme, pokud bude

X° > Xi_a(k—r—1)



Kolmogorov-Smirnovuv test dobré shody

Test srovnava empirickou a teoretickou distribucni
funkci pomoci maximalniho rozdilu hodnot.

1) seradime n nameéerenych hodnot podle velikosti od nejmensi do
nejvetsi
) pro kazdou hodnotu x; spocteme rozdily

2 1 — 1
Folzay) =~ [Folee) — —|

iii) nejvetsi z techto rozdilu je hodnota testové statistiky D(n)

iv) pokud je hypotetické rozdeleni znamé vCetné parametru,
pouzijeme krok (v). Jinak musie pouzit nekterou z modifikaci
K-S testu (Liliefors, Anderson-Darling)

V) pro mala » tuto hodnotu porovname s tabulkovou kritickou
hodnotou d;_,(n) pro K-S-test. Pro velka n mizeme pouzit
aproximaci di_.(n) = /(1/2n)In(2/a)

Pokud je D(n) > di;_.(n) , nulovou hypotézu zamitame.




Kolmogorov-Smirnovuv test dobré shody

> x<-seq(0,2,0.1)
> plot(x,pweibull (x,scale=1,shape=2),type="1",col="red")
> plot(ecdf(x.wel),add=TRUE)
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Kolmogorov-Smirnovuv test dobré shody

> ks.test(x.weli, "pweibull"”, shape=2,scale=1)
One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: x.wei D = 0.0623, p-value = 0.4198
alternative hypothesis: two.sided




Testy normality

Testy na zaklade sikmosti a Spi¢atosti

Za predpokladu, ze vyber pochazi z normalniho rozdeleni,

plati pro index sikmosti: E(SPorm) =0
6(n — 2)
V STLO’I"m —
CLT( kew ) (n + 1)(TL + 3)
a pro index spicatosti: E(K ;™) =3 i 1
n

24n(n — 2)(n — 3)

Var(K'W'™M) =

urt

(n+1)2(n+3)(n+5)

Mame-li dostateCny pocet pozorovani (fadove stovky), maji

StatIStlk norm norm norm
y T3 Skzew T4 _ Ku"rt - E(Kurt )
\/ Var(Syerm) \/ Var(K™)

priblizné standardni normalni rozdéleni pravdépodobnosti.



Testy normality

Testy na zaklade sikmosti a Spi¢atosti

Tedy hypotézu o normalité na zaklade sikmosti zamitame, pokud
bude platit |73 > u, , nebo pokud bude p < a, kde
D = 2m1n{<I>(T3), 1 — (I)(Tg)}

Hypotézu o normalite na zaklade spicatosti zamitame, pokud
bude platit |74| > u, , nebo pokud bude p < o , kde

D = 2m1n{<I>(T4), 1 — (I)(T4)}

Oba testy by se mely pouzivat soucasne, proto se casto pouziva
kombmovany test s testovou statistikou T3, = T5 + T , kterd ma
X°-rozdéleni o 2 stupnlch volnosti. Hypotéezu o normalite potom

zamitame, kdyz Tz, > x2(2)



Testy normality

Shapirtiv-Wilkiiv test
Jeden z nejsilngjsich testl normality

9
{Z?l a(i)x(i)}

> i a%@) i1 (T@) — )

81— 3

I + 2

=> pro aplikaci tohoto testu potrebujete tabulky a pocitac,
pripadne specializovany statisticky software.

SW =

kde ag;) = <I>—1< ) a kritické hodnoty jsou tabelovany.

> shapiro.test(x.norm)
Shapiro-Wilk normality test

data: x.norm W = 0.9938, p-value = 0.5659




Testy normality

Shapirav-Wilkiyv test
Jeden z nejsilngjsich testt normality

2
{Z?l a(i)x(i)}

> i1 Oy 2o (T — T

81 — 3

I + 2

=> pro aplikaci tohoto testu potrebujete tabulky a pocitac,
pripadne specializovany statisticky software.

SW =

kde ag;) = <I>1< ) a kritické hodnoty jsou tabelovany.

Lilieforsuv test

Testova statistika je totozna s Kolmogorov-Smirnovovym testem,
parametry hypotetického rozdeleni odhadujeme z dat a kritické
hodnoty hledame v tabulkach



Testy normality

Lilieforsuv test

Testova statistika je totozna s Kolmogorov-Smirnovovym testem,
parametry hypotetického rozdeleni odhadujeme z dat a kritické
hodnoty hledame v tabulkach

Anderson-Darlinguv test

Test, ktery je modifikaci Kolmogorovova-Smirnovova testu (pouzi-
va empirickou distribucni funkce a usporadany vyber) s testovou

statistikou

Ap - 2uizi (20 = D(InFo(ag) + (1 = Fo(z(nisn)))

n

n

Kritické hodnoty jsou pro mala n tabelovany, pro velka n Ize pouzit
aproximaci adg g5 = 1,0348(1 — 1,013/n — 0,93/n?)

=> pro aplikaci tohoto testu potrebujete tabulky a pocitac,
pripadne specializovany statisticky software.



Anderson-Darlinguv test

999
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.80
00
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05
01
,001

Probability

Awverage: 10,32
StDev: 8,57185
N: 25

Testy normality

Normal Probability Plot

15

25 35
Anderson-Darling Normality Test

A-Squared: 1,276
P-Value: 0,002



Testy normality

Anderson-Darlinguv test

Normal Probability Plot

999 -
99 -
95 -

80 —
90 -
20

05 -
01 -
001 -

Probability

55

Awerage: 77,55
StDev. 14,1625
N: 20

65 75 85 95 105 115

Anderson-Darling Normality Test
A-Squared: 0,455
P-Value: 0,240



Testy dobreé shody

24.52586 24.17119 24.54486 24.44240 23.93455 24.20389
24.87474 25.06155 25.48924 25.32572 23.71721 24.61622
24.80591 24.20853 24.72623 24.64437 24.70405 23.97645
24.66147 24.75773 25.03970 24.44901 25.13285 24.40205
24.48244 24.68550 24.22988 23.83956 24.09777 24.52098

Hy : F(x) = Fn(24,55:0,21024) ()

N
_ 1
X = ~ ;X — 24.54689

2
1 _
2 2
- X, — X)? =0,2102477

Frequency
4
|

s = +/0,2102477 = 0, 4585

N(24,55;0,2102)

24.19974 24.34851 23.94024 24.21022
25.06676 24.90055 24.36213 24.98580
25.29837 24.46910 24.99453 25.42994
24.78721 23.83656 24.17186 23.65390
24.89240 24.25332 24.14259 25.12906

Histogram of X




Testy dobreé shody

24.52586 24.17119 24.54486 24.44240 23.93455 24.20389
24.87474 25.06155 25.48924 25.32572 23.71721 24.61622
24.80591 24.20853 24.72623 24.64437 24.70405 23.97645
24.66147 24.75773 25.03970 24.44901 25.13285 24.40205
24.48244 24.68550 24.22988 23.83956 24.09777 24.52098

Hy : F(x) = Fn(24,55:0,21024) ()

i ni pi npi (ni-npi)2/npi
23,6 238 2 0,0634 3,17 0,4323
23,8 24 5 0,0743 3,72 0,4433
24 242 4 0,187 5,94 0,6312 ©
24,2 244 8 0,1572 7,86 0,0025
24,4 246 8 0,1727 8,63 0,0463
24,6 248 8 0,1572 7,86 0,0025 g
— T -
24,8 25 6 0,1187 5,94 0,0007 g
25 252 5 0,0743 3,72 0,4433 -
25,2 254 2 0,0386 1,93 0,0026
25,4 26 2 0,0248 1,24 0,4636 N
suma 50 1,0000 50,00 2,4684
o

24.19974 24.34851 23.94024 24.21022
25.06676 24.90055 24.36213 24.98580
25.29837 24.46910 24.99453 25.42994
24.78721 23.83656 24.17186 23.65390
24.89240 24.25332 24.14259 25.12906

Histogram of X




Testy dobreé shody

24.52586 24.17119 24.54486 24.44240 23.93455 24.20389 24.19974 24.34851 23.94024 24.21022
24.87474 25.06155 25.48924 25.32572 23.71721 24.61622 25.06676 24.90055 24.36213 24.98580
24.80591 24.20853 24.72623 24.64437 24.70405 23.97645 25.29837 24.46910 24.99453 25.42994
24.66147 24.75773 25.03970 24.44901 25.13285 24.40205 24.78721 23.83656 24.17186 23.65390
24.48244 24.68550 24.22988 23.83956 24.09777 24.52098 24.89240 24.25332 24.14259 25.12906

HO . F(Qj) — FN(24,55;O,21024) (Qj) Histogram of X

i ni pi npi (ni-npi)2/npi
23,6 24 0,1377 6,89 0,0018

24 24,2 0,1187 5,94 0,6312

24,2 24,4 0,1572 7,86 0,0025

24,4 24,6 0,1727 8,63 0,0463

24,6 24,8 0,1572 7,86 0,0025

24,8 25 0,1187 5,94 0,0007

© ()] o) oo o &~ ~
Frequency
4
|

25 26 0,1377 6,89 0,6482

suma 50 1,0000 50,00 1,3332

x* = 1,3332 < x0.05(47) = 32,3 o




